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Zur Brauer-Thrall-Vermutung ffir Ringe 

Von 

ROBERT WISBAUER 

Nehmen wir ffir einen assoziativen Ring R folgende Aussagen: 

(a) R R ist von endlichem Darstellungstyp; 
(b) RR ist von beschr/inktem DarsteUungstyp; 
(c) RR und R R sind rein-halbeinfach. 

Die Aquivalenz yon (a) und (b) ist Gegenstand der (ersten) Brauer-Thrall-Vermutungfiir 
Ringe, die von (a) und (c) ist eng damit verkniipft. Eine ausffihrliche Darstellung zur 
Entstehung und Bearbeitung davon findet man in Ringel [9]. Nun, die Vermutung ist seit 
langem best/itigt: Aus Theorem (3.1) in Auslander [1] folgt (a),~ (b), w/ihrend man 
(a) ~*~ (c) z. B. aus Th6or6me (10.10) in Gruson-Jensen [6] kennt. Diese Beweise - und auch 
andere Varianten davon, die sich in der Literatur finden - machen ausffihrliche katego- 
rielle Vorbereitungen notwendig und kommen nicht ohne einen gewissen technischen 
Aufwand aus. 

In der vorliegenden Arbeit wird der Beweis der Brauer-Thrall-Vermutung in doppelter 
Hinsicht vereinfacht: Zum einen werden nut elementare Methoden aus der Modultheorie 
verwendet, zum anderen wird der komplizierte Teil des Beweises von Theorem (3.1) 
in Auslander [1] durch ein unkompliziertes Argument ersetzt (Lemma (2.2)). Die 
,,Rfickffihrung" der kategoriellen Methoden auf die Modultheorie wird erreicht durch 
den Funktor I~Iom (U, - )  nach Fuller [4], der eine Verbindung zwischen R-MOD und 
dem Funktorring T d e r  endlich prdsentierten R-Moduln herstellt. Die dabei auftretenden 
T-Moduln bilden gerade die Kategorie ~r [rT] der von T (sub) erzeugten T-Moduln, und 
wir haben daher die Ergebnisse aus Wisbauer [11] fiber solche Moduln zur Verffigung. 
Aus anderen Arbeiten werden nut S/itze verwendet, die ebenfalls elementare modultheo- 
retische Beweise erlauben. 

In Abschnitt 1 stellen wir die Grundlagen zusammen, die sicher auch ffir andere An- 
wendungen yon Interesse sind. Der Abschnitt 2 enth/ilt Aussagen fiber rein-halbeinfache 
Ringe, und im letzten Teil zeigen wir, dab die Aussagen (a), (b), (c) unter anderem 
/iquivalent sind zu 

(d) rTis t  lokal artinsch und noethersch; 
(e) T r i s t  lokal artinsch und noethersch. 

Wir erhalten dabei ffir eine Reihe von bekannten Ergebnissen neue Beweise. 
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1. Grundlagen. Sei Rein assoziativer Ring mit Einselement und R-MOD (bzw. MOD- 
R) die Kategorie der unit/~ren R-Links- (bzw. Rechts-) Moduln. Morphismen werden auf 
die den Skalaren gegenfiberliegende Seite der Moduln geschrieben. 

Wir w/ihlen ein Repr~isentantensystem {U~}~ I der endlich pr/isentierten R-Links- 
moduln und definieren f/Jr U = �9 U~ und N ~ R-MOD (vgl. Fuller [4]): 

i~I 

Itlom (U, N) :=  {f:  U ~ Nl (Ui ) f  = 0 ffir fast alle i e I}. 

Den Ring T: = End (U) = I~Iom (U, U) nennt man den Funktorring (der endlichpriisen- 

tierten Moduln)  yon R-MOD. T ist ein Ring ohne Eins, aber mit geniigend vielen Idempo- 

tenten, da die kanonischen Projektionen n j: U ~ Uj und Injektionen e j: Uj ~ U eine 
Familie von Idempotenten % = nj ej E T darstellen, fiir die gilt 

T = i~z @ T ei = i ~  ei T" 

(1.1) Bilden wir den Unterring L (T) von End~ (T), der von den Linksmultiplikationen 
mit Elementen aus T und der Identit/it erzeugt wird. Dann ist T ein Linksmodul fiber 
L (T) und die Linksideale von T sind gerade die L (T)-Untermoduln von T. Bezeichne 
a[rT] die volle Unterkategorie von L(T)-MOD, die aus den Untermoduln yon 
T-erzeugten Moduln besteht (Wisbauer [11]). Aus der Existenz von genfigend vielen 
Idempotenten in T folgt, dab T ein projektiver Generator in a [rT] ist, d.h. jeder Modul 
X ~ a[TT ] ist T-erzeugt, es gilt X = T X .  

Analog zu den Ausffihrungen in Fuller [4], [5] erh/ilt man, dab damit a [r T]/iquivalent 
zur Kategorie der kontravarianten Funktoren yon den endlich pr/isentierten R-Links- 
moduln in die abelschen Gruppen ist. 

Entsprechend 1/iBt sich die Kategorie a[Tr] bilden, die T-Rechtsmoduln Y mit 
Y = Y T ,  die zur Kategorie der kovarianten Funktoren yon den endlich pr/isentierten 
R-Linksmoduln in die abelschen Gruppen/iquivalent ist. Wir werden diese Festlegungen 
im folgenden unver/indert lassen. 

(1.2) Den R-Modul U kann man in kanonischer Weise als T-Rechtsmodul auffassen. 
Ffir das Idempotent e R : U ~ R -~ U gilt UT ~- HomR (R, U) =~ e R Tund somit ist UT ein 
endlich erzeugter, projektiver Modul in a [TT]. 

F fir jedes Idempotent e e T ist U e endlich erzeugter R-Modul. Aus einer exakten Folge 
R k ~ U e ~ 0, k ~ N, erhalten wir mit dem Funktor Hom R ( - ,  U) 

e T  ~- HomR(Ue, U) c HomR(R k, U) ~ U~. 

Somit ist auch T = | ei T in der yon U r suberzeugten Kategofie a [UT] enthalten, das 
i e I  

bedeutet a [UT] = a [TT]. 
(1.3) Ffir jedes N 6 R-MOD ist I2Iom (U, N) ein T-Modul aus a [r T] und wit haben die 

Funktoren (vgl. Fuller [4]) 

I2Iomn ( U , - - ) : R - M O D  ~ a [ T T  ] 

U ( ~ T  - -  :a[TT] -'* R-MOD 
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und natfirliche Homomorph i smen  

v N : U | I2IomR (U, N)  -o N ,  u | ~o ~ (u) ~o 

r l x : X - ~ f l o m R ( U , U |  ), x - * [ u - * u |  f/ir X ~ a [ T T  1. 

Beide Funktoren sind mit direkten Limites vertauschbar und ein Modul  X ~ a [V T] ist 
genau dann flach, wenn X ~ I~Iome (U, L) ffir ein L ~ R - M O D  ist. Da  U Generator  ist 
in R-MOD,  ist vN ffir alle N ~ R - M O D  Isomorphismus und daraus folgt, dab ~/x ffir alle 
flachen X ~ a [TT] Isomorphismus ist. 

Eine kurze exakte Folge in R - M O D  ist genau dann rein, wenn sie unter ICtom (U, - )  
exakt bleibt. L ~ R - M O D  ist genau dann rein-projektiv, wenn tttom (U, L) projektiv in 

[TT] ist. 
(1.4) U* := I~Iom (U, R)~- TeR(eR wie in (1.2)) ist ein endlich erzeugter, projektiver 

Modul  aus O[TT], der sich aueh als R-Rechtsmodul auffassen lfigt. Dies gibt uns die 
Funktoren 

- | M O D - R  -0 a [TT] 

-- @TU*:a[Tr] -* M O D - R .  

Mit dem Isomorphismus v R : U @ T U* -* R, 
und dem Homomorph i smus  

fl : U * | R U --~" T , qg | u "o ( ) r U 

erhalten wir die natfirlichen Homomorph i smen  

2 M : M |  ffir M ~ M O D - R  

#y:Y|174 Y| Y ftir Yar 

Dabei  ist 2M immer ein Isomorphismus und aus der Kommutativitf i t  des Diagramms 

U | |  
~R| 1 

R |  

folgt, dab #v ebenfalls ein Isomorphismus ist. 
(1.4.1) Eine kurze exakte Folge in M O D - R  ist genau dann rein,wenn sie unter - R |  U 

in eine exakte Folge in a [TT] fibergeht, die dann ebenfalls rein ist. Rein-exakte Folgen in 
a [TT] werden unter - - T |  U* zu rein-exakten Folgen in MOD-R.  

(1.4.2) Ftir einen Modul  YT ~ a[TT] sind folgende Aussagen/iquivalent:  
(a) YT ist absolut rein in cr [TT] ~ 
(b) YT ist schwach T-injektiv, cl. h. injektiv bzgl. der exakten Folgen 0 ~ X T -~ T (~) mit 

endlich erzeugten X T ~ o [Tr]; 
(c) Yr ist reiner Untermodul  eines (schwach T-) injektiven Moduls aus a [Tr]; 
(d) Yr ~ M | Ur ffir ein M e MOD-R.  
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B e w e i s. Die Aquivalenz yon (a), (b) und (c) folgt aus Satz (1.2) und (1.4) in Wisbauer 
[11]. 

(b) ~ (d) Sei Yr schwach T-injektiv. Aus der Isomorphie H o m r ( H o m  ~ (R, U), Y) 
H o m r  (U, Y) | R erh/ilt man ffir alle endlich pr/isentierten U~ e R - M O D  die Isomor-  

phie 
H o m T ( U  , Y) | U / ~  Horn r (Horn R (U/, U), Y). 

Daraus  erh/ilt man  durch Summenbildung mit U = G U/ 

H o m  T (U, Y) | U ~ I~Iomr (ftOmR (O U,, U), Y) 

-~ I~IomT(T, Y) ~ Y. 

(d) ~ (c) Ffir jeden Modul  K |  K ~ MOD-R,  gibt es eine exakte Folge 

(*) 0 ~ K |  ~ N @RUT 
mit 

N e M O D - R  und N | U r injektiv. 
Durch Anwendung yon - | T U* erhalten wir daraus die exakte Folge 

0 ~ K |  @T U* ~ N | U @r U*. 

Dies ist eine reine Folge in MOD-R,  da sie durch - | U in eine zu (*) isomorphe Folge 
fibergeffihrt wird. Damit  ist aber (*) selbst auch eine reine Folge und K |  reiner 
Untermodul  eines injektiven Moduls aus a [TT]. 

(1.4.3) Als Folgerung aus dem eben Gezeigten ergibt sich, dab ein Modul  N e M O D - R  
genau dann rein-injektiv ist, wenn N | U r injektiv in a [TT] ist. 

(1.5) Die schwache globale Dimension yon a [r T] ist -< 2. Dies sieht man  analog zum 
Beweis yon Proposi t ion (1.5) in Fuller-Hullinger [5]. 

(1.6) F/Jr den Funktorr ing T sind folgende Aussagen /iquivalent (vgl. Satz (1.5) in 
Wisbauer [11]) 

(a) w T ist ein lokal noetherscher Modul;  
(b) jeder endlich erzeugte Modul  in a [r T] ist noethersch; 
(c) jeder absolut reine Modul  in a [T T] ist injektiv. 

Mit Hilfe dieser Kennzeichnungen 1/iI3t sich zeigen: 
(1.7) Gilt (i)jeder einfache Modul  in a [r T] ist endlich pr/isentiert, 

(ii) jeder Modul  aus a [r T] enthfilt einen einfachen Untermodul,  
dann ist r T lokal noethersch. 

B e w e is. Wir zeigen, dab jeder absolut reine Modul  r X in Cr [rT] injektiv ist. Ange- 
nommen  ffir die injektive Hfille X yon X in a [r T] gilt Jf + X. Dann  gibt es nach (ii) einen 
einfachen Untermodul  0 4: E c X / X .  Das heiBt, es gibt einen Zwischenmodul 
X c L c J~ und eine exakte Folge 

O ~ X ~ L ~ E ~ O .  

Die Folge ist rein und zerNllt wegen (i). Nach Konst rukt ion ist abet  X wesentlich in L. 
Somit muB J~ = X, also X injektiv sein. 
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Ein Modul heiBt pseudo-kohdrent, wenn jeder endlich erzeugte Untermodul davon end- 
lich prfisentiert ist. Folgende Zusammenhfinge zwischen Endlichkeitsbedingungen von R 
und T werden von Bedeutung sein: 

(1.8) (i) R R ist genau dann koh/irent, wenn r T  pseudo-koh/irent ist; 
(ii) Ist TT lokal noethersch, so ist RR noethersch; 

(iii) Ist r T lokal noethersch und fiir jedes Idempotent e ~ T Te endlich koerzeugt, so 
ist R R artinsch. 

B e w e is. (i) Folgt aus Proposition (3.31) in H6aulme [7]. Man vergleiche dazu auch 
Theorem (2.1) in Fuller-Hullinger [5]. 
(ii) Ffir jedes Linksideal L c R ist I2Iom (U, L) ~ I2Iom (U, R), also endlich erzeugt. 

Dann ist aber auch L endlich erzeugt. 
(iii) Nach (ii) ist jeder endlich erzeugte R-Modul endlich pr~isentiert und somit folgt die 
Behauptung aus Theorem (2.4) in Fuller-Hullinger [5]. 

2. Rein-halbeinfache Ringe. Nach Auslander [1] nennt man eine Familie yon Homo-  
morphismen aus R-MOD noethersch, wenn es zu jeder Folge {f/}z~N Yon komponierbaren 
Nicht-Isomorphismen daraus ein k ~ N gibt mit f~ f z . . .  fk = 0. Wird die dazu duale 
Bedingung erfiillt, so heiBt die Familie conoethersch. 

Ein Ring R ist links (rechts) rein-halbeinfach, wenn jede kurze reine exakte Folge in 
R -MOD (MOD-R) zerffillt. Fiir diese Ringe haben wir folgende Kennzeichnungen: 

(2.1) Satz. FSr einen Ring R mit Funktorring T sind folgende Aussagen dquivalent: 

(a) R R ist rein halbeinfach; 
(b) jeder Modul in R-MOD ist rein-projektiv; 
(c) jeder R-Modul ist direkte Summe yon endlich erzeugten Moduln; 
(d) RR ist artinsch und die Familie der Homomorphismen zwischen unzerlegbaren Moduln 

ist noethersch; 
(e) rT  ist perfekt (jeder Modul aus a [T T] hat eine projektive HSlle); 
(f) jeder flache Modul aus a [T T] ist projektiv; 
(g) T/Jac (T) ist halbeinfach und Jac (T) ist links T-nilpotent; 
(h) T r erffillt die absteigende Kettenbedingung fiir zyklische (endlich erzeugte) Rechts- 

ideale. 

B e w e i s. Die Aquivalenz yon (a), (b) und (c) wird z. B. in Zimmermann [13] gezeigt. 
Die Folgerungen (a)~:~ ( d ) ~  (e) ergeben sich aus dem T H E O R E M  in Fuller [4]. Die 
Aquivalenz von (e), (f), (g) und (h) sind die von Ringen mit Eins bekannten Charakterisie- 
rungen von perfekten Ringen, die sich auch auf Ringe mit genfigend vielen Idempotenten 
fibertragen lassen (vgl. (3.20), (3.28) in H6aulme [7]; Wisbauer [12]). Die Implikation 
(b) ~ (f) ergibt sich fibrigens auch leicht aus (1.3). 

(e) ~ (b) Sei TT perfekt und N e R-MOD. Da fiir I = I~Iom (U, N) der kanonische 
Homomorphismus U (I) ~ N epimorph und rein ist, erhalten wir mit I2IOmR (U, --) die 
exakte Folge 

I2Iom (U, U a)) ~ I2Iom (g,  N) ~ 0. 
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Diese zerf/illt, da ICIom (U, N) flach und damit projektiv ist. Durch Anwendung von 
U | T - -  erhalten wir N als direkten Summanden von U (x) (vgl. (1.3)), das heiBt N ist rein 
projektiv. 

Man vergleiche dazu auch Thbor6me (4.2) in H6aulme [7]. 
Nunmehr k6nnen wir folgendes Lemma zeigen, das uns den Beweis der Brauer-Thrall- 

Vermutung wesentlich efleichtern wird: 

(2.2) Lemma. Fiir den Funktorring T yon R-MOD gilt: 1st T T perfekt, dann ist jeder 
einfache Modul in a [rT] endlich prdsentiert. 

B e w e i s. Sei T T perfekt und E ~ a [rT] einfach. Nach (2.1) ist RR noethersch (sogar 
artinsch) und somit ist nach (1.8) TT pseudo-koh/irent, d.h. jeder endlich pr/isentierte 
Modul in a [rT] ist koh/irent. Folglich genfigt es zu zeigen, dab E Untermodul eines 
endlich pr/isentierten Moduls in a [TT] ist. Da die globale Dimension von ~r [T T] < 2 ist 
(siehe (1.5)), erhalten wir durch Bildung der projektiven Hfillen in a [T T] eine exakte Folge 

0 ~ lCIom (U, C) ~ I2-Iom (U, B) L I~Iom (U, A) --* E ~ 0 

mit A, B, C e R-MOD und A endlich erzeugt (unzerlegbar), in der wir lCIom (U, C) als 
kleinen Untermodul von I2IomR (U, B) auffassen k6nnen. Mit U | r - ergibt sich daraus 
die exakte Folge 

O ~ C ~ B f  A- -+U@TE~O.  

Ist U | E ~= O, SO erhalten wir mit I:Iom (U, --) das kommutative Diagramm 

ICIom (U, B) --, I2Iom (U, A) ~ E ~ 0 

II II $ ,0  
I2Iom (U, B) ~ I2Iom (U, A) ~ I2Iom (U, U | E) 

Damit ist E (isomorph zu einem) Untermodul des endlich erzeugten und projektiven 
T-Moduls I2Iom (U, U | E). 

Ist U | E = 0, SO spalten wir in C einen endlich pr/isentierten Summanden C1 ab 
(m6glich nach (2.1)) und erhalten dutch Pushout-Bildung das kommutative Diagramm 
mit exakten Zeilen 

0 ~ C  ~ B  ~ A ~ O  

$ $ II 
f ~  

0 ~ C  1 ~ B  1 ~ A ~ 0 ,  

in dem B 1 ebenfalls endlich pr/isentiert ist. Die untere Folge darf nicht zerfallen, denn 
sonst w/ire C 1 direkter Summand in B und damit I:Iom R (U, C1) direkter Summand in 
I:Iom R (U, B). Nach Konstruktion sind abet I:tom R (U, C 0 c I:Iom R (U, C) kleine Unter- 
moduln yon I:Iom R (U, B). 

Somit erhalten wir das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen 

I2IOmR (U, B) • I2Iom (U, A) --+ E --+ 0 

$ II ~ ,0  
f l  ^ 

I2Iom R (U, B 0 ~ Horn (U, A) --* Koker f l  ~ 0, 

d.h. E ist Untermodul des endlich pr/isentierten Moduls Koker f~ # 0. 
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Eine kategorielle Darstellung des folgenden Sachverhalts findet man  z. B. in Simson [10], 
Theorem (5.4): 

(2.3) Proposition. Fi;tr einen linksartinschen Ring R mit Funktorring T sind folgende 
Aussagen gleichbedeutend : 

(a) T r is t  perfekt; 
(b) rT  erfi~llt die absteigende Kettenbedingung fi~r zyklische (endlich erzeugte) Links- 

ideale; 
(c) Jac (T) ist rechts T-nilpotent; 
(d) die Familie der Homomorphismen zwischen unzerlegbaren Moduln ist conoethersch. 

B e w e i s. Da  R R artinsch ist, ist T semiperfekt und (b) und (c) s indbekannte  Kenn- 
zeichnungen von rechts-perfekten Ringen mit genfigend vielen Idempotenten (vgl. (2.1)). 
Ein einfacher Nachweis yon (c) ~ (d) ergibt sich analog zum Beweisschritt (c) ,*~ (d) des 
Theorem in Fuller [4]. 

Ein Teil des nfichsten Satzes ist die ringtheoretische Variante der in Baer [2] gemachten 
Ausffihrungen ffir Ringoide. Eine kategorielle Darstellung findet man auch in Gruson-  
Jensen [6], Proposi t ion (10.7): 

(2.4) Satz. Fi~r einen Ring R mit (Links-) Funktorring T sind folgende Aussagen iiqui- 
valent: 

(a) g R ist rein-halbeinfach', 
(b) jeder Modul in M O D - R  ist rein-injektiv; 
(c) T T ist lokal noethersch; 
(d) jeder absolut reine Modul in a [TT] ist injektiv; 
(e) U T ist noethersch. 

B e w e i s. (a) ~ (b) ist trivial. 
(c) ~ (d) gilt nach (1.6). 
(d) ~ (e) ergibt sich aus a [Ur] = a [TT] (siehe (1.2)). 
(b) ~ (d) Nach (1.4.2) ist jeder absolut reine Modul  in a [TT] yon der Fo rm M @RUT, 
M ~ MOD-R.  Da  M rein-injektiv ist, wird M | Ur nach (1.4.3) injektiv in ~ [TT]. 
(d) ~ (b) Ftir jedes N ~ M O D - R  ist N | UT absolut rein und daher injektiv. Nach 
(1.4.3) ist dann N rein-injektiv. 

3. Ringe von endlichem Darstellungstyp. Ein assoziativer Ring R heiBt links yon endli- 
chem Darstellungstyp, wenn er links-artinsch ist und es nur endlich viele endlich erzeugte 
unzerlegbare Linksmoduln gibt. Man  nennt R links yon beschrdnktem Darstellungstyp, 
wenn es links-artinsch ist und die Lfingen der endlich erzeugten unzerlegbaren Linksmo- 
duln nach oben beschrfinkt sind. Nach unseren Vorbereitungen ffillt es nun nicht mehr  
schwer, als Hauptergebnis zu zeigen: 

(3.1) Satz. F~r einen Ring R mit Funktorring T sind nachstehende Eigenschafien gleich- 
bedeutend: 

(a) R R ist yon endlichem Darstellungstyp; 
(a') R R ist yon endlichem Darstellungstyp; 
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(b) R R ist yon beschrdnktem Darstellungstyp; 
(C) R R und R g sind rein-halbeinfach; 
(d) TTiSt lokal artinsch und noethersch; 
(e) T r ist lokal artinsch und noethersch; 
(f) U T ist artinsch und noethersch; 
(g) TTund T T sind perfekt. 

B e w e i s. (a) ~,* (a') ist eine bekannte Beobachtung von Eisenbud-Griffith [3], 
(a) =~ (b) ist klar. 

(b) ~ (g) Ist RR von beschrfinktem Darstellungstyp, so folgt aus dem Lemma von 
Harada-Sai (siehe Ringel [9], (2.2), Simson [10], (6.7)), dab die Familie der Homomorphis-  
men zwischen unzerlegbaren Moduln noethersch und conoethersch ist. Nach (2.1) und 
(2.3) ist daher TTUnd T r perfekt. 

(g) ~ (d) Ist TT perfekt, so ist nach Lemma (2.2) jeder einfache Modul in tr [TT] endlich 
prfisentiert. Wegen T r perfekt gilt die absteigende Kettenbedingung fiir endlich erzeugte 
Linksideale von TT. Nach (1.7) ist damit TT lokal noethersch und folglich auch lokal 
artinsch. 

(d) ~ (a) Uberlegungen in Auslander [1] lassen sich hier in folgender Weise dar- 
stellen: Ist r T  lokal artinsch und noethersch, so ist zun/ichst wegen (1.8) R R artinsch, r T  
semiperfekt und es gibt nur endlich viele nicht-isomorphe einfache Moduln El , . . . ,  E k in 
R-MOD. 

Der Funktor  t~IOmR(U,--) bewirkt eine (bis auf Isomorphie) eindeutige Zuordnung 
zwischen den endlich erzeugten unzerlegbaren Moduln X ~ R - M O D  und den projektiven 
Hiillen I2IomR (U, X) von einfachen Moduln aus a [TT]. Fiir jedes dieser X e R -MOD gibt 
es einen Epimorphismus X ~ E i fiir geeignetes i < k und damit einen nicht-trivialen 
Homomorphismus I?tomR (U, X) --* I~IomR (U, Ei). Das bedeutet, dab alle einfachen Mo- 
duln in t~ [TT] als Komposit ionsfaktoren der Moduln {I~IomR (U, Ei)}~ =< k auftreten. Da 
letztere aber endliche L/inge haben, existieren davon nur endlich viele. Somit gibt es auch 
nur endlich viele endlich erzeugte unzerlegbare Moduln in R-MOD. 

(a) ~ (c) Wegen (a) *~ (d) ist TT perfekt und daher R R rein halbeinfach (Satz (2.1)). 
Durch analoge Bildungen mit dem Funktorring der endlich pr/isentierten Rechtsmoduln 
erh/ilt man aus (a'), dab auch R R rein-halbeinfach ist. 

Ein anderer modultheoretischer Beweis dieser Implikation findet sich z.B. in Ringel- 
Tachikawa [8], Corollary (4.4). 

(c) ~ (e) Nach (2.t) gilt die absteigende Kettenbedingung fiir endlich erzeugte 
Rechtsideale in Tr und wegen (2.4) ist T r lokal noethersch. Damit ist T T auch lokal 
artinsch. 

(e) ~ ,  (f) ist klar, da U r endlich erzeugt und nach (1.2) ~r [UT] = ~ [Tr]. 
(f) ~ (a) Fiir jeden unzerlegbaren Modul L ~ MOD-R ist L |  unzerlegbar und 

injektiv (UT noethersch) und somit injektive Htille eines einfachen Moduls (U r artinsch). 
Andererseits ist nach (1.4.2)jede injektive Hiille eines einfachen Moduls von dieser 
Gestalt. Der Funktor  - |  U gibt uns also bis auf Isomorphie - eine Bijektion 
zwischen den (endlich erzeugten) unzerlegbaren Moduln in MOD-R und den (injektiven 
H/,illen der) einfachen Moduln in a [UT]. Da UT endliche L/inge hat, gibt es nur endlich 
viele einfache Moduln in ~r [Ur] (einfache Faktoren yon Untermoduln yon Ur). 
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