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Vorwort
Die Lineare Algebra ist für alle Gebiete der Mathematik von großer Bedeu-

tung. Sie steht daher aus gutem Grund mit am Anfang jeder Ausbildung in
Mathematik. An dieser Stelle fällt es ihr aber auch zu, die Studierenden mit
Überlegungen zu den Grundlagen der Mathematik vertraut zu machen. Dazu
erscheint es mir unerläßlich, sich etwas mit den Grundideen der Mengenlehre zu
befassen.

Zentraler Gegenstand der Untersuchungen in der Linearen Algebra sind
die Moduln (lineare Räume) über Ringen. Moduln über Körpern werden Vek-
torräume genannt. Die verbreitete Gepflogenheit, die Einführung in die Lineare
Algebra auf die Behandlung von Vektorräumen zu beschränken, halte ich weder
sachlich noch didaktisch für vorteilhaft. Das bei Bedarf dann nachgeschobene
Argument, daß einige der Sätze über Vektorräume auch für Moduln über Ringen
gelten würden, ist irritierend und insbesondere für Anfänger eine Zumutung.

Der Anwendungsbereich der zu entwickelnden Theorie ist so weit (z.B. Bio-
logie, Wirtschaft, Informatik), daß eine zu starke Ausrichtung der Grundlagen
auf geometrische Vorstellbarkeit hin für das Verständnis der Allgemeinheit der
Begriffe durchaus hinderlich sein kann. Als zusätzliche Quelle für Beispiele ist die
Geometrie der Ebene und des Raumes jedoch gelegentlich hilfreich.

In der vorliegenden Einführung werden am Anfang die Grundlagen der Men-
genlehre vorgestellt und darauf aufbauend die algebraischen Strukturen einge-
führt. Moduln und Matrizenrechnung werden zunächst über beliebigen Ringen
betrachtet. Zielsetzung bleibt dabei allerdings die Darstellung der allgemeinen
Grundlagen und Zusammenhänge. Der Versuchung, auf dieser Basis Modultheorie
im eigentlichen Sinne zu betreiben (z.B. die Erforschung der Beziehung zwischen
Eigenschaften eines Ringes und seiner Moduln), wird nicht nachgegeben.

Das Fundament, das gelegt wird, soll solide genug sein, um auch bei späterer
Anwendung als verläßliche Bezugsquelle zu dienen.

Ich möchte allen, die an der Fertigstellung dieses Buches mitgewirkt haben,
ganz herzlich dafür danken.

Düsseldorf, im Juli 1994

Robert Wisbauer
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Vorbetrachtung
Aufgabe und Ziel dieses Kurses ist es, eine Einführung in die mathematische

Denk- und Arbeitsweise zu geben und zugleich mit den Methoden der linearen
Algebra vertraut zu machen.

Dabei soll der Aufbau einer mathematischen Theorie auch exemplarisch geübt
werden. Das dabei zu errichtende Begriffsgebäude, nämlich die lineare Algebra,
wird sich als äußerst nützlich in vielen Teilen der Mathematik und deren Anwen-
dungen erweisen. Deshalb wird das Fundament in der später nötigen Allgemein-
heit gelegt.

Diese Zielsetzung ist nicht ganz problemlos. Eine (zu) große Allgemeinheit
und Abstraktheit macht Anfängern erfahrungsgemäß Schwierigkeiten. Anderer-
seits hat die übermäßige Fixierung auf ein Beispiel auch ihre Tücken. Die Be-
sonderheiten des speziellen Falles können den Blick von der Allgemeingültigkeit
eines Konzepts ablenken.

Im folgenden wird dem dadurch Rechnung getragen, daß die Grundbegriffe
abstrakt formuliert und dann an mehreren Beispielen veranschaulicht werden.

Um eine gewisse Vorstellung von dem zu geben, was später gemacht wird,
betrachten wir einige algebraische Strukturen, die allen gut bekannt sind. Dies
gibt uns Gelegenheit, gleich einige Notationen festzulegen:

IN die natürlichen Zahlen {0, 1, 2, 3, . . .}
ZZ die ganzen Zahlen {0,±1,±2, . . .}
Q die rationalen Zahlen {a

b
| a, b ∈ ZZ, b 6= 0}

IR die reellen Zahlen
C die komplexen Zahlen

In IN haben wir zum Beispiel die Verknüpfungen + und · , das sind Abbil-
dungen

+ : IN × IN → IN, (a, b) 7→ a+ b ,
· : IN × IN → IN, (a, b) 7→ a · b ,

mit den Gesetzmäßigkeiten (für alle a, b, c ∈ IN):

(a+ b) + c = a+ (b+ c) Assoziativgesetze
(a · b) · c = a · (b · c)

a+ b = b+ a Kommutativgesetze
a · b = b · a

Im Zusammenwirken der beiden Verknüpfungen gilt:

a · (b+ c) = a · b+ a · c Distributivgesetze

(a+ b) · c = a · c+ b · c

vi



Vorbetrachtung vii

Bezüglich Multiplikation und Addition gibt es jeweils ein Element, das die
anderen Elemente nicht verändert:

1 · a = a neutrales Element (bzgl. · )
0 + a = a neutrales Element (bzgl. +)

In ZZ können wir zu jedem a ∈ ZZ ein Element b finden mit

a+ b = 0 inverses Element bzgl. + .

In Q gibt es zu jedem Element a 6= 0 ein b mit

a · b = 1 inverses Element bzgl. · .

Diese Eigenschaften haben auch IR und C. Man beachte, daß bei den oben
herausgestellten Beziehungen z.B. die Anordnung der Elemente der betrachteten
Mengen keine Rolle spielt. Die Unterschiede zwischen Q und IR bzw. C beziehen
sich nicht auf die bisher erwähnten Gesetzmäßigkeiten, sondern sind anderer Art.
So ist etwa in IR die Gleichung x2 = a für a ∈ IR mit a > 0 lösbar. In C ist dies
sogar für beliebige a ∈ C der Fall.

Als weitere Besonderheit sei auf das Zusammenwirken von verschiedenen Be-
reichen hingewiesen. Wenn man zum Beispiel die Elemente aus Q mit Elementen
aus ZZ multipliziert, so ergibt sich wieder ein Element aus Q, d.h. wir haben eine
Abbildung

(ZZ,Q) → Q, (z, g) 7→ z · g,

mit den Eigenschaften (z, zi ∈ ZZ, q, qi ∈ Q, i = 1, 2)

(z1 + z2)q = z1q + z2q
z1(z2q) = (z1z2)q

z(q1 + q2) = zq1 + zq2
1z = z .

(∗)

Ähnliches läßt sich auch für die Paare (ZZ, IR), (Q, IR), (Q, C) und viele andere
beobachten.

Die Algebra beschäftigt sich ganz allgemein mit Verknüpfungen auf irgend-
welchen Mengen M , also Abbildungen

τ : M ×M →M, (m,n) 7→ mτn,

die gewissen Gesetzmäßigkeiten genügen. Die oben formulierten spielen dabei
eine herausragende Rolle. So werden wir (M, τ) eine Halbgruppe nennen, wenn
für τ das Assoziativgesetz gilt. Gilt zudem das Kommutativgesetz, so spricht
man von einer kommutativen Halbgruppe. IN ist also sowohl für +, als auch für
· eine kommutative Halbgruppe.



viii Vorbetrachtung

Gibt es für τ : M ×M →M ein neutrales Element und zu jedem m ∈M ein
Inverses, so nennt man (M, τ) eine Gruppe.

Mengen M mit zwei Verknüpfungen + und · nennt man Ringe, wenn (M,+)
eine kommutative Gruppe und (M, · ) eine Halbgruppe mit neutralem Element
ist und zudem die Distributivgesetze gelten. Somit sind ZZ, Q, IR und C Ringe.

Ist in einem Ring jedes von Null veschiedene Element invertierbar, so spricht
man von einem Divisionsring oder Schiefkörper. Ist zudem die Multiplikation
kommutativ, so hat man einen Körper. Q, IR und C sind Körper.

Schließlich noch ein Blick auf die Situation, in der zwei algebraische Systeme
verbunden sind.

Sei (R,+, · ) ein Ring und (M,+) eine kommutative Gruppe. Gibt es eine
Abbildung

(R,M) →M, (r,m) 7→ rm,

welche die Bedingungen (∗) erfüllt, so nennt man das Paar (R,M) einen R-
Modul. Ist R ein Körper, so werden R-Moduln auch als Vektorräume (oder lineare
Räume) bezeichnet.

Damit haben wir die wichtigsten Grundbegriffe der linearen Algebra ange-
sprochen. Wir haben uns dabei der Schreibweisen bedient, die aus der Schule
geläufig sind.

Um damit in allgemeinen Situationen arbeiten zu können, müssen wir Begriffe
wie

”
Paar von Mengen“ oder

”
Abbildungen“ präziser fassen. Dies gehört zur

Problemstellung der Mengenlehre und soll im ersten Kapitel geschehen.
Die algebraischen Strukturen wie Gruppen, Ringe und Körper werden im

zweiten Kapitel eingeführt und ihre grundlegenden Eigenschaften herausgestellt,
soweit sie für die hier vorgesehene Anwendung relevant sind.

Im dritten Kapitel kommen wir zu den Moduln, deren Untersuchung Ge-
genstand der Linearen Algebra ist. Die weiteren Kapitel befassen sich dann mit
zusätzlichen Eigenschaften von Moduln und Vektorräumen sowie mit Anwendun-
gen der aufgebauten Theorie.

Als Beispiele für Moduln und Vektorräume werden wir schon früh den zwei-
und dreidimensionalen (euklidischen) Raum über IR heranziehen. Damit lassen
sich einige abstrakte Begriffe geometrisch veranschaulichen. Genaueres über die
Wechselbeziehung zwischen Geometrie und Linearer Algebra werden wir erst im
letzten Kapitel erfahren.



Kapitel 1

Mengentheoretische Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist es, die mengentheoretischen Begriffe und Techniken be-
reitzustellen, die wir beim Aufbau der (Linearen) Algebra benötigen.

Auch wenn wir eine gewisse Vertrautheit im formalen Umgang mit Mengen
voraussetzen, so sollen doch die Grundtatsachen der Mengenlehre festgehalten
werden, die wir als gegeben ansehen wollen (Axiome). An der Entwicklung dieser
Theorie zu Beginn unseres Jahrhunderts waren zum Beispiel die Mathematiker
G. Cantor, E. Zermelo und A. Fraenkel maßgeblich beteiligt.

Das Überprüfen von eventuellen logischen Abhängigkeiten oder der Vollstän-
digkeit eines solchen Axiomensystems ist ein nicht-triviales Problem der Men-
genlehre, auf das wir hier nicht eingehen können.

Beim ersten Durchlesen wird vielleicht der tiefere Sinn oder die Zweckmäßig-
keit der Formulierungen nicht gleich erkennbar sein. Mit zunehmender Erfahrung
im Umgang mit diesen Begriffen wird jedoch das Verständnis dafür wachsen.

1 Axiome der Mengenlehre

Eine Menge setzt sich aus ihren Elementen zusammen. Der grundlegende Begriff
der Mengenlehre ist die Element-Beziehung: Für jedes Objekt a muß sich fest-
stellen lassen, ob es zu einer gegebenen Menge A gehört oder nicht. Es gilt also

a ist Element von A (a ist enthalten in A, a ∈ A), oder
a ist nicht Element von A (a 6∈ A).

Mit dieser Beziehung soll festgestellt werden können, ob zwei Mengen gleich
sind. Dies geschieht in Form des folgenden Postulats:

1.1 Extensionalitätsaxiom
Zwei Mengen A, B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente haben,
also A = B genau dann, wenn

x ∈ A⇒x ∈ B und x ∈ B⇒x ∈ A.

1



2 Kapitel 1. Mengenlehre

Damit sind Mengen eindeutig durch ihre Elemente bestimmt.

Der Pfeil P ⇒Q zwischen zwei Aussagen P , Q bedeutet dabei die logische
Implikation falls P gilt, dann gilt auch Q; man sagt dazu auch aus P folgt Q
oder P impliziert Q.

Die logische Äquivalenz von P und Q wird mit P ⇔Q bezeichnet. Die obige
Aussage könnte also auch so formuliert werden:

A = B genau dann, wenn [x ∈ A⇔x ∈ B].

Da wir die Zugehörigkeit zu einer Menge als entscheidbar annehmen, können
wir nun festlegen:

1.2 Definition
Eine Menge B heißt Teilmenge einer Menge A, wenn jedes Element aus B auch
Element von A ist, d.h.

B ⊂ A genau dann, wenn x ∈ B⇒x ∈ A.

Man beachte, daß in dieser Notation B ⊂ A auch für B = A gilt.
Als nächste Grundforderung wird verlangt, daß man durch Eigenschaften von

Elementen Teilmengen aussondern kann.

1.3 Aussonderungsaxiom
Zu jeder Menge A und jeder Eigenschaft P (die ein Element von A haben kann)
gibt es eine Teilmenge B von A, die gerade aus den Elementen von A mit dieser
Eigenschaft besteht:

B = {x ∈ A | P (x)} ⊂ A.

Bislang haben wir zwar von Eigenschaften von Mengen gesprochen, doch
wissen wir noch nicht, ob es überhaupt Mengen gibt. Dies wollen wir natürlich
haben und fordern daher als Axiom, daß es (mindestens) eine Menge gibt.

1.4 Existenz der leeren Menge
Es gibt eine Menge, die keine Elemente enthält.
Man nennt diese die leere Menge und bezeichnet sie mit ∅.

Falls es überhaupt eine Menge A gibt, so folgt aus dem Aussonderungsaxiom
die Existenz der leeren Menge als

∅ = {x ∈ A | x 6= x}.

Nach Defintion ist ∅ Teilmenge jeder Menge A, also ∅ ⊂ A. So gilt auch ∅ ⊂ ∅,
aber ∅ 6∈ ∅.
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Eine strengeres Fundament für die Mengenlehre war notwendig geworden, als
man um die Jahrhundertwende erkannte, daß man mit den bis dahin als zulässig
angesehenen Bildungen zu widersprüchlichen Ergebnissen gelangen konnte. So
war damals die Annahme zulässig, daß es eine Menge gibt, die alle anderen Men-
gen enthält (Allmenge). Durch Eigenschaften von Elementen sollten dann auch
Teilmengen davon festgelegt sein. Der britische Philosoph und Mathematiker B.
Russell machte (im Jahre 1902) darauf aufmerksam, daß die (erlaubte) Bildung
der Menge A aller Mengen, die nicht Element von sich selbst sind, also

A := {x |x 6∈ x},

nicht sinnvoll ist (Russellsche Paradoxie). Man sieht leicht, daß weder die Aussage
A ∈ A noch A 6∈ A gelten kann.

Es ist eine Konsequenz des Aussonderungsaxioms, daß die Bildung einer All-
menge in unserem Rahmen nicht zulässig ist:

1.5 Satz
Es gibt keine Menge von Mengen, die jede Menge als Element enthält.

Beweis: Es ist zu zeigen, daß es zu jeder Menge A von Mengen eine Menge B
gibt, die nicht Element von A ist. Dazu betrachten wir

B = {x | x ∈ A, x 6∈ x}.

Angenommen B ∈ A. Es gilt B ∈ B oder B 6∈ B.

- Aus B ∈ B folgt B 6∈ B, nach Definition von B.

- Aus B 6∈ B folgt B ∈ B, ebenfalls nach Definition von B.

Dies sind Widersprüche, und somit muß B 6∈ A gelten. 2

Das nächste Axiom fordert, daß man aus vorgegebenen Mengen eine Menge
bilden kann, die jede dieser Mengen als Teilmenge enthält. Aus sprachlichen
Gründen nennen wir eine Menge von Mengen auch ein Mengensystem.

1.6 Vereinigungsaxiom
Zu jedem Mengensystem M gibt es eine Menge, welche genau alle Elemente

enthält, die zu mindestens einer Menge des gegebenen Systems gehören:⋃
A∈M

= {x | es gibt ein A ∈M mit x ∈ A}.

Speziell ergibt dies für zwei Mengen A und B die Vereinigung

A ∪B = {x | x ∈ A oder x ∈ B}.



4 Kapitel 1. Mengenlehre

Damit kann man zu zwei Elementen x, y die Paarmenge bilden:

{x, y} = {x} ∪ {y}

Aus der Kommutativität von ∪ (d.h. A ∪B = B ∪ A) folgt, daß

{x, y} = {y, x} (ungeordnetes Paar).

Will man die Reihenfolge von zwei Elementen berücksichtigen, so kann man
dies mit der von K. Kuratowski vorgeschlagenen

1.7 Definition
Als geordnetes Paar von Elementen x, y ∈ A bezeichnet man

(x, y) = {{x}, {x, y}}.

Für die Menge aller solcher Paare schreibt man

A× A = {(a, b) | a, b ∈ A}.

Dabei kommt es wirklich auf die Reihenfolge der Elemente an:

1.8 Satz
Seien A eine Menge und x, y, u, v ∈ A. Dann gilt (x, y) = (u, v) genau dann,
wenn x = u und y = v.

Beweis: ⇐ ist klar.
⇒: Nehmen wir an, daß {{x}, {x, y}} = {{u}, {u, v}}. Dann gilt

{x} ∈ {{u}, {u, v}}, {x, y} ∈ {{u}, {u, v}},

also {x} = {u} oder {x} = {u, v} und {x, y} = {u} oder {x, y} = {u, v}.
Angenommen {x} = {u, v}. Dann gilt x = u = v und damit auch x = y.

Damit ist dann auch die Behauptung des Satzes gezeigt.
Angenommen {x} = {u}, also x = u.

{x, y} = {u} ergibt wieder x = u = y = v, also obigen Fall.
{x, y} = {u} hat y = v zur Folge. Also ist die Behauptung des Satzes ebenfalls
erfüllt. 2

Obige Bildung kann auch auf die Vereinigung von zwei Mengen angewendet
werden. Dies ermöglicht die Formulierung eines Begriffs, der sich als sehr nützlich
erweisen wird:

1.9 Definition
Als geordnetes Paar von Mengen A, B bezeichnet man

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.
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Als weitere Folgerung aus dem Vereinigungsaxiom ergibt sich mit Hilfe des
Aussonderungsaxioms die Existenz des Durchschnitts von Mengen:

1.10 Satz
Zu jedem Mengensystem M gibt es genau eine Menge, welche genau diejenigen
Elemente enthält, die in jeder Menge aus M enthalten sind:⋂

M∈M
M := {x ∈

⋃
M∈M

M | x ∈M für alle M ∈M}.

Man bezeichnet diese Menge als den Durchschnitt der Mengen aus M.
Speziell für zwei Mengen A und B bedeutet dies

A ∩B = {x | x ∈ A und x ∈ B}.

Wir wollen einige Eigenschaften von Durchschnitt und Vereinigung zusam-
menstellen, die sich unmittelbar aus den Definitionen ergeben:

Eigenschaften
A, B und C seien Teilmengen einer Menge I. Dann gilt:

(1) A ∩ A = A, A ∪ A = A (Idempotenz);

(2) A ∩B = B ∩ A, A ∪B = B ∪ A (Kommutativität);

(3) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C,
A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C (Assoziativität);

(4) A ∩ (A ∪B) = A, A ∪ (A ∩B) = A (Absorption);

(5) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) (Distributivität);

(6) A ∩B = A⇔A ⊂ B⇔A ∪B = B (Konsistenz).

Eine weitere mengentheoretische Bildung, die durch das Aussonderungsaxiom
ermöglicht wird, ist die Differenzmenge:

1.11 Definition
Sind A und B Mengen, so heißt

A \B = {x ∈ A | x 6∈ B}

die Differenzmenge zwischen A und B.

Gilt B ⊂ A, so nennt man A \B das Komplement von B in A.
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Als Zusammenhang zwischen ∩, ∪ und \ läßt sich etwa für Mengen A, B, C
als leichte Übung zeigen:

A \ (A \B) = A ∩B
A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C)

A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C).

Im nächsten Axiom wird verlangt, daß die Gesamtheit der Untermengen einer
Menge wieder eine Menge (ein Mengensystem) bildet:

1.12 Potenzmengenaxiom
Zu jeder Menge A gibt es eine Menge, deren Elemente die Teilmengen von A

sind. Man nennt sie die Potenzmenge von A, also

P(A) = {U | U ⊂ A}.

Formale Folgerungen aus dieser Festlegung sind für Mengen A, B:

(i) B ⊂ A⇔B ∈ P(A)

(ii) B ⊂ A⇔P(B) ⊂ P(A)

(iii) ∅ ∈ P(A), A ∈ P(A).

Wir haben zwar schon die Existenz von Mengen gefordert, wissen aber noch
nicht, ob es Mengen mit unendlich vielen Elementen gibt. Dies müssen wir durch
weitere Forderungen sicherstellen.

1.13 Definition
Als Nachfolger einer Menge A bezeichnen wir die Menge

A+ = A ∪ {A}.

Eine Menge von Mengen A heißt induktiv, wenn ∅ ∈ A und zu jedem Element
aus A auch sein Nachfolger zu A gehört.

1.14 Unendlichkeitsaxiom
Es gibt eine induktive Menge.

Mit den bisher festgelegten Axiomen haben wir die Möglichkeit, ein Modell
für die natürlichen Zahlen IN anzugeben. Deren Existenz haben wir zwar ohnehin
geglaubt, wenn wir aber unsere weitere Theorie nur auf vorgegebene Sachverhalte
stützen wollen, so muß auch IN seinen Platz in diesem System haben.
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Man kann die Menge der natürlichen Zahlen nun als minimale induktive Men-
ge definieren und etwa durch eine Menge von Mengen repräsentieren:

0 = ∅
1 = ∅ ∪ {∅} = {∅}
2 = {0, 1} = {∅, {∅}}
3 = {0, 1, 2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}

...

n+ 1 = n+ .

Basierend auf den Festlegungen

m+ 0 = m, m+ n+ = (m+ n)+

kann dann auch die Arithmetik von IN gewonnen werden. Eine genauere Aus-
führung dazu findet man z.B. in dem Buch von Enderton zur Mengenlehre.

Da hierbei die natürlichen Zahlen als minimale induktive Menge festgelegt
wurden, ergibt sich die

Induktionseigenschaft: Ist A ⊂ IN eine Teilmenge mit

(i) 0 ∈ A und

(ii) n ∈ A⇒n+ 1 ∈ A,

dann ist A = IN .

Dies sind natürlich nur Andeutungen zur Einführung der natürlichen Zahlen,
um klar zu machen, in welchem Kontext man sie realisieren kann. Wir werden
die allgemein vertrauten Eigenschaften von IN ohne weitere Rechtfertigung be-
nutzen.

Ausgehend von IN , können mit algebraischen Methoden ZZ und Q konstruiert
werden. Um die rationalen Zahlen Q zu den reellen Zahlen IR zu erweitern,
benötigt man topologische Überlegungen.

Nun kommen wir zu einer Forderung, deren Gültigkeit man ohne weiteres
akzeptiert, die jedoch nicht aus unseren bisherigen Axiomen gefolgert werden
kann.

Ist ein System nicht-leerer Mengen gegeben, so soll es möglich sein, aus je-
der Menge genau ein Element herauszugreifen, und diese herausgenommenen
Elemente zu einer neuen Menge zusammenzufassen. Setzen wir voraus, daß die
Mengen des gegebenen Mengensystems paarweise disjunkt sind, so läßt sich dies
folgenderweise formulieren:
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1.15 Auswahlaxiom
Sei M ein Mengensystem nicht-leerer Mengen und A∩B = ∅ für alle A, B ∈M
mit A 6= B. Dann gibt es eine Menge M , so daß für jedes A ∈ M die Menge
A ∩M genau ein Element enthält.

Für die Bedeutung des Auswahlaxioms werden wir später mehr Verständnis
gewinnen. Man kann auch ohne das Auswahlaxiom Mengenlehre und Mathematik
betreiben, doch werden wir es heranziehen, wenn wir es brauchen (etwa zum
Beweis der Existenz einer Basis in einem Vektorraum).

Mit den angeführten Axiomen und den ersten Folgerungen daraus können
wir die mengentheoretischen Begriffsbildungen begründen, die wir für die Al-
gebra benötigen. Sie sind jedoch nicht für alle Probleme der Mengenlehre und
Mathematik ausreichend. Für spezielle Konstruktionen können und müssen wei-
tere Axiome dazugenommen werden.

1.16 Aufgaben

(1) Für die Teilmengen der reellen Zahlen
A1 := {x ∈ IR | 0 ≤ x < 2},
A2 := {x ∈ IR | 0 < x ≤ 2},
A3 := {x ∈ IR | −1 ≤ x < 1}

bestimme man

(a) A1 ∪ A2, (b) A1 ∪ A3, (c)
3⋃
i=1

Ai,

(d) A1 ∩ A2, (e) A1 ∩ A3, (f)
3⋂
i=1

Ai,

(g) A1 \ A2, (h) A2 \ A1, (i) A1 \ A3.

(2) Es seien A := {x ∈ IR | 0 ≤ x ≤ 1} und B := {x ∈ IR | 0 ≤ x ≤ 2}.
Wie kann man A×B und B × A geometrisch deuten?
Gilt A×B = B × A?

(3) A,B,C seien Mengen mit A ∩B = A ∩ C und A ∪B = A ∪ C.
Man folgere B = C.

(4) I sei eine beliebige Menge, A und B seien Teilmengen von I. Man nennt
C(A) := I \ A das Komplement von A (bzgl. I). Man zeige:

(a) A ∩ C(A) = ∅, A ∪ C(A) = I;

(b) C(A ∩B) = C(A) ∪ C(B);

(c) C(A ∪B) = C(A) ∩ C(B).

(5) Zeigen Sie, daß für zwei Mengen A,B gilt:

(i) P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)

(ii) P(A ∪B) ⊃ P(A) ∪ P(B). Wann gilt dabei die Gleichheit?
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(6) Zeigen Sie, daß für Mengen A,B,C,D gilt:

(i) A×B ∩ C ×D = (A ∩ C)× (B ∩D);

(ii) A×B ∪ C ×D ⊂ (A ∪ C)× (B ∪D);

(iii) Sind A und B nicht leer, so gilt:
A×B ⊂ C ×D⇒A ⊂ C und B ⊂ D.
Was passiert, wenn A oder B leer sind?
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2 Relationen

Der Begriff einer allgemeinen Relation zwischen zwei Mengen A, B geht vom
geordneten Paar A × B aus. Die dazu angegebenen Bildungen mögen auf den
ersten Blick etwas ungewohnt erscheinen. Ihre Bedeutung wird jedoch bei der
Behandlung spezieller Relationen in den nachfolgenden Abschnitten klar.

2.1 Definition
Seien A und B Mengen. Eine Teilmenge R ⊂ A × B nennen wir eine Relation

zwischen A und B.
Speziell heißt eine Teilmenge R ⊂ A× A eine Relation auf A.
Man sagt x ∈ A und y ∈ B stehen in Relation R, wenn (x, y) ∈ R, und

schreibt dafür xRy.
Als Definitionsbereich bzw. Wertebereich von R bezeichnen wir

ID(R) = {x ∈ A | es gibt ein y ∈ B mit (x, y) ∈ R} ,
IW (R) = {y ∈ B | es gibt ein x ∈ A mit (x, y) ∈ R} .

ID(R) ist die Menge aller ersten Komponenten der Elemente in R, IW (R) die
Menge der zweiten Komponenten.

Nach diesen Definitionen gilt R ⊂ ID(R) × IW (R), d.h. R ist auch eine
Relation zwischen ID(R) und IW (R). Außerdem ist R auch eine Relation auf
ID(R) ∪ IW (R), denn

R ⊂ ID(R)× IW (R) ⊂ (ID(R) ∪ IW (R))× (ID(R) ∪ IW (R)).

Man beachte, daß im allgemeinen nicht R = ID(R)× IW (R) gelten wird.
Zu zwei Relationen R, S zwischen A und B sind offensichtlich auch R ∩ S

und R ∪ S Relationen zwischen A und B.

2.2 Beispiele. A und B seien Mengen.

(i) Die leere Relation: R = ∅ ⊂ A×B
Es gibt kein Paar (x, y), das diese Relation erfüllt.
ID(R) = IW (R) = ∅.

(ii) Die Allrelation: R = A×B ⊂ A×B
Alle (x, y) ∈ A×B erfüllen diese Relation.
ID(R) = A, IW (R) = B, R = ID(R)× IW (R) = A×B.

(iii) Die Gleichheitsrelation: R = ∆A = {(x, x) | x ∈ A} ⊂ A× A
(x, y) ∈ R genau dann, wenn x = y.
ID(R) = IW (R) = A.
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(iv) Eine bekannte Relation auf IN ist die ≤-Beziehung, gegeben durch

R = {(x, y) ∈ IN × IN | y − x ∈ IN} .

ID(R) = IW (R) = IN .

(v) Die Relation auf IN x ist Nachbar von y, d.h. x und y unterscheiden sich
um 1, ist bestimmt durch

R = {(x, y) ∈ IN × IN | x− y = 1 oder y − x = 1} .

ID(R) = IW (R) = IN .

(vi) Die Relation auf IR,

R = {(x, y) ∈ IR× IR | x2 + y2 = 1} ,

wird durch den Einheitskreis in der Ebene dargestellt.
IR 6= IW (R) = ID(R) = {x ∈ IR | −1 ≤ x ≤ 1}.

(vii) Auf der Potenzmenge P(A) einer Menge A ist durch die Teilmengenbezie-
hung (Inklusion) eine Relation gegeben:

R = {(U, V ) ∈ P(A)× P(A) | U ⊂ V } .

ID(R) = IW (R) = P(A).

Durch bloßes Vertauschen der Argumente läßt sich aus einer gegebenen Re-
lation eine neue gewinnen:

2.3 Definition
Ist R eine Relation zwischen den Mengen A und B, so nennen wir die Relation
zwischen B und A

R−1 = {(y, x) ∈ B × A | (x, y) ∈ R}

die Umkehrrelation von R (konverse Relation).

Zu jeder Relation R kann R−1 gebildet werden, und es gilt (R−1)−1 = R.

Eine wichtige Bildung ist die Verknüpfung oder Komposition von zwei Rela-
tionen zwischen passenden Mengen:

2.4 Definition
A, B, C seien Mengen, R eine Relation zwischen A und B, S eine Relation
zwischen B und C. Dann heißt die Relation

S ◦R = {(x, z) ∈ A× C | es gibt ein y ∈ B mit (x, y) ∈ R und (y, z) ∈ S}

die Verknüpfung (Komposition) von R und S.
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Damit kann man auch mehrere Relationen R, S, T zwischen geeigneten Men-
gen verknüpfen, und es gilt das Assoziativgesetz (Aufgabe 3)

T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R.

Zwischen Verknüpfung und Umkehrrelation haben wir folgende Beziehung:

2.5 Hilfssatz
Seien A, B, C Mengen, R eine Relation zwischen A und B und S eine Relation
zwischen B und C. Dann gilt

(S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1 ⊂ C × A

Beweis:

(z, x) ∈ (S ◦R)−1 ⇔ (x, z) ∈ S ◦R
⇔ es gibt ein y ∈ B mit (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ S
⇔ es gibt ein y ∈ B mit (y, x) ∈ R−1, (z, y) ∈ S−1

⇔ (z, x) ∈ R−1 ◦ S−1 .

2

Speziell kann man jede Relation mit ihrer Umkehrrelation verknüpfen:

2.6 Hilfssatz
Sei R eine Relation zwischen den Mengen A und B. Dann gilt:

(a) R−1 ◦R ist eine Relation auf A mit

(1) R−1 ◦R = {(x, z) ∈ A× A | es gibt y ∈ B mit (x, y), (z, y) ∈ R}
(2) ∆ID(R) ⊂ R−1 ◦R
(3) (R−1 ◦R)−1 = R−1 ◦R

(b) R ◦R−1 ist eine Relation auf B mit

(1) R ◦R−1 = {(x, z) ∈ B ×B | es gibt y ∈ A mit (y, x), (y, z) ∈ R}
(2) ∆IW (R) ⊂ R ◦R−1

(3) (R ◦R−1)−1 = R ◦R−1

Beweis: (a.1) Nach Definition der Komposition von R mit R−1 gilt

(x, z) ∈ R−1 ◦R ⇔ es gibt y ∈ B mit (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R−1

⇔ es gibt y ∈ B mit (x, y) ∈ R, (z, y) ∈ R.

(a.2) Für jedes x ∈ ID(R) gibt es - nach Definition von ID(R) - ein y ∈ B mit
(x, y) ∈ R. Damit ist (x, x) ∈ R−1 ◦R.
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(a.3) Dies ergibt sich mit 2.5:

(R−1 ◦R)−1 = R−1 ◦ (R−1)−1 = R−1 ◦R.

(b) folgt aus Teil (a). Man beachte, daß der Definitionsbereich von R gleich
dem Wertebereich von R−1 ist: ID(R) = IW (R−1). 2

Es ist klar, daß im allgemeinen R ◦R−1 und R−1 ◦R verschieden sind.

2.7 Definition
Sei R eine Relation zwischen den Mengen A, B und U eine Teilmenge von A.
Dann schreiben wir

R(U) = {b ∈ B | es gibt ein u ∈ U mit (u, b) ∈ R} ⊂ B .

Speziell für U = {x}, x ∈ A, setzt man

R(x) = {b ∈ B | (x, b) ∈ R}.

Damit gilt R(A) = IW (R), R−1(B) = ID(R) und

(x,R(x)) = {(x, y) | y ∈ R(x)} ⊂ R für alle x ∈ A,
R =

⋃ {(x,R(x)) |x ∈ A},
R−1(y) = {x ∈ A | (x, y) ∈ R} für alle y ∈ B .

Für zwei Relationen R, S zwischen geeigneten Mengen haben wir:

S(R(U)) = S ◦R(U),

S(R(x)) = S ◦R(x),

R−1 ◦R(x) = {z ∈ A | es gibt ein y ∈ R(x) mit (z, y) ∈ R} .

2.8 Aufgaben

(1) Bestimmen Sie die Umkehrrelationen zu den in 2.2 gegebenen Beispielen.

(2) Seien A, B Mengen und R ⊂ A×B eine Relation. Zeigen Sie:

R ◦∆A = R und ∆B ◦R = R .

(3) Es seien M , N , P , Q Mengen und R ⊂M ×N , S ⊂ N × P , T ⊂ P ×Q
Relationen. Zeigen Sie:

T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R (Assoziativgesetz).

(4) Seien R und S Relationen auf IN mit

R = {(x, y) ∈ (IN, IN) | y = x2},
S = {(a, b) ∈ (IN, IN) | b = a+ 1}.

Man bestimme R ◦ S und S ◦R und vergleiche diese Relationen.
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3 Abbildungen

In diesem und den nächsten beiden Paragraphen wollen wir spezielle Relationen
betrachten. Dazu gehört auch der Begriff der

”
Abbildung“ zwischen zwei Men-

gen, den Sie wahrscheinlich nicht als Relation kennengelernt haben, sondern als
Zuordnung oder Zuordnungsvorschrift.

Die Darstellung von Abbildungen als Relationen ist zwar nicht anschaulicher
als die Beschreibung als

”
Zuordnung“, sie ist jedoch – mit der Mengenlehre als

Grundlage – logisch exakt und elementar formulierbar. Zudem erlaubt uns dies,
die in §2 beobachteten Gesetzmäßigkeiten für Relationen auch für Abbildungen
zu benutzen.

3.1 Definition
Eine Relation F zwischen zwei Mengen A, B heißt Abbildung oder Funktion,

wenn

(1) ID(F ) = A;

(2) gilt für x ∈ A und y, z ∈ B, daß (x, y) ∈ F und (x, z) ∈ F , so ist y = z.

F nennt man dann Abbildung (Funktion) von A nach B.

Eine Abbildung wird bestimmt durch das Tripel (A,B;F ). Also sind zwei
Abbildungen (A,B;F ) und (C,D;G) gleich, wenn A = C, B = D und F = G.
Man nennt A die Quelle und B das Ziel der Abbildung F . Nach Definition gilt

A = Quelle F = ID(F ),
B = Ziel F ⊃ IW (F ).

Relationen mit der Eigenschaft (2) in 3.1 heißen eindeutige Relationen. Solche
Relationen werden durch Einschränkung auf ID(F ) zu Abbildungen.

Äquivalent zu 3.1 können wir sagen:

Eine Relation F zwischen den Mengen A und B ist eine Abbildung, wenn für
jedes x ∈ A die Menge F (x) aus genau einem Element besteht.

Somit ermöglicht eine Abbildung F eine eindeutige Zuordnung

f : A→ B, x 7→ F (x) für alle x ∈ A.

Man schreibt f(x) := F (x) = {b ∈ B | (x, b) ∈ F}, und für U ⊂ A setzt man

f(U) := F (U) = {b ∈ B | es gibt ein u ∈ U mit (u, b) ∈ F}.

Man nennt F auch den Graphen der Abbildung f . Diese Bezeichnung ist von dem
Spezialfall f : IR → IR abgeleitet, in dem der Graph von f gerade die Kurve in
der reellen Ebene ergibt, die zu f gehört.
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Ist eine Abbildung als Zuordnung f : A→ B gegeben, dann wird durch

F = {(x, f(x)) | x ∈ A} ⊂ A×B

die zugehörige Relation beschrieben.
Von den in 2.2 gegebenen Relationen ist nur die Gleichheit eine Abbildung.

∆A ⊂ A× A bestimmt die identische Abbildung

idA : A→ A, x 7→ x für alle x ∈ A.

Die in 2.2(vi) betrachtete Relation auf IR, R = {(x, y) | x2 + y2 = 1}, kann
durch Einschränkung der Quelle auf ID(R) und geeignete Beschränkung des Ziel-
bereichs zur Abbildung werden:

ID(R) = {x ∈ IR | −1 ≤ x ≤ 1} → IR+ = {y ∈ IR | y > 0} .

Sind zwei Abbildungen F und G mit geeigneten Quellen und Zielen gegeben,
so kann man diese zu einer neuen Relation G◦F verknüpfen. Dies ist wieder eine
Abbildung:

3.2 Hilfssatz
Seien A, B, C Mengen und f : A→ B, g : B → C Abbildungen, bestimmt durch
F ⊂ A × B und G ⊂ B × C. Dann ist auch die durch die Verknüpfung G ◦ F
gebildete Relation eine Abbildung.
Diese bezeichnen wir mit g ◦ f : A→ C.

Beweis: Es ist zu zeigen, daß für alle x ∈ A die Menge G ◦F (x) = G(F (x)) aus
genau einem Element besteht:
Da F Abbildung ist, besteht F (x) aus genau einem Element von B.
Da G Abbildung ist, besteht G(F (x)) aus genau einem Element von C. 2

Im allgemeinen braucht die Umkehrrelation F−1 einer Abbildung keine Ab-
bildung zu sein. Dies kann man sich etwa an der Funktion IR→ IR, x 7→ x2, klar
machen. Es gilt jedoch:

3.3 Hilfssatz. Sei F ⊂ A×B eine Abbildung.

(1) Dann gilt für F−1 ◦ F ⊂ A× A:

(i) ∆A ⊂ F−1 ◦ F
(ii) (F−1 ◦ F )−1 = F−1 ◦ F
(iii) (F−1 ◦ F ) ◦ (F−1 ◦ F ) ⊂ F−1 ◦ F .

Es gilt (x, z) ∈ F−1 ◦ F genau dann, wenn F (x) = F (z).

(2) F ◦ F−1 = ∆IW (F ) ⊂ B ×B.
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Beweis: (i) und (ii) folgen sofort aus Hilfssatz 2.6.

(iii) Für (x, z) ∈ (F−1 ◦ F ) ◦ (F−1 ◦ F ) gilt: Es gibt y ∈ A mit

(x, y) ∈ F−1 ◦ F, (y, z) ∈ F−1 ◦ F,

d.h. es gibt ein u ∈ B mit (x, u) ∈ F , (y, u) ∈ F und ein v ∈ B mit (y, v) ∈ F ,
(z, v) ∈ F .

Da F Abbildung ist, folgt aus (y, u) ∈ F und (y, v) ∈ F , daß u = v. Dann ist
(x, u) ∈ F und (z, u) ∈ F , also (x, z) ∈ F−1 ◦ F 2

Der Fall (2) in 3.3 beschreibt eine Situation, in der die Verknüpfung einer
Relation mit einer Abbildung wieder eine Abbildung ergibt.

Daß F−1 keine Abbildung ist, kann als Ursache haben:

(1) ID(F−1) = IW (F ) ⊂ B, es muß nicht IW (F ) = B gelten.

(2) Für ein y ∈ IW (F ) kann F−1(y) mehr als nur ein Element enthalten.

Abbildungen, in denen solche
”
Defekte“ nicht auftreten, verdienen besonderes

Interesse:

3.4 Definition
Sei f : A→ B eine Abbildung.

(1) f heißt surjektiv, wenn f(A) = B,
d.h. zu jedem z ∈ B gibt es ein x ∈ A mit f(x) = z.

(2) f heißt injektiv (oder eineindeutig), wenn für x 6= y ∈ A auch f(x) 6= f(y),
d.h. aus f(x) = f(y) folgt x = y.

(3) f heißt bijektiv, wenn es injektiv und surjektiv ist.

Folgerungen

(1) f ist genau dann surjektiv, wenn IW (F ) = B.

(2) Eine Abbildung f = (A,B;F ) ist genau dann injektiv, wenn die Relation
F−1 ⊂ IW (F )× A eine Abbildung ist.

(3) f = (A,B;F ) ist genau dann bijektiv, wenn die Relation F−1 ⊂ B×A eine
Abbildung ist.
Dann heißt f−1 = (B,A;F−1) die Umkehrabbildung zu f , und es gilt:

f−1 ◦ f = idA (da F−1 ◦ F = ∆A)

f ◦ f−1 = idB (da F ◦ F−1 = ∆B, vgl. 3.3).

Beweis: (1) Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.

(2) ⇒ Sei f injektiv.
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(z, x) ∈ F−1, (z, y) ∈ F−1 ⇔ (x, z) ∈ F, (y, z) ∈ F
⇒ f(x) = f(y)

⇒ x = y wegen F injektiv

⇒ F−1 ist Abbildung.

⇐ F−1 sei Abbildung, f(x) = f(y) =: z.

(x, z) ∈ F, (y, z) ∈ F ⇔ (z, x) ∈ F−1, (z, y) ∈ F−1

⇒ x = y

⇒ f ist injektiv.

(3) Die Behauptung ergibt sich aus (1) und (2). 2

Für die Komposition von Abbildungen haben wir die Beziehungen:

3.5 Satz
Seien f : A→ B, g : B → C Abbildungen. Dann gilt:

(1) Sind f und g injektiv (surjektiv, bijektiv), so ist auch g ◦ f injektiv (sur-
jektiv, bijektiv).

(2) Ist g ◦ f injektiv, so ist auch f injektiv.
Ist g ◦ f surjektiv, so ist auch g surjektiv.
Ist g ◦ f bijektiv, so ist f injektiv und g surjektiv.

Der einfache Beweis dazu sei dem Leser zur Übung belassen. Damit können
wir folgende Kennzeichnung von bijektiven Abbildungen angeben:

3.6 Korollar
Eine Abbildung f : A → B ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung
g : B → A gibt mit

g ◦ f = idA, f ◦ g = idB

Es gilt dann g = f−1 (die inverse Abbildung ist somit eindeutig bestimmt).

Beweis: Nach 3.5 folgt aus g ◦ f = idA, daß f injektiv ist und aus f ◦ g = idB,
daß f surjektiv ist. Damit existiert f−1, und aus der ersten Gleichung folgt
f−1 = g ◦ (f ◦ f−1) = g. 2

Man beachte, daß die Gültigkeit von nur einer der beiden Gleichungen, z.B.
f ◦ g = idB, nicht die Bijektivität von f zur Folge hat.

Es folgt aus dem Auswahlaxiom, daß es zu jeder surjektiven Abbildung
f : A → B eine Abbildung g : B → A gibt mit f ◦ g = idB. Dazu ist folgende
Formulierung des Auswahlaxioms 1.15 von Nutzen:
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3.7 Auswahlaxiom II
Zu jeder Relation R ⊂ A×B gibt es eine Abbildung F ⊂ ID(R)×B mit F ⊂ R.

Beweis: Die Relation R ordnet jedem x ∈ ID(R) eine Menge R(x) ⊂ B zu. Nach
dem Auswahlaxiom 1.15 können wir aus jeder Menge R(x) ein yx herausneh-
men. Die so gebildeten Paare F = {(x, yx) | x ∈ ID(R)} bilden eine Abbildung
ID(R) → B.

Nehmen wir nun an, das Auswahlaxiom II gilt. Sei M eine Menge von ele-
mentfremden Mengen, und setze B :=

⋃
A∈M

A. Betrachte die Relation

R := {(A, a) | A ∈M und a ∈ A} ⊂ M×B .

Dann gibt es eine Abbildung F ⊂ R ⊂ M × B, und für die Menge F (M)
gilt F (A) = F (M) ∩ A für jedes A ∈ M. Damit sind die Bedingungen des
Auswahlaxioms erfüllt. 2

Aus Hilfssatz 3.3 kann man dann ableiten:

3.8 Satz
Sei f = (A,B;F ) eine surjektive Abbildung. Dann gibt es eine Abbildung g =
(B,A;G) mit f ◦ g = idB.

Beweis: Nach 3.3 gilt F ◦ F−1 = ∆B. Zu der Relation F−1 können wir wegen
3.7 eine Abbildung g = (B,A;G) finden mit G ⊂ F−1.
Dafür gilt F ◦ G ⊂ F ◦ F−1 = ∆B. Außerdem ist ∆B ⊂ F ◦ G, denn zu jedem
x ∈ B gibt es

y ∈ A mit (x, y) ∈ G ⊂ F−1 ⊂ B × A,

also (y, x) ∈ F , und somit ist (x, x) ∈ F ◦G. 2

Wir haben bei den Folgerungen zu 3.4 gesehen, daß für eine injektive Abbil-
dung f = (A,B;F ) die Umkehrrelation F−1 eine Abbildung von IW (F ) in A ist
mit F−1 ◦ F = idA (beachte IW (F−1) = A).

Man kann die Abbildung (IW (F ), A;F−1) so zu einer Funktion g = (B,A;G)
fortsetzen (erweitern), daß die Beziehung G◦F = idA erhalten bleibt. Damit gilt
analog zu 3.8:

3.9 Satz

Sei f = (A,B;F ) eine injektive Abbildung. Dann gibt es eine Abbildung g =
(B,A;G) mit g ◦ f = idA.
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Beweis: Wir wählen ein beliebiges (festes) x0 ∈ A und definieren

g(y) =

{
F−1(y) für y ∈ IW (F )
x0 für y 6∈ IW (F )

Die zugehörige Menge G ⊂ B × A ist dabei

G = {(y, F−1(y)) | y ∈ IW (F )} ∪ {(y, x0) | y ∈ B \ IW (F )}

Man beachte, daß für g ◦ f der Wert von g an den Stellen y 6∈ IW (F ) keine Rolle
spielt. Es ist leicht nachzuprüfen, daß g(f(x)) = x für alle x ∈ A. 2

Abbildungen f : A → B, die jedem Element x ∈ A den gleichen Wert
y ∈ B zuordnen, heißen konstante Abbildungen. Solche Abbildungen lassen sich
zwischen zwei beliebigen nicht-leeren Mengen A, B angeben. Eine Abbildung
f = (A,B;F ) ist genau dann konstant, wenn F = {(x, y) | x ∈ A} für ein
(festes) y ∈ B.

In der nachstehenden Liste wird angegeben, wie sich Abbildungen gegenüber
mengentheoretischen Bildungen wie Durchschnitt, Vereinigung und Komplement
verhalten.

3.10 Abbildungen und Mengenoperationen
Seien f : A→ B eine Abbildung und U,U ′ ⊂ A. Dann gilt:

(1) U ⊂ U ′⇒ f(U) ⊂ f(U ′); f(U ∪ U ′) = f(U) ∪ f(U ′).

(2) f(U) \ f(U ′) ⊂ f(U \ U ′); f(U ∩ U ′) ⊂ f(U) ∩ f(U ′).

Für jede Menge U von Teilmengen von A gilt:

(3) f(
⋃
U∈U

U) =
⋃
U∈U

f(U); f(
⋂
U∈U

U) ⊂ ⋂
U∈U

f(U).

Für Teilmengen V , V ′ von B gilt:

(4) V ⊂ V ′⇒ f−1(V ) ⊂ f−1(V ′); f−1(V ∪ V ′) = f−1(V ) ∪ f−1(V ′).

(5) f−1(V ) \ f−1(V ′) = f−1(V \ V ′); f−1(V ∩ V ′) = f−1(V ) ∩ f−1(V ′).

Für jede Menge V von Teilmengen von B gilt:

(6) f−1(
⋃
V ∈V

V ) =
⋃
V ∈V

f−1(V ); f−1(
⋂
V ∈V

V ) =
⋂
V ∈V

f−1(V ).

Der Beweis dazu ist nicht schwierig und sei dem Leser überlassen.

Hat man mit einer Menge von Elementen oder Mengen zu arbeiten, so kann
man häufig die Ausdrucksweise dadurch vereinfachen, daß man diese mit einem
Index versieht (indiziert). Wählt man etwa zwei Elemente aus einer Menge B,
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so schreibt man b1, b2 ∈ B. In diesem Fall ist die Indexmenge I = {1, 2}, und die
Elemente b1, b2 ∈ B sind bestimmt als Bilder einer Abbildung

f : I → B, 1 7→ b1, 2 7→ b2.

Allgemeiner formulieren wir:

3.11 Familie von Elementen
Seien I und M Mengen, f : I → M eine Abbildung. Man nennt dann f auch

eine (I-indizierte) Familie von Elementen und schreibt dafür

(f(i) | i ∈ I) oder (f(i))i∈I .

Setzt man f(i) := bi, so beschreibt auch (bi)i∈I die Abbildung f .

Zwei Abbildungen f, g : I → M sind genau dann gleich, wenn die Familien
(f(i))i∈I und (g(i))i∈I gleich sind, d.h. wenn f(i) = g(i) für alle i ∈ I.

Man achte darauf, die Familie (f(i))i∈I von der Menge der Bildelemente
{f(i) | i ∈ I} ⊂ B zu unterscheiden. Die Schreibweise (f(i) | i ∈ I) legt die Ab-
bildung fest, die Bildmenge dagegen nicht.

Spezialfälle

(1) I = {1}. {1} → B wird durch ein b ∈ B bestimmt.

(2) I = {1, 2}. {1, 2} → B ergibt Paare b1, b2 ∈ B (b1 = b2 möglich).

(3) I = {1, . . . , n}. {1, . . . , n} → B nennt man n-Tupel (b1, . . . , bn).

(4) I = IN . IN → B nennt man Folgen.

(5) Ist B = B eine Menge von Mengen, so ergibt eine Abbildung I → B eine
Familie von Mengen oder ein indiziertes Mengensystem.

Nach Definition der Abbildungen zwischen Mengen A und B bildet die Ge-
samtheit dieser Abbildungen eine Menge, die wir mit Abb(A,B) bezeichnen wol-
len (Abb(A,B) ⊂ P(A × B)). Die oben betrachteten Fälle ergeben folgende
Entsprechungen (mit =̂ bezeichnet):

(1) Abb({1}, B) =̂ B.
(2) Abb({1, 2}, B) =̂ B ×B.
(3) Abb({1, . . . , n}, B) =̂ Menge der n-Tupel mit Elementen aus B.
(4) Abb(IN,B) =̂ Menge der Folgen mit Elementen aus B.
(5) Abb(I,M) =̂ {(Mi)i∈I |Mi ∈M}.
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In (2) haben wir das geordnete Paar B×B als Abb({1, 2}, B) wiederentdeckt.
Auch das geordnete Paar A×B läßt sich ähnlich darstellen:

A×B =̂ {f ∈ Abb({1, 2}, A ∪B) | f(1) ∈ A, f(2) ∈ B},
A1 × A2 =̂ {f ∈ Abb({1, 2}, A1 ∪ A2) | f(1) ∈ A1, f(2) ∈ A2}.

Man nennt dies auch das Produkt der Mengen A1, A2. Ausgehend davon kann
man schrittweise das Produkt von mehreren Mengen bilden:

A1 × A2 × A3 × · · · = ((A1 × A2)× A3)× · · · .

Man kann dies auch beschreiben durch

A1 × · · · × An = {f ∈Abb({1, . . . , n},
n⋃
i=1

Ai) | f(i) ∈ Ai, i = 1, . . . , n}.

Allgemein definieren wir daher:

3.12 Definition
Sei I eine Menge, (Ai)i∈I eine Familie von Mengen. Dann nennt man∏

i∈I
Ai = {f ∈ Abb(I,

⋃
i∈I
Ai) | f(i) ∈ Ai für jedes i ∈ I}

das (kartesische) Produkt der Mengen Ai. Kurzschreibweise:
∏
I Ai.

Die Elemente von
∏
Ai sind die Familien (ai)i∈I mit ai ∈ Ai.

Dabei ist (ai)i∈I = (bi)i∈I genau dann, wenn ai = bi für alle i ∈ I.

Ist Ai = A für alle i ∈ I, so schreibt man
∏
i∈I Ai = AI , d.h. es gilt

AI =
∏

i∈I
Ai = Abb(I, A).

Für I = {1, . . . , n} haben wir damit

An = A× . . .× A = Abb({1, . . . , n}, A).

In 3.12 ist nichts darüber gesagt, ob das Produkt einer beliebigen Familie von
Mengen überhaupt existiert. Diese Existenz wird uns durch eine weitere Version
des Auswahlaxioms gesichert.

3.13 Auswahlaxiom III
Zu jeder Familie (Ai)i∈I von nicht-leeren Mengen Ai existiert das kartesische

Produkt
∏
i∈I Ai.
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Beweis: Wählen wir gemäß dem Auswahlaxiom für jedes i ∈ I ein ai ∈ Ai und
definieren

f : I →
⋃

i∈I
Ai, i 7→ ai,

dann ist f ∈ ∏i∈I Ai.

Gilt andererseits
∏
i∈I Ai 6= ∅ für nicht-leere Mengen Ai, dann gibt es

f ∈ ∏i∈I Ai und f(i) = ai ∈ Ai für alle i ∈ A. 2

Wir haben
∏
Ai als Abbildungen I → ⋃

Ai definiert. Durch Anwenden dieser
Abbildungen auf ein Element k ∈ I ergibt sich eine Abbildung

{f ∈ Abb(I,
⋃

i
IAi) | f(i) ∈ Ai} → Ak, f 7→ f(k) .

In etwas handlicherer Notation läßt sich das so ausdrücken:

3.14 Definition
Sei (Ai)i∈I eine Familie von Mengen. Die zu k ∈ I definierte Abbildung

πk :
∏

i∈I
Ai → Ak, (ai)i∈I 7→ ak,

nennt man die k-te Projektion von
∏
I Ai auf Ak.

3.15 Hilfssatz
Ist (Ai)i∈I eine Familie von nicht-leeren Mengen, so ist für jedes k ∈ I die
Projektion πk :

∏
I Ai → Ak surjektiv.

Beweis: Sei ak ∈ Ak. Dann wählen wir beliebige ai ∈ Ai für i ∈ I \ {k} (Aus-
wahlaxiom), und wir erhalten

πk((ai)i∈I) = ak.

Also ist πk surjektiv. 2

Folgende Eigenschaft des Produkts von Mengen ist von Bedeutung:

3.16 Satz (Universelle Eigenschaft des Produkts von Mengen)
Zur Indexmenge I und einer Familie von Mengen (Ai)i∈I seien

∏
I Ai das kartesische Produkt dieser Mengen und

(πk :
∏
I Ai → Ak)k∈I die Familie der Projektionen.

Dann gibt es zu jeder Menge B und jeder Familie (fk : B → Ak)k∈I von Abbil-
dungen genau eine Abbildung f : B → ∏

I Ai mit πk ◦ f = fk,
Man sagt, für jedes k ∈ I ist folgendes Diagramm kommutativ:
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B
fk−→ Ak

f ↘ ↗ πk∏
I Ai

Beweis: Wir definieren f : B → ∏
I Ai, b 7→ (fi(b))i∈I und erhalten

πk ◦ f(b) = πk((fi(b))i∈I) = fk(b) für jedes b ∈ B.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von f zu zeigen. Angenommen, es gibt ein
g : B → ∏

I Ai mit πk ◦ g = fk, also πk ◦ g(b) = fk(b) für alle b ∈ B.
Angenommen f 6= g, d.h. es gibt ein b ∈ B mit f(b) 6= g(b) ∈ ∏

I Ai. Dann
gibt es ein k ∈ I mit

πk ◦ f(b) 6= πk ◦ g(b).

Dies bedeutet aber fk(b) 6= fk(b), ein Widerspruch. 2

Zu einer Menge B und einer Familie (Ai)i∈I von Mengen kann man die
Menge Abb(B,

∏
I Ai) und das Produkt der Mengen Abb(B,Ai), bezeichnet mit∏

I Abb(B,Ai), bilden. Die universelle Eigenschaft des Produktes besagt gerade,
daß wir diese beiden Mengen identifizieren können:

3.17 Korollar
Sei B eine Menge und (Ai)i∈I eine Familie von Mengen. Dann ist folgende Ab-
bildung bijektiv:

Abb(B,
∏

I
Ai) →

∏
I
Abb(B,Ai), f 7→ (πi ◦ f)i∈I .

Beweis: Zunächst zeigen wir die Injektivität.

f 6= g ⇒ es gibt ein b ∈ B mit f(b) 6= g(b)

⇒ es gibt ein k ∈ I mit πk ◦ f(b) 6= πk ◦ g(b)
⇒ πk ◦ f 6= πk ◦ g .

Nun zur Surjektivität.
Sei (hi)i∈I ∈

∏
I Abb(B,Ai). Dann gibt es nach 3.16 ein f : B → ∏

I Ai mit
πk ◦ f = hk für alle k ∈ I, also (πi ◦ f)i∈I = (hi)i∈I . 2

3.18 Aufgaben
In den ersten vier Aufgaben sei f = (A,B;F ) eine Abbildung.

(1) Zeigen Sie:

(i) Für alle Teilmengen U ⊂ A, V ⊂ B gilt U ⊂ F−1 ◦ F (U) und
F ◦ F−1(V ) ⊂ V .



24 Kapitel 1. Mengenlehre

(ii) f ist genau dann surjektiv, wenn für alle V ⊂ B gilt: F ◦ F−1(V ) = V .

(iii) f ist genau dann injektiv, wenn für alle U ⊂ A gilt: F−1 ◦ F (U) = U .

(2) Für Teilmengen U1, U2 ⊂ A und V1, V2 ⊂ B gilt:

(i) F (U1 ∪ U2) = F (U1) ∪ F (U2), F−1(V1 ∪ V2) = F−1(V1) ∪ F−1(V2);

(ii) F (U1 ∩ U2) ⊂ F (U1) ∩ F (U2), F−1(V1 ∩ V2) = F−1(V1) ∩ F−1(V2);

(iii) F (U1) \ F (U2) ⊂ F (U1 \ U2), F−1(V1) \ F−1(V2) = F−1(V1 \ V2).

(3) Man zeige, daß folgende Aussagen äquivalent sind:

(a) f ist surjektiv;

(b) für jede Menge C und alle Abbildungen g, h von B nach C gilt
g ◦ f = h ◦ f ⇒ g = h;

(c) es gibt eine Abbildung g = (B,A;G) mit f ◦ g = idB.

(4) Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) f ist injektiv;

(b) für jede Menge C und alle Abbildungen g, h von C nach A gilt
f ◦ g = f ◦ h⇒ g = h;

(c) es gibt eine Abbildung g = (B,A;G) mit g ◦ f = idA.

(5) Seien f : A → B, g : B → C und h : C → D Abbildungen. Zeigen Sie:
Sind g ◦ f und h ◦ g bijektiv, so sind auch f , g und h bijektiv.

(6) A,B und C seien nicht-leere Mengen, g : B → C eine Abbildung. Be-
trachten Sie die Abbildung

g̃ : Abb(A,B) → Abb(A,C), f 7→ g ◦ f.

Man beweise: g̃ ist genau dann injektiv, wenn g injektiv ist.
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4 Äquivalenzrelationen

Wir haben in §3 Abbildungen als Relationen mit speziellen Eigenschaften ken-
nengelernt. Auch in diesem Paragraphen werden wir Relationen auf einer Menge
mit besonderen Eigenschaften untersuchen.

4.1 Definition
Sei R eine Relation auf der Menge A, also R ⊂ A× A.

(1) R heißt reflexiv, wenn ∆A ⊂ R, d.h. (a, a) ∈ R für alle a ∈ A.

(2) R heißt symmetrisch, wenn R = R−1, d.h. (a, b) ∈ R⇒(b, a) ∈ R.

(3) R heißt transitiv, wenn R ◦R ⊂ R,
d.h. (x, y) ∈ R und (y, z) ∈ R⇒(x, z) ∈ R.

(4) R heißt Äquivalenzrelation, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiele

(1) Die gröbste Äquivalenzrelation ist die Allrelation (R = A×B).

(2) Die kleinste oder feinste Äquivalenzrelation ist die Gleichheit (R = ∆A):
Dabei steht jedes Element nur mit sich selbst in Relation.

(3) Eine Äquivalenzrelation R auf IN ist gegeben durch

R = {(n,m) ∈ IN × IN | n und m haben die gleiche Quersumme}
(in Dezimaldarstellung).

Sei R eine Relation auf A. Zu jedem Element a ∈ A haben wir die Menge
R(a) gebildet, also die Menge der Elemente b ∈ A mit (a, b) ∈ R. Falls R transitiv
ist, gilt dafür R(R(a)) = R(a).

Ist R eine Äquivalenzrelation, so nennt man die Elemente in R(a) äquivalent
zu a (bezüglich R). Wir halten fest:

4.2 Definition
Sei R eine Äquivalenzrelation auf A. Dann schreiben wir für a ∈ A

[a] := R(a) = {b ∈ A | (a, b) ∈ R}

und nennen dies die Äquivalenzklasse von a (bezüglich R).

Die Gesamtheit der Äquivalenzklassen bildet eine Menge, nämlich eine Teil-
menge der Potenzmenge P(A) von A, die wir mit A/R bezeichnen, also

A/R = {[a] | a ∈ A} = {R(a) | a ∈ A}.

Man beachte, daß bei dieser Beschreibung für verschiedene a, b ∈ A durchaus
[a] = [b] sein kann. Mit obigen Bezeichnungen gilt:
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4.3 Hilfssatz
Sei R eine Äquivalenzrelation auf A. Für Elemente a, b ∈ A sind folgende Aus-
sagen äquivalent:

(a) [a] = [b];

(b) [a] ∩ [b] 6= ∅;

(c) (a, b) ∈ R.

Beweis: (a)⇒(b): a ∈ [a] ∩ [b] 6= ∅.
(b)⇒(c): Ist [a]∩ [b] 6= ∅, dann gibt es ein c ∈ A mit (a, c) ∈ R und (c, b) ∈ R,

also (a, b) ∈ R (wegen Transitivität).

(c)⇒(a): Gilt (a, b) ∈ R, so ist a ∈ [b] und b ∈ [a], also [a] ⊂ [b] und [b] ⊂ [a].
2

Die Bildung der Äquivalenzklassen definiert eine Abbildung von A in die
Menge A/R der Äquivalenzklassen. Wie bezeichnen sie so:

4.4 Definition
Sei R eine Äquivalenzrelation auf A. Dann heißt die Abbildung

pR : A→ A/R, a 7→ [a] für a ∈ A,

die (zu R gehörende) kanonische Abbildung (Projektion).

Es ist klar, daß pR surjektiv ist.

Erinnern wir uns nun an eine Äquivalenzrelation, die wir früher schon ken-
nengelernt haben:

Ist f = (A,B;F ) eine Abbildung, so wird F−1 ◦ F eine Relation auf A.
Wir haben in 3.3 gesehen, daß dies eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation ist. Dabei bedeutet (a, b) ∈ F−1◦F , daß es ein c ∈ B gibt mit (a, c) ∈ F
und (c, b) ∈ F−1, also (b, c) ∈ F .

Somit gilt (a, b) ∈ F−1 ◦ F genau dann, wenn f(a) = f(b), also:

4.5 Satz
Sei f = (A,B;F ) eine Abbildung. Dann ist

Rf = F−1 ◦ F = {(a, b) ∈ A× A | f(a) = f(b)}

eine Äquivalenzrelation auf A.

Die dazu gehörende kanonische Projektion auf die Menge der Äquivalenzklas-
sen bezeichnen wir mit pf : A→ A/Rf .

Damit haben wir das Diagramm
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A
f−→ B

pf ↘
A/Rf .

Wir suchen nun eine Abbildung f : A/Rf → B, die dieses Diagramm kom-
mutativ ergänzt, also mit f = f ◦ pf . Falls es ein solches f gibt, muß somit
f(a) = f ◦ pf (a) = f([a]) gelten. Wir schlagen daher die Zuordnung vor:

f : A/Rf → B, f([a]) = f(a).

Diese Festlegung erscheint zunächst von der Auswahl des Repräsentanten a
aus [a] abhängig. Betrachten wir also a, b ∈ A mit [a] = [b]. Dann gilt nach 4.3
(a, b) ∈ Rf , was – nach Definition von Rf – gerade f(a) = f(b) bedeutet. Unsere
Zuordnung ist somit nicht von der Auswahl des Repräsentanten abhängig, d.h.
f ist eine Abbildung.

f ist sogar injektiv. Gilt nämlich [a] 6= [b], also f(a) 6= f(b), so ist auch

f([a]) = f(a) 6= f(b) = f([b]).

Fassen wir zusammen:

4.6 Satz
Jede Abbildung f : A→ B läßt sich darstellen als Komposition der

surjektiven Abbildung pf : A→ A/Rf und der

injektiven Abbildung f : A/Rf → B,

d.h. folgendes Diagramm ist kommutativ:

A
f−→ B

pf ↘ ↗ f
A/Rf

Als Folgerung daraus halten wir fest:

4.7 Korollar
Zu jeder Abbildung f : A → B gibt es eine bijektive Abbildung zwischen A/Rf

und IW (f) (= Bild von f).

Beweis: Nach Konstruktion gilt IW (f) = IW (f).
Damit ist f : A/Rf → IW (f) injektiv und surjektiv, also bijektiv. 2
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Wir haben sowohl Abbildungen als auch Äquivalenzrelationen als Relatio-
nen kennengelernt. Es ist leicht zu sehen, daß eine Relation, die Abbildung und
Äquivalenzrelation ist, schon die Identität sein muß. Weitere Eigenschaften von
Relationen werden im nächsten Abschnitt untersucht.

4.8 Aufgaben.

(1) Prüfen Sie, ob die folgenden Relationen auf IN jeweils reflexiv, symme-
trisch oder transitiv sind:
R1 = {(n,m) ∈ IN × IN | n < m}
R2 = {(n,m) ∈ IN × IN | n ≤ m}
R3 = {(n,m) ∈ IN × IN | n+m = 26}
R4 = {(n,m) ∈ IN × IN | n und m sind Primzahlen}
R5 = {(n,m) ∈ IN × IN | n = m oder (n,m) = (5, 7)}
R6 = {(n,m) ∈ IN × IN | n = m oder n ·m = 72}.

(2) R und S seien Äquivalenzrelationen auf der Menge A. Untersuchen Sie,
ob dann R ∩ S und R ∪ S wieder Äquivalenzrelationen auf A sind.

(3) Auf den ganzen Zahlen ZZ sei folgende Relation gegeben:

R7 = {(a, b) ∈ ZZ × ZZ | a− b ist durch 7 teilbar}.

(i) Zeigen Sie, daß R7 eine Äquivalenzrelation ist.

(ii) Bestimmen Sie die Äquivalenzklasse von 0 bezüglich R7.

(iii) Wie groß ist die Anzahl der Äquivalenzklassen?

(4) Es seien f : A→ B eine Abbildung und R eine Äquivalenzrelation auf B.
Man zeige, daß Q = {(a, b) ∈ A× A | (f(a), f(b)) ∈ R} eine Äquivalenzrelation
auf A ist.

(5) Sei A eine Menge und (Ai)i∈I eine Familie von Teilmengen Ai ⊂ A, die
eine Partition von A bilden, d.h. es gilt:⋃

i∈I
Ai = A und Ai ∩ Aj = ∅ für i 6= j.

Man zeige, daß

R = {(a, b) ∈ A× A | es gibt ein i ∈ I mit a ∈ Ai und b ∈ Ai}

eine Äquivalenzrelation auf A ist.
Läßt sich jede Äquivalenzrelation auf A in dieser Form darstellen?
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5 Ordnungsrelationen

Auch in diesem Paragraphen wollen wir uns mit Relationen mit besonderen Ei-
genschaften befassen, den Ordnungsrelationen. Diese sind für die Analysis von
größerer Bedeutung als für die lineare Algebra. Wir wollen hier hauptsächlich
jene Punkte herausarbeiten, die für uns von Interesse sein werden. Zunächst die
Definition:

5.1 Definition
Sei R eine Relation auf A (d.h. R ⊂ A× A).

(1) R heißt antisymmetrisch, wenn R∩R−1 ⊂ ∆A (vgl. 2.2(iii)), d.h. wenn für
alle a, b ∈ A gilt: (a, b) ∈ R und (b, a) ∈ R⇒ a = b.

(2) R heißt Ordnungsrelation, wenn R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
ist. Man nennt dann A auch eine (durch R) (teilweise) geordnete Menge.

Schreibweise: (a, b) ∈ R⇔ a ≤R b oder auch a ≤ b.

Eine Ordnungsrelation R, die zugleich Äquivalenzrelation ist, kann nur die
Identität sein, denn

symmetrisch R = R−1

antisymmetrisch R ∩R−1 ⊂ ∆A

reflexiv ∆A ⊂ R

⇒∆A = R.

Bekannte Beispiele von Ordnungsrelationen sind:

(1) ≤ auf IN , R = {(x, y) ∈ IN × IN | y − x ∈ IN ∪ {0}}.

(2) ⊂ auf der Potenzmenge einer Menge A:

R = {(U, V ) ∈ P(A)× P(B) | U ⊂ V }.

Im ersten Beispiel beobachten wir als zusätzliche Eigenschaft, daß zwei Ele-
mente x, y ∈ IN immer vergleichbar sind: x ≤ y oder y ≤ x. Relationen mit
dieser Eigenschaft spielen eine besondere Rolle:

5.2 Definition
Eine Ordnungsrelation R auf A heißt lineare (oder totale) Ordnung, wenn

R ∪R−1 = A× A,

d.h. für je zwei Elemente a, b ∈ A gilt (a, b) ∈ R oder (b, a) ∈ R.

Eine symmetrische Relation mit dieser Eigenschaft wäre die Allrelation.
Lineare Ordnungen werden auch vollständige oder totale Ordnungen genannt.

Bei gewöhnlichen Ordnungsrelationen spricht man auch von teilweisen Ordnun-
gen oder Halbordnungen.
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(IN,≤), (Q,≤) und (ZZ,≤) sind Beispiele für lineare Ordnungen,
(P(A),⊂) ist eine teilweise Ordnung.

Elemente in geordneten Mengen können sich durch folgende Eigenschaften
auszeichnen:

5.3 Definition
Sei (A,≤) eine geordnete Menge, B ⊂ A eine Teilmenge.

b ∈ B heißt größtes Element von B, wenn für alle b′ ∈ B stets b′ ≤ b.

b ∈ B heißt maximales Element von B, wenn für alle b′ ∈ B gilt:
b ≤ b′⇒ b′ = b, d.h. es gibt kein Element in B, das größer als b ist.

a ∈ A heißt obere Schranke von B, wenn b ≤ a für alle b ∈ B.

a ∈ A heißt Supremum oder obere Grenze von B in A, wenn a kleinste obere
Schranke von B ist, d.h. für alle oberen Schranken a′ von B gilt a ≤ a′.

Entsprechend werden kleinste und minimale Elemente, untere Schranke und
Infimum definiert.

Elemente mit diesen Eigenschaften braucht es nicht zu geben.
Jedes größte Element in B ist auch maximal. Dagegen kann es mehrere ma-

ximale Elemente in B geben, die nicht vergleichbar sind.

Wir wollen diese Begriffe an einem einfachen Beispiel erläutern, bei dem wir die
Teilmengenbeziehung angeben:

A = Potenzmenge von {1, 2, 3}:

{1} {2} {3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1, 2, 3}

∅

����
PPPP

�
�

�
��

Q
QQ

@
@

H
HHH

�
���

{1, 2, 3} ist größtes Element in A, ∅ ist kleinstes Element in A.
In B = A \ {{1, 2, 3}, ∅} gibt es weder größtes noch kleinstes Element.

{1, 2}, {1, 3} und {2, 3} sind maximale Elemente darin, {1, 2, 3} ist Supremum
davon.

Die Teilmenge {∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}} von A ist bezüglich ⊂ linear geordnet,
ebenso die Teilmenge {{2}, {2, 3}}. Beide Mengen besitzen ein Supremum (sogar
ein größtes Element).
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5.4 Definition
Eine nicht-leere, geordnete Menge (A,≤) heißt induktiv geordnet, wenn jede

nicht-leere (bezüglich ≤) linear geordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt.

Man beachte, daß Teilmengen von induktiv geordneten Mengen nicht wieder
induktiv geordnet sein müssen.

Beispiel
Für jede Menge A 6= ∅ ist die Potenzmenge (P(A),⊂) induktiv geordnet:

Sei U ⊂ P(A), U linear geordnet. Dann ist

S =
⋃

U∈U
U ∈ P(A)

Supremum von U : Da U ⊂ S für alle U ∈ U , ist S obere Schranke. Für jedes
T ∈ P(A) mit U ⊂ T für alle U ∈ U gilt S =

⋃
U∈U U ⊂ T .

Die Bedeutung der induktiv geordneten Mengen liegt darin, daß man in ihnen
- mit Hilfe des Auswahlaxioms - die Existenz von maximalen Elementen zeigen
kann. Dies führt zu einer vierten Variation des Auswahlaxioms.

5.5 Auswahlaxiom IV: Zornsches Lemma
Jede induktiv geordnete Menge besitzt maximale Elemente.

Der Beweis ist zwar im wesentlichen mit den uns bereits bekannten Begrif-
fen zu führen, erfordert aber doch eine gewisse Vertiefung in die Denkweise der
Mengenlehre (vgl. Enderton, Theorem 6M).

Fragen wir uns, was das Zornsche Lemma für die induktiv geordnete Potenz-
menge einer Menge A bringt. Nun, für diesen Fall ergibt sich nichts neues, da
wir in P(A) bereits ein maximales Element kennen: A selbst ist sogar größtes
Element in P(A).

Die hauptsächlichen Anwendungen werden sich für uns auf Teilmengen von
P(A) beziehen.

Nach diesen Ausführungen zur (abstrakten) Mengenlehre wollen wir uns nun
den eigentlichen Objekten unseres Interesses, den algebraischen Strukturen zu-
wenden.

Eine ausführlichere Darstellung der bislang angesprochenen Problemkreise
findet man zum Beipiel in Enderton [4], Halmos [6], oder FU Hagen [5].

5.6 Aufgaben

Seien R, S Ordnungsrelationen auf den Mengen A bzw. B. Zeigen Sie, daß
folgende Teilmengen von (A×B)× (A×B) Ordnungsrelationen definieren:
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(i) Q = {((a1, b1), (a2, b2)) |(a1 = a2 und (b1, b2) ∈ S)
oder (a1 6= a2 und (a1, a2) ∈ R)}

(lexikographische Ordnung).

(ii) P = {((a1, b1), (a2, b2)) | (a1, a2) ∈ R und (b1, b2) ∈ S}.
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Algebraische Grundstrukturen

Bei der Addition oder Multiplikation von Zahlen wird zwei Zahlen a, b eine neue
Zahl a+ b oder a · b zugeordnet. Man nennt dies eine Verknüpfung auf der Menge
der (natürlichen, reellen) Zahlen.

Wir werden im nächsten Paragraphen zunächst Mengen mit einer Verknüp-
fung untersuchen (Gruppen, Halbgruppen). Im darauffolgenden Paragraphen
wird dann das Zusammenspiel von zwei Verknüpfungen behandelt, wie wir es
ebenfalls von den Zahlen her kennen (Ringe, Körper).

6 Halbgruppen und Gruppen

Zur Festlegung der algebraischen Grundbegriffe bedienen wir uns der Sprache
und der Methoden der Mengenlehre.

6.1 Definition
Sei A eine nicht-leere Menge. Eine Verknüpfung τ auf A ist eine Abbildung von
A× A in A:

τ : A× A→ A, (a, b) 7→ a τ b.

Als Beispiel dazu haben wir schon + und · auf IN kennengelernt.
Ist τ eine Verknüpfung auf A, so ist für c ∈ A auch (a τ b, c) ∈ A × A und

(a τ b) τ c ∈ A. Analog läßt sich auch a τ (b τ c) ∈ A bilden. Für beliebiges τ muß
sich dabei keineswegs das gleiche Element ergeben. Schauen wir uns ein einfaches
Beispiel dazu an.

Verknüpfungen auf endlichen Mengen A können wir durch Verknüpfungsta-
feln angeben. Dabei schreibt man die Elemente von A einmal als erste Zeile und
einmal als erste Spalte einer quadratischen Tafel und setzt das Element a τ b in
den Schnitt der Zeile a mit der Spalte b.

Sei z. B. A = {a, b} und τ : A× A→ A gegeben durch die

33
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Verknüpfungstafel τ a b
a b b
b a b

(a τ b) τ a = b τ a = a
a τ (b τ a) = a τ a = b

Dabei führen die beiden angesprochenen Bildungen zu verschiedenen Ergeb-
nissen. Wir werden uns hier jedoch für solche Verknüpfungen interessieren, bei
denen das Ergebnis unabhängig von der Reihenfolge der Ausführung ist.

6.2 Definition
Sei H eine nicht-leere Menge.

Eine Verknüpfung τ : H ×H → H heißt assoziativ, wenn

(a τ b) τ c = a τ (b τ c) für alle a, b, c ∈ H.

(H, τ) nennt man dann eine Halbgruppe.
(H, τ) heißt kommutative Halbgruppe, wenn zudem a τ b = b τ a für alle

a, b ∈ H gilt.
Ist H endlich, so nennt man die Zahl der Elemente von H die Ordnung von

H.

Ist aus dem Zusammenhang klar, welche Verknüpfung gemeint ist, so schreibt
man für (H, τ) nur H.

Es läßt sich durch Induktion zeigen, daß sich in einer Halbgruppe bei jedem
endlichen Produkt die Klammern beliebig setzen lassen, also z.B.

(a1 τ (a2 τ a3)) τ a4 = a1 τ ((a2 τ a3) τ a4).

6.3 Beispiele von Halbgruppen

(1) IN bildet mit τ = + und τ = · je eine kommutative Halbgruppe.

(2) Für die Abbildung τ : A×A→ A, (a, b) 7→ a, gilt die Assoziativität, nicht
aber die Kommutativität, falls es a 6= b in der Menge A gibt, denn

a τ b = a 6= b = b τ a.

(3) Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist eine Halbgruppe mit ∩ (oder ∪).

(4) Sei A 6= ∅ eine Menge, Abb(A) := Abb(A,A) die Menge der Abbildungen
von A in A. Dann ist (Abb(A), ◦) eine Halbgruppe mit

Abb(A)× Abb(A) → Abb(A), (f, g) 7→ g ◦ f.

Sie ist nicht kommutativ, wenn A mehr als ein Element enthält:

Seien c 6= b ∈ A, f : A→ A, a 7→ b für alle a ∈ A,
g : A→ A, a 7→ c für alle a ∈ A.

Dann gilt g ◦ f(a) = c 6= b = f ◦ g(a), also g ◦ f 6= f ◦ g.
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(5) Ist A 6= ∅ eine Menge und (H, τ) eine Halbgruppe, dann wird Abb(A,H)
zu einer Halbgruppe durch

f τ ′ g : A→ H, a 7→ f(a) τ g(a) für alle a ∈ A.

(6) Ist (Hi, τi)i∈I eine Familie von Halbgruppen, so läßt sich auch auf dem
kartesischen Produkt

∏
I Hi eine Verknüpfung τ definieren, die (

∏
I Hi, τ)

zu einer Halbgruppe macht:

(ai)I τ (bi)I := (ai τi bi)I .

Sehen wir uns an, welche besonderen Eigenschaften Elemente einer Halbgrup-
pe haben können:

6.4 Definition
Sei (H, τ) eine Halbgruppe.

(1) Ein Element e ∈ H heißt

rechtsneutrales Element, wenn a τ e = a für alle a ∈ H,

linksneutrales Element, wenn e τ a = a für alle a ∈ H,

neutrales Element, wenn a τ e = e τ a = a für alle a ∈ H.

(2) Hat H ein neutrales Element e, dann heißt ein Element b ∈ H

rechtsinvers zu a ∈ H, wenn a τ b = e,

linksinvers zu a ∈ H, wenn b τ a = e,

invers zu a ∈ H, wenn a τ b = b τ a = e. Man schreibt dafür b =: a−1.

Wir wollen dazu gleich einige Beobachtungen festhalten:

(1) Eine Halbgruppe hat höchstens ein neutrales Element: Sind e und e′

neutrale Elemente, dann gilt e = e τ e′ = e′.

(2) Zu einem a ∈ H gibt es höchstens ein inverses Element: Sind b und b′

invers zu a, dann gilt: b = b τ e = b τ (a τ b′) = (b τ a) τ b′ = e τ b′ = b′.

(3) Ist b invers zu a und b′ invers zu a′, dann ist b′ τ b invers zu a τ a′.

Prüfen wir, ob es in den Beispielen von 6.3 solche Elemente gibt:

(i) (IN,+): 0 ist neutrales Element; (IN, · ): 1 ist neutrales Element.
Nur zu 0 bzw. 1 gibt es inverse Elemente.

(ii) (a, b) 7→ a: Jedes Element ist rechtsneutral; es gibt kein linksneutrales
Element, wenn A mehr als ein Element enthält.
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(iii) (P(A),∩): A ist neutrales Element;
(P(A),∪): ∅ ist neutrales Element.

(iv) (Abb(A), ◦): idA ist neutrales Element. Zu f ∈ Abb(A) gibt es ein Inverses,
wenn f invertierbar ist (Umkehrabbildung).

(v) (Abb(A,H), τ ′): Hat H ein neutrales Element e, so ist das neutrale Element
von Abb(A,H) die konstante Abbildung ẽ : A→ H, a 7→ e.

(vi) (
∏
I Hi, τ): Hat jedes Hi ein neutrales Element ei, so ist (ei)i∈I neutrales

Element in
∏
I Hi.

Wie an den Beispielen zu sehen ist, braucht es in Halbgruppen weder neutrale
noch inverse Elemente zu geben. Halbgruppen, in denen es diese Elemente immer
gibt, sind von besonderer Bedeutung:

6.5 Definition
Eine Halbgruppe (H, τ) heißt Gruppe, wenn gilt:

(1) Es gibt ein neutrales Element e ∈ H;

(2) Zu jedem a ∈ H gibt es ein Inverses.

Ist die Verknüpfung τ kommutativ, so nennt man (H, τ) eine kommutative oder
auch abelsche Gruppe (in Erinnerung an den norwegischen Mathematiker N.H.
Abel).

Die in 6.5 gestellten Forderungen (1) und (2) lassen sich durch die Lösbarkeit
bestimmter Gleichungen ausdrücken. Es gilt:

6.6 Satz
Für eine Halbgruppe H sind folgende Eigenschaften äquivalent:

(a) (H, τ) ist eine Gruppe;

(b) Zu je zwei Elementen a, b ∈ H gibt es genau ein x ∈ H mit a τ x = b und
genau ein y ∈ H mit y τ a = b.

Beweis: (a)⇒(b) Sei (H, τ) eine Gruppe, a, b ∈ H. Für x = a−1 τ b gilt

a τ x = a τ (a−1 τ b) = (a τ a−1) τ b = b.

Zur Eindeutigkeit von x: Gelte a τ x = b = a τ x′ für x, x′ ∈ H. Dann folgt
x = a−1 τ (a τ x) = a−1 τ b und x′ = a−1 τ (a τ x′) = a−1 τ b.

Analog erhält man die Lösung von y τ a = b.

(b)⇒(a) Es gelte (b). Dann hat a τ x = a eine Lösung e ∈ H, also a τ e = a.
Wir zeigen, daß dieses e neutrales Element ist.
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Sei b ∈ H beliebig und c ∈ H mit c τ a = b. Dann gilt

b τ e = (c τ a) τ e = c τ (a τ e) = c τ a = b,

also ist e rechts neutral. Betrachte nun ein b′ ∈ H mit e τ b′ = b. Dann gilt

e τ b = e τ (e τ b′) = (e τ e) τ b′ = e τ b′ = b.

Somit ist e auch links neutral.
Es bleibt noch, ein Inverses zu a ∈ H zu finden. Nach Voraussetzung gibt es

zu a, e ∈ H Elemente b, b′ ∈ H mit a τ b = e, b′ τ a = e. Daraus ergibt sich

b′ = b′ τ e = b′ τ (a τ b) = (b′ τ a) τ b = e τ b = b.

Also ist b invers zu a. 2

Als Beispiel für Gruppen kennen wir etwa die ganzen Zahlen (ZZ,+) und die
rationalen Zahlen (Q,+) bzw. (Q \ {0}, · ).

Die in 6.3 angegebenen Beispiele für Halbgruppen sind allesamt keine Grup-
pen. Einige von ihnen lassen sich in Gruppen einbetten, etwa (IN,+) und (IN \
{0}, ·). Die meisten davon enthalten (wenn auch manchmal triviale) Gruppen.
Solche Unterstrukturen sind von großem Interesse:

6.7 Definition
Sei (H, τ) eine Halbgruppe.

Eine Teilmenge U ⊂ H heißt Unterhalbgruppe, wenn für a, b ∈ U auch aτ b ∈
U gilt. Man sagt dazu, U ist abgeschlossen gegenüber τ . (U, τ) ist Halbgruppe.

Besitzt (H, τ) ein neutrales Element, dann heißt U ⊂ H Untergruppe, wenn
es Unterhalbgruppe ist und zu jedem a ∈ U auch a−1 ∈ U gilt.

(U, τ) ist dann eine Gruppe mit neutralem Element e ∈ U .

In jeder Halbgruppe (H, τ) mit neutralem Element e ist die Menge H× der
invertierbaren Elemente in H eine Untergruppe, denn

e ∈ H×, a ∈ H× (also invertierbar) ⇒ a−1 ∈ H× und
a, b ∈ H×⇒ a τ b ∈ H×.

Sehen wir uns wieder die in 6.3 gegebenen Beispiele daraufhin an:

(i) In (IN,+) und (IN, · ) ist 2IN (= gerade Zahlen) eine Unterhalbgruppe.
{1} ist Untergruppe von (IN, · ).

(ii) (a, b) 7→ a: {a} ⊂ A ist wohl Gruppe, aber nicht Untergruppe, da A kein
neutrales Element hat.

(iii) {A} ist Untergruppe von (P(A),∩), {∅} Untergruppe von (P(A),∪).
{∅, A} ist Unterhalbgruppe von (P(A),∩) und (P(A),∪), aber in keinem
Fall Untergruppe (∅∩? = A, A∪? = ∅).



38 Kapitel 2. Algebraische Grundstrukturen

(iv) (Abb(A), ◦): Die surjektiven, die injektiven sowie die konstanten Abbildun-
gen bilden jeweils Unterhalbgruppen. Die bijektiven Abbildungen sind eine
Untergruppe.

(v) (Abb(A,H), τ ′): Ist U Untergruppe von H, dann ist Abb(A,U) Untergrup-
pe von Abb(A,H).

Als Abbildungen zwischen Halbgruppen interessieren uns vor allem solche,
die mit den Verknüpfungen verträglich sind:

6.8 Definition
Seien (H1, τ1) und (H2, τ2) Halbgruppen. Eine Abbildung f : H1 → H2 heißt
(Halbgruppen-)Homomorphismus, wenn für alle a, b ∈ H1 gilt

f(a τ1 b) = f(a) τ2 f(b)

Man nennt dann f : H1 → H2 einen

Monomorphismus, wenn f injektiv ist,

Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,

Isomorphismus, wenn f bijektiv ist,

Endomorphismus, wenn H1 = H2,

Automorphismus, wenn H1 = H2 und f Isomorphismus ist.

Sind H1 und H2 Gruppen, so nennt man einen Halbgruppen-Homomorphis-
mus f : H1 → H2 auch Gruppen-Homomorphismus.

Die Mengen der Homo-, Endo- bzw. Automorphismen bezeichnet man mit
Hom(H1, H2), End(H1) bzw. Aut(H1). End(H1) und Aut(H1) sind offensichtlich
Unterhalbgruppen von Abb(H1, H1).

Schauen wir uns einige Beispiele zu diesen Begriffen an.

6.9 Beispiele von Homomorphismen

(1) Sei (G, · ) eine Gruppe. Zu a ∈ G definieren wir

Ia : G→ G, x 7→ a · x · a−1.

Ia ist ein Homomorphismus, denn

Ia(x · y) = a · (x · y) · a−1

= a · x · (a−1 · a) · y · a−1 = Ia(x) · Ia(y).

Ia ist injektiv, denn aus a · x · a−1 = a · y · a−1 folgt x = y.
Ia ist surjektiv, denn für b ∈ G gilt

Ia(a
−1 · b · a) = a · a−1 · b · a · a−1 = b.



6. Halbgruppen und Gruppen 39

Man nennt Ia einen inneren Automorphismus.

(2) Seien H1, H2 Halbgruppen und e2 neutrales Element in H2. Dann ist

H1 → H2, x 7→ e2 für alle x ∈ H1,

ein (trivialer) Homomorphismus.

(3) Die Exponentialfunktion

exp : (IR,+) → (IR>0, · ), x 7→ ex,

ist ein Homomorphismus, da ex+y = exey.

Auch der Logarithmus

log : (IR>0, · ) → (IR,+), x 7→ log(x),

ist ein Homomorphismus, denn log(xy) = log(x) + log(y).

(4) Sei (H, · ) eine Halbgruppe. Dann ist die Linksmultiplikation mit einem
a ∈ H eine Abbildung von H in sich,

La : H → H, x 7→ a · x.

Damit erhalten wir einen Homomorphismus

λ : (H, · ) → (Abb(H,H), ◦), a 7→ La.

Nach Definition gilt nämlich

La·b(x) = (a · b) · x = a · (b · x) = La(Lb(x)) = La ◦ Lb(x),

also a · b 7→ La ◦ Lb. Ist a invertierbar, dann ist La bijektiv.
Ist H eine Gruppe, so ist λ monomorph, und H ist isomorph zu einer Unter-

gruppe der bijektiven Abbildungen von H in sich.

Ähnliche Bildungen kann man natürlich auch mit Rechtsmultiplikationen
durchführen. Man beachte, daß sich dann bei λ die Reihenfolge der Multipli-
kation im Bild umdreht.

Halten wir weitere Eigenschaften von Homomorphismen fest:

6.10 Satz
Sei f : (H1, τ1) → (H2, τ2) ein Homomorphismus von Halbgruppen.

(1) Ist U1 eine Unterhalbgruppe von H1, dann ist f(U1) eine Unterhalbgruppe
von H2.
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(2) Ist U2 eine Unterhalbgruppe von H2, dann ist f−1(U2) = ∅ oder eine Un-
terhalbgruppe von H1.

Beweis: (1) Sei a2, b2 ∈ f(U1) ⊂ H2. Dann gibt es a1, b1 ∈ H1 mit f(a1) =
a2, f(b1) = b2, und es gilt

a2 τ2 b2 = f(a1) τ2 f(b1) = f(a1 τ1 b1) ∈ f(U1).

(2) Seien f−1(U2) 6= ∅ und a1, b1 ∈ f−1(U2), d.h. f(a1), f(b1) ∈ U2, und

f(a1 τ1 b1) = f(a1) τ2 f(b1) ∈ U2,

also a1 τ1 b1 ∈ f−1(U2). 2

Wenn auch die Kennzeichnung von Homomorphismen zwischen Halbgruppen
die gleiche ist wie zwischen Gruppen, so erzwingt die Gruppenstruktur doch
zusätzliche Eigenschaften der Homomorphismen:

6.11 Satz
Seien f : (G1, τ1) → (G2, τ2) ein Gruppen-Homomorphismus, e1 ∈ G1 und
e2 ∈ G2 die neutralen Elemente. Dann gilt:

(1) f(e1) = e2 und f(a−1) = (f(a))−1 für alle a ∈ G1.

(2) Ist U1 Untergruppe von G1, dann ist f(U1) Untergruppe von G2.

(3) Ist U2 Untergruppe von G2, dann ist f−1(U2) Untergruppe von G1.

Beweis: (1) Aus e1 τ1 e1 = e1 folgt f(e1) = f(e1) τ2 f(e1) und

e2 = f(e1) τ2 (f(e1))
−1 = f(e1).

(2) und (3) folgen damit aus Satz 6.10. 2

Eine wichtige Eigenschaft von Homomorphismen ist die Tatsache, daß ihre
Komposition (als Abbildungen) wieder strukturverträglich ist:

6.12 Satz
Seien f : H1 → H2, g : H2 → H3 Homomorphismen von Halbgruppen.

(1) Dann ist auch g ◦ f : H1 → H3 ein Homomorphismus.

(2) Ist f ein Isomorphismus, dann ist auch die Umkehrabbildung
f−1 : H2 → H1 ein Isomorphismus.
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Beweis: (1) ist leicht nachzuprüfen.

(2) Wir haben f(f−1(x τ2 y)) = x τ2 y = f(f−1(x) τ1 f
−1(y)). Wegen der

Injektivität von f gilt damit auch

f−1(x τ2 y) = (f−1(x) τ1 f
−1(y)).

2

Dies impliziert insbesondere, daß die Komposition von Endomorphismen wie-
der Endomorphismen ergibt, also

6.13 Korollar
Sei H eine Halbgruppe. Dann ist End(H) eine Unterhalbgruppe von Abb(H,H),
und die Automorphismen Aut(H) bilden die Gruppe der invertierbaren Elemente
in End(H).

Ist f : G1 → G2 ein Gruppen-Homomorphismus, so ist das Urbild jeder
Untergruppe von G2 eine Untergruppe von G1. Speziell ist also auch das Urbild
von {e2} ⊂ G2 eine Untergruppe in G1. Diese ist für den Homomorphismus f
von großer Bedeutung. Man gibt ihr daher einen besonderen Namen:

6.14 Definition
Sei f : G1 → G2 ein Gruppen-Homomorphismus, e2 ∈ G2 das neutrale Element.
Dann nennt man die Untergruppe f−1(e2) von G1 den Kern von f , also

Kern f = {a ∈ G1 | f(a) = e2}

Die wichtigsten Eigenschaften davon fassen wir zusammen in:

6.15 Satz
Seien f : G1 → G2 ein Homomorphismus von Gruppen und e1, e2 die neutralen
Elemente von G1 bzw. G2. Für den Kern von f gilt:

(1) Für a, b ∈ G1 ist genau dann f(a) = f(b), wenn ab−1 ∈ Kern f
(oder a−1b ∈ Kern f).

(2) Für c ∈ Kern f ist aca−1 ∈ Kern f , also a(Kern f)a−1 ⊂ Kern f für alle
a ∈ G1.

(3) Für alle a ∈ G1 gilt aKern f = (Kern f)a.

(4) f ist genau dann injektiv (= monomorph), wenn Kern f = {e1} ist.
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Beweis: (1) Ist f(a) = f(b), dann ist

e2 = f(a)(f(b)−1) = f(a)f(b−1) = f(ab−1),

also ab−1 ∈ Kern f . Umgekehrt folgt aus f(ab−1) = e2 auch

f(b) = e2f(b) = f(a)f(b−1)f(b) = f(a).

(2) Für f(c) = e2 gilt f(aca−1) = f(a)f(c)f(a−1) = f(aa−1) = e2.

(3) Betrachte b = ak, k ∈ Kern f . Dann ist ba−1 = aka−1 ∈ Kern f und
b ∈ (Kern f)a nach (2).

(4) Gilt Kern f = {e1}, dann gilt in (1) ab−1 = e1, also a = b. 2

6.16 Definition
Eine Untergruppe U einer Gruppe (G, τ) heißt Normalteiler oder normale Un-
tergruppe, wenn

a τ U τ a−1 ⊂ U für alle a ∈ G.

Es ist leicht zu sehen, daß eine Untergruppe U ⊂ G genau dann Normalteiler ist,
wenn

a τ U = U τ a für alle a ∈ G.

In abelschen Gruppen ist natürlich jede Untergruppe Normalteiler.

Zu jeder Untergruppe U einer Gruppe (G, τ) wird eine Äquivalenzrelation
auf G definiert durch

RU = {(a, b) ∈ G×G | b−1 τ a ∈ U}.

Die Äquivalenzklasse zu einem a ∈ G ist dann RU(a) = [a] = a τ U .
Wir bezeichnen die Menge der Äquivalenzklassen mit G/U .

Die Normalteiler einer Gruppe zeichnen sich nun dadurch unter den gewöhn-
lichen Untergruppen aus, daß auf G/U wieder eine Gruppenstruktur eingeführt
werden kann.

6.17 Faktorgruppen
Sei (G, τ) eine Gruppe mit neutralem Element e. Sei U Normalteiler in G, so

wird die Menge der Äquivalenzklassen G/U zu einer Gruppe durch die Verknüp-
fung

[a] τ ′ [b] := [a τ b] für a, b ∈ G.

Dabei ist [e] das neutrale Element in (G/U, τ ′), und [a−1] ist das Inverse zu [a].
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Beweis: Es ist zu zeigen, daß diese Festlegung unabhängig ist von der Auswahl
der Repräsentanten. Dazu betrachten wir a′ ∈ [a] und b′ ∈ [b], also a′ = a τ k
und b′ = a τ h für geeignete k, h ∈ U . Hierfür gilt

[a′ τ b′] = [a τ k τ b τ h] = a τ k τ b τ h τ U = a τ k τ (b τ U)
= a τ k τ (U τ b) = a τ U τ b
= a τ b τ U = [a τ b].

Also definiert τ ′ tatsächlich eine Verknüpfung auf G/U .
Es ist klar, daß [e] neutrales Element ist.
Aus [a] τ ′ [a−1] = [a τ a−1] = [e] folgt [a]−1 = [a−1]. 2

Nach 6.15 ist der Kern eines Gruppen-Homomorphismus ein Normalteiler in
seiner Quelle.

In 4.5 haben wir zu einer Abbildung f : G1 → G2 eine Äquivalenzrelation
auf G1 definiert. Ist f ein Gruppen-Homomorphismus, so haben wir nach 6.15

Rf = {(a, b) ∈ G1 ×G1 | f(a) = f(b)}
= {(a, b) ∈ G1 ×G1 | a−1b ∈ Kern f}.

Damit ist b ∈ [a] (also f(b) = f(a)) genau dann, wenn b ∈ aKern f , d.h.

aKern f = [a] = (Kern f)a

ist die Äquivalenzklasse von a ∈ G1 bzgl. Rf . Für die Menge der Äquivalenz-
klassen bedeutet dies

G1/Rf = {aKern f | a ∈ G1} =: G1/Kern f.

Wie wir oben gezeigt haben, haben wir auf G1/Kern f eine Gruppenstruktur.
Damit kommen wir zu einem der wichtigen Sätze der Gruppentheorie:

6.18 Homomorphiesatz für Gruppen
Sei f : G1 → G2 ein Homomorphismus von Gruppen. Dann ist die kanonische

Projektion
pf : G1 → G1/Kern f, a 7→ [a],

ein Gruppenepimorphismus, und es gibt genau einen Monomorphismus

f : G1/Kern f → G2

mit f = f ◦ pf , d.h. wir haben das kommutative Diagramm

G1
f−→ G2

pf ↘ ↗ f

G1/Kern f .
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Beweis: Das kommutative Diagramm kennen wir bereits aus 4.6, und wir wissen
von dort, daß pf surjektiv und f injektiv ist. Es bleibt zu zeigen, daß pf und f
Homomorphismen sind. Dies sieht man aus den Gleichungen

pf (a τ1 b) = [a τ1 b] = [a] τ ′1 [b] = pf (a) τ
′
1 pf (b),

f([a] τ ′1 [b]) = f([a τ1 b]) = f(a τ1 b) = f(a) τ2 f(b) = f([a]) τ2 f([b]).

2

Neu gegenüber Satz 4.6 ist im Homomorphiesatz, daß man bei einem Grup-
pen-Homomorphismus f : G1 → G2 auf G1/Kern f eine Gruppenstruktur hat
und die auftretenden Abbildungen Homomorphismen sind.

Wie schon angemerkt, ist in abelschen Gruppen jede Untergruppe Normal-
teiler. Sehen wir uns dazu einen einfachen Fall an.

6.19 Beispiel
Betrachte die Äquivalenzrelation auf ZZ, die durch die Untergruppe 7ZZ bestimmt
ist, also

R7 = {(a, b) ∈ ZZ × ZZ | a− b ist durch 7 teilbar}
= {(a, b) ∈ ZZ × ZZ | (−b) + a ∈ 7ZZ}.

Dann ist ZZ/7ZZ eine additive Gruppe mit [a] + [b] = [a+ b].
Die Projektion p7 : ZZ → ZZ/7ZZ, z 7→ [z] ist ein Epimorphismus.
Wie nach Satz 3.8 zu erwarten ist, gibt es eine Abbildung von Mengen, etwa

q : ZZ/7ZZ → ZZ, [z] 7→ z0 ∈ [z], mit z0 < 7,

für die p7 ◦ q = idZZ/7ZZ gilt. Man beachte aber, daß q kein Homomorphismus
(bzgl. +) ist, denn es gilt z.B. q([5]) = 5, q([6]) = 6 und

q([5] + [6]) = q([5 + 6]) = 4 6= 11 = 5 + 6 = q([5]) + q([6]).

In der Tat gibt es keinen Homomorphismus g : ZZ/7ZZ → ZZ mit p7 ◦g = idZZ/7ZZ .
Dies zeigt uns, daß nicht alle Sätze über Abbildungen von Mengen auch für
Homomorphismen von Gruppen gelten.

Analog zur Situation bei Abbildungen haben wir auch hier:

6.20 Satz (Universelle Eigenschaft des Produkts von (Halb-) Gruppen)

Sei (Hi, τi)I eine Familie von Halbgruppen und (
∏
I Hi, τ

′) das Produkt der Hi

mit der Verknüpfung

(ai)I τ
′ (bi)I := (ai τi bi)I .
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(1) Dann sind die Projektionen

πk :
∏

I
Hi → Hk, (ai)i∈I 7→ ak,

(Halbgruppen-)Epimorphismen.

(2) Ist H ′ eine Halbgruppe und (fi : H ′ → Hi)i∈I eine Familie von Homo-
morphismen, so gibt es genau einen Homomorphismus f : H ′ → ∏

I Hi

mit
πk ◦ f = fk für alle k ∈ I,

d.h. folgende Diagramme sind kommutativ:

H ′ fk−→ Hk

f ↘ ↗ πk∏
I Hi.

2

Wir wollen schließlich die neu erlernten Begriffe anhand einer wichtigen Grup-
pe ansehen, auf die wir später zurückgreifen werden.

6.21 Permutationsgruppen
Die bijektiven Abbildungen einer (endlichen) Menge A in sich nennt man Per-
mutationen von A.

Die Gruppe aller Permutationen von A heißt Permutationsgruppe oder sym-
metrische Gruppe von A. Sie hat die Identität auf A als neutrales Element.

Bei diesen Betrachtungen können wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit
eine endliche Menge mit n Elementen durch

{1, 2, . . . , n}

vorgeben. Die symmetrische Gruppe dazu bezeichnet man mit Sn.
Eine Permutation σ davon kann man beschreiben durch(

1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
.

Permutationen, die lediglich ein Paar von Elementen vertauschen und den
Rest festlassen, nennt man Transpositionen.

Für jede Transposition τ gilt τ 2 = id. Ein Beispiel dafür ist etwa

τ =
(

1 2 3 4
1 4 3 2

)
, τ 2 =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= id .

Transpositionen sind sozusagen die Bausteine der Permutationen, denn:
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6.22 Satz
Jede Permutation ist als Produkt von Transpositionen darstellbar.

Beweis: Es ist klar, daß eine Permutation genau dann die Identität ist, wenn sie
n Elemente unverändert läßt.

Sei nun σ eine Permutation, die r < n Elemente festläßt. Für ein q < n mit
σ(q) 6= q definieren wir eine Transposition τ1, die q mit σ(q) vertauscht und den
Rest festläßt. Die Komposition τ1 ◦ σ hat dann r + 1 Fixelemente.

Durch weitere Wahl von Transpositionen τ2, τ3, ..., τk erhält man schließlich n
Fixpunkte, also

τk ◦ τk−1 · · · τ1 ◦ σ = id und σ−1 = τk ◦ · · · ◦ τ1.

Da jede Permutation invertierbar ist, folgt daraus die Behauptung. 2

6.23 Definition
Für eine Permutation σ ∈ Sn definieren wir das Signum durch

sgnσ =
∏
i<j

[σ(j)− σ(i)]

/∏
i<j

[j − i] .

Wie leicht zu sehen ist, stehen über und unter dem Bruchstrich bis auf das
Vorzeichen die gleichen Faktoren. Also ist sgnσ gleich +1 oder −1.

Die Permutation σ heißt
{

gerade, wenn sgn σ = 1
ungerade, wenn sgn σ = −1

.

Für eine Transposition τ ∈ Sn gilt offensichtlich sgn τ = −1.

Als wichtige Eigenschaft von Signum stellen wir fest:

6.24 Satz
Für je zwei Permutationen σ, τ ∈ Sn gilt

sgn(σ ◦ τ) = sgnσ · sgn τ.

Beweis: Nehmen wir zunächst an, τ sei eine Transposition, welche die Zahlen
k < l vertauscht. Ist i < j, so haben wir

τ(j) < τ(i) genau dann, wenn i = k, j = l,

oder – äquivalent dazu –

τ(i) < τ(j) genau dann, wenn (i, j) 6= (k, l).
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Für jedes σ ∈ Sn ergibt sich damit

∏
i<j

[σ ◦ τ(j)− σ ◦ τ(i)]

= [σ ◦ τ(l)− σ ◦ τ(k)] ∏
i<j,τ(i)<τ(j)

[σ ◦ τ(j)− σ ◦ τ(i)]

= [σ ◦ τ(l)− σ ◦ τ(k)] ∏
τ(i)<τ(j),i<j

[σ(j)− σ(i)]

= − ∏
i<j

[σ(j)− σ(i)].

Daraus ersieht man sgn(σ ◦ τ) = sgnσ · sgn τ.

Sei nun τ eine beliebige Permutation. Nach 6.22 können wir

τ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τk

mit lauter Transpositionen τi schreiben. Damit ist nun leicht zu sehen, daß auch
für beliebige τ die gewünschte Beziehung gilt. 2

Es gibt noch andere Möglichkeiten, das Signum einer Permutation zu interpre-
tieren. Für σ ∈ Sn bezeichne s(σ) die Anzahl der Paare (i, j) mit 1 ≤ i < j ≤ n
und σ(i) > σ(j). Diese Paare bezeichnet man als Fehlstände von σ. Man kann
sich überlegen, daß

sgnσ = (−1)s(σ).

Eine weitere Beschreibung von Signum erhält man durch die Zerlegung von σ ∈
Sn in ein Produkt von Transpositionen τi, also

σ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τk,

mit einer ganzen Zahl k. Solche Zerlegungen sind zwar keineswegs eindeutig, und
somit ist auch k nicht eindeutig bestimmt, dennoch folgt aus 6.24

sgnσ = (−1)k.

Damit können wir zusammenfassen:

6.25 Alternierende Gruppe
Die geraden Permutationen in Sn sind solche, die eine gerade Anzahl von
Fehlständen haben, oder – gleichbedeutend – die als Produkt einer geraden
Anzahl von Transpositionen darstellbar sind. Sie bilden eine Untergruppe und –
nach 6.24 – sogar einen Normalteiler in Sn.

Man nennt sie die alternierende Gruppe An.
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6.26 Beispiele
(1) Berechnung von Signum in S5.

σ1 =
(

1 2 3 4 5
3 5 4 1 2

)
, s(σ1) = 7, sgnσ1 = −1;

σ2 =
(

1 2 3 4 5
2 5 3 1 4

)
, s(σ2) = 5, sgnσ2 = −1;

σ1 ◦ σ2 =
(

1 2 3 4 5
3 4 1 2 5

)
, s(σ1 ◦ σ2) = 4, sgn σ1 ◦ σ2 = 1.

(2) Eigenschaften der S3. Setze

α =
(

1 2 3
2 1 3

)
und β =

(
1 2 3
1 3 2

)
.

Dann gilt α2 = id, β2 = id und

β ◦ α =
(

1 2 3
3 2 1

)
6=
(

1 2 3
2 3 1

)
= α ◦ β.

Dies bestätigt, daß S3 eine nicht-kommutative Gruppe ist.

U := {id, α} ist Untergruppe, da α−1 = α, aber kein Normalteiler, denn

β−1 ◦ α ◦ β =
(

1 2 3
3 2 1

)
6∈ U.

Die Komposition γ := α ◦ β ist eine gerade Permutation. Die Menge {id, γ, γ2}
enthält alle geraden Permutationen und ist Normalteiler (= A3).

6.27 Aufgaben

(1) Auf ZZ wird folgende Verknüpfung definiert :

a τ b := a+ b+ 1 für a, b ∈ ZZ.

Man zeige:

(i) a τ b = b τ a für alle a, b ∈ ZZ;

(ii) (a τ b) τ c = a τ (b τ c) für alle a, b, c ∈ ZZ;

(iii) Es gibt ein e ∈ ZZ mit e τ a = a τ e = a für alle a ∈ ZZ.

(2) Finden Sie alle Möglichkeiten, die folgende Verknüpfungstafel so zu ver-
vollständigen, daß man eine Halbgruppe mit neutralem Element erhält:

τ a b c
a c b a
b b
c a

(3) Sei (G, τ) eine Gruppe. Zeigen Sie:
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(i) Jedes linksinverse Element aus G ist auch rechtsinvers.

(ii) Jedes linksneutrale Element aus G ist auch rechtsneutral.

(iii) Gilt für alle a, b, c ∈ G daß a τ c = b τ c, so ist a = b.

(iv) G ist genau dann kommutativ, wenn für alle a, b ∈ G und für alle n ∈ IN
gilt: (a τ b)n = an τ bn.

(v) Z(G) := {a ∈ G | für alle b ∈ G gilt a τ b = b τ a}, das Zentrum von G, ist
eine kommutative Untergruppe von G.

(vi) U und V seien Untergruppen von G.
Dann ist auch U ∩ V eine Untergruppe von G.
U ∪ V ist genau dann Untergruppe von G, wenn U ⊂ V oder V ⊂ U .

(4) Sei (Gi, τi)I eine Familie von Halbgruppen. Man zeige:

(i) Das Produkt
∏
I Gi ist dann mit der komponentenweisen Verknüpfung

ebenfalls eine Halbgruppe.

(ii) Ist Gi eine Gruppe für alle i ∈ I, so ist auch
∏
I Gi eine Gruppe.

(iii) Ist Gi kommutativ für alle i ∈ I, so ist auch
∏
I Gi kommutativ.

(5) Sei (G, τ) eine Gruppe und U eine Untergruppe von G.

(i) Zeigen Sie, daß für alle a, b ∈ G gilt:

b−1 τ a ∈ U⇔ a τ U = b τ U⇔(a τ U) ∩ (b τ U) 6= ∅.

(ii) Zeigen Sie, daß auf G eine Äquivalenzrelation gegeben ist durch

RU = {(a, b) ∈ G×G | b−1 τ a ∈ U}.

(iii) G sei eine endliche Gruppe der Ordnung n ∈ IN .
Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Äquivalenzklassen bezüglich
RU , und beweisen Sie so den Satz von Lagrange:
Ist U eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G, so ist die Ordnung von
U ein Teiler der Ordnung von G.

(6) Sei (G, τ) eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Zeigen Sie:

(i) Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) aUa−1 ⊂ U für alle a ∈ G (U ist Normalteiler);

(b) aUa−1 = U für alle a ∈ G;

(c) aU = Ua für alle a ∈ G.

(ii) Ist U Normalteiler, dann läßt sich auf der Menge G/U := G/RU der Äqui-
valenzklassen bezüglich RU (s.o.) durch [a]τ [b] := [aτb] eine Verknüpfung
definieren, die (G/U, τ) zu einer Gruppe macht.
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(iii) Die Abbildung pU : (G, τ) → (G/U, τ) mit PRU
(a) = [a] ist ein (Grup-

pen-)Epimorphismus.

(iv) Jeder Normalteiler ist Kern eines (Gruppen-)Homomorphismus.

(7) Sei (G, τ) eine Gruppe mit Untergruppe U und Normalteiler N . Zeigen
Sie:

(i) U τ N := {u τ n | u ∈ U und n ∈ N} ist Untergruppe in G.

(ii) U ∩N ist Normalteiler in U .

(iii) U/(U ∩N) ist isomorph zu (U τ N)/N .

(8) Seien G1, G2, G3 Gruppen, f : G1 → G2 ein Epimorphismus und g :
G2 → G3 eine Abbildung. Zeigen Sie:
Ist g ◦ f : G1 → G3 ein Homomorphismus, so ist auch g ein Homomorphismus.

(9) Man bestimme alle Endomorphismen der Gruppe (Q,+).

(10) Zeigen Sie, daß jede Gruppe der Ordnung n isomorph ist zu einer Un-
tergruppe von Sn (vgl. 6.9,(4)).

(11) Sei
∏
I Hi das Produkt einer Familie von Halbgruppen mit neutralen

Elementen ei ∈ Hi (vgl. 6.20). Zeigen Sie, daß es zu jedem k ∈ I einen Homo-
morphismus

ε : Hk →
∏

I
Hi

gibt mit π ◦ ε = idHk
.

Man folgere, daß jedes Hk isomorph ist zu einer Untergruppe von
∏
I Hi.
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7 Ringe und Körper

In diesem Abschnitt untersuchen wir algebraische Strukturen mit zwei Verknüp-
fungen. Da diese sehr weitgehend den Eigenschaften von + und · in den ganzen
Zahlen entsprechen sollen, belegt man sie meist mit diesen Symbolen:

7.1 Definition
Eine Menge R mit zwei Verknüpfungen +, · , also ein Tripel (R,+, · ), heißt ein
Ring, wenn gilt:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,

(ii) (R, · ) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element,

(iii) für alle a, b, c ∈ A gelten die Distributivgesetze
a · (b+ c) = a · b+ a · c,
(a+ b) · c = a · c+ b · c.

Dabei folgen wir der Konvention, daß die Multiplikation · stärker bindet
als die Addition +.

Man nennt den Ring (R,+, · ) kommutativ, wenn zusätzlich gilt

a · b = b · a für alle a, b ∈ R,

wenn also (R, · ) eine kommutative Halbgruppe ist.

Das neutrale Element von (R,+) nennt man die Null in R und schreibt dafür 0.
Das neutrale Element von (R, · ) heißt die Eins von R, auch Einselement, und
man bezeichnet es meist mit 1 (oder e). Statt a · b schreibt man häufig nur ab.

Bemerkung: Es macht auch Sinn, Ringe ohne Einselemente zu betrachten. Wir
wollen hier aber in Ringen im allgemeinen die Existenz einer Eins voraussetzen.

Als elementare Folgerungen notieren wir:

In einem Ring (R,+, · ) gelten für alle a, b ∈ R:

0 · a = a · 0 = 0,
(−a)b = a(−b) = −ab und
(−a)(−b) = ab.

Beweis: Aus a = (a+ 0) folgt aa = aa+ a0 und somit 0 = 0a.

Analog sieht man 0 = a0.

Aus 0 = (a+ (−a))b = ab+ (−a)b folgt −(ab) = (−a)b. 2
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7.2 Definition
Ein Ring (R,+, ·) heißt Divisionsring (auch Schiefkörper), wenn (R\{0}, · ) eine
Gruppe ist, wenn es also zu jedem 0 6= r ∈ R ein Inverses bzgl. der Multiplikation
gibt. Dies bezeichnet man mit r−1.

Ein Divisionsring heißt Körper, wenn (R, · ) kommutativ ist, also a · b = b · a
für alle a, b ∈ R.

In einem Divisionsring R ist das Produkt von zwei Elementen a, b nur dann 0,
wenn eines der beiden Elemente schon 0 ist: Aus ab = 0 und b 6= 0 folgt nämlich
0 = (ab)b−1 = a.

7.3 Definition
Sei R ein Ring. Ein Element a ∈ R heißt Nullteiler, wenn es ein 0 6= b ∈ R gibt
mit ab = 0.
Ringe, in denen es keine Nullteiler 6= 0 gibt, heißen nullteilerfrei.
Kommutative Ringe, die nullteilerfrei sind, nennt man Integritätsringe.

Zum Beispiel ist jeder Divisionsring nullteilerfrei, und jeder Körper ist Inte-
gritätsring.

Wie bei den Gruppen, so interessieren uns auch hier die Abbildungen, welche
die Ringstruktur berücksichtigen:

7.4 Definition
Sei f : R→ S eine Abbildung zwischen zwei Ringen R und S. f heißt (Ring-)Ho-
momorphismus, wenn für alle a, b ∈ R gilt:

f(a+ b) = f(a) + f(b)

f(a · b) = f(a) · f(b)

f(1) = 1.

Man nennt f einen Anti-Homomorphismus, wenn an Stelle der zweiten Bedin-
gung gilt

f(a · b) = f(b) · f(a).

Als Kern f bezeichnet man das Urbild der 0 ∈ S:

Kern f = {a ∈ R | f(a) = 0}

Ein Ringhomomorphismus ist also ein Halbgruppen-Homomorphismus zwi-
schen (R,+) und (S,+) sowie zwischen (R, · ) und (S, · ).

7.5 Hilfssatz
Ist f : R→ S ein Ringhomomorphismus, so gilt:
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(1) Kern f ist eine Untergruppe von (R,+), und für alle b ∈ R gilt

bKern f ⊂ Kern f und (Kern f)b ⊂ Kern f.

(2) f ist genau dann ein Monomorphismus, wenn Kern f = {0} ist.

(3) Ist R ein Divisionsring, so ist f ein Monomorphismus oder die Null-
abbildung.

Beweis: (1) Kern f ist Untergruppe nach 6.14.
Sei k ∈ Kern f und b ∈ R. Dann ist f(kb) = f(k)f(b) = 0, also kb ∈ Kern f .

(2) wurde in Satz 6.15 gezeigt.

(3) Angenommen 0 6= c ∈ Kern f . Nach (1) gilt dann 1 = c · c−1 ∈ Kern f ,
und für jedes a ∈ R ergibt sich f(a) = f(1a) = f(1)f(a) = 0. 2

Wie in 6.17 ausgeführt, haben wir auf R/Kern f eine Addition. Wegen der
in 7.5 angegebenen Eigenschaften der Kerne läßt sich darauf auch eine Multipli-
kation definieren durch

(a+ Kern f) · (b+ Kern f) = ab+ Kern f.

Es ist nicht schwierig zu zeigen, daß diese Festlegung unabhängig ist von der
Auswahl der Repräsentanten.

Dafür gilt nun wieder

7.6 Homomorphiesatz für Ringe
Sei f : R→ S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:
Die kanonische Projektion pf : R → R/Kern f ist ein (surjektiver) Ringhomo-
morphismus, und die Abbildung

f : R/Kern f → S, [a] 7→ f(a),

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir haben somit folgendes kommutative
Diagramm von Ringhomomorphismen:

R
f−→ S

pf ↘ ↗ f
R/Kern f .

7.7 Definition
Sei R ein Ring. Eine Untergruppe U ⊂ (R,+) heißt

Linksideal in R, falls aU ⊂ U für alle a ∈ R,
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Rechtsideal in R, falls Ua ⊂ U für alle a ∈ R,

Ideal in R, falls U Links- und Rechtsideal ist.

Diese Forderungen implizieren, daß jedes einseitige Ideal U selbst bzgl. · ab-
geschlossen und damit ein Unterring (ohne Eins) ist. Andererseits braucht jedoch
ein Unterring kein Links- oder Rechtsideal in R zu sein.

In jedem Ring R sind {0} und R Ideale. Man nennt sie die trivialen Ideale.
Ideale, die ungleich R sind, nennt man echte Ideale.

Da R ein Einselement hat, gilt für ein Linksideal U ⊂ R genau dann U = R,
wenn 1 ∈ U . Letzteres impliziert nämlich a = a · 1 ∈ U für alle a ∈ R.

Ist U ⊂ R ein Ideal, so läßt sich auf der Faktorgruppe R/U durch

(a+ U) · (b+ U) := ab+ U

eine Multiplikation einführen, die (R/U,+, · ) zu einem Ring macht.
Die kanonische Projektion p : R → R/U ist dann ein Ringhomomorphismus

mit Kern p = U .

Die Ideale sind bestimmend für die Struktur eines Ringes. Man sagt:

7.8 Definition
Ein Ring R heißt einfach, wenn er keine Ideale 6= {0}, R enthält.

7.9 Satz. Sei R ein Ring.

(1) R ist genau dann Divisionsring, wenn er keine nicht-trivialen Linksideale
enthält.

(2) Sei R kommutativ. Dann ist R genau dann ein Körper, wenn er einfach
ist.

Beweis: (1) Sei R ein Ring ohne nicht-triviale Linksideale und 0 6= a ∈ R. Dann
ist 0 6= Ra ein Linksideal, also Ra = R. Somit gibt es b ∈ R mit ba = 1, d.h. R
ist Divisionsring.

Sei R Divisionsring und U ⊂ R ein Linksideal 6= 0. Für ein 0 6= u ∈ U gilt
dann 1 = u−1u ∈ U und damit U = R.

(2) Dies ist ein Spezialfall von (1). 2

Sehen wir einige Beispiele zu den gegebenen Definitionen an.

7.10 Beispiele

(1) (ZZ,+, · ) ist ein kommutativer Integritätsring.

Für jedes n ∈ IN bildet nZZ ein Ideal in ZZ, und wir können dazu den
Faktorring ZZ/nZZ bilden. Dieser besteht aus n Äquivalenzklassen, die wir mit
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{0, 1, . . . , n − 1} markieren können. Addition und Multiplikation darin ergeben
sich durch Rechnen modulo n.

(2) Über jedem Ring R kann man Matrizenringe definieren.
Wir werden später noch allgemeinere Bildungen kennenlernen. Hier wollen

wir den einfachsten nicht-trivialen Fall angeben:

Matrizenring R(2,2): Auf den (2, 2)-Matrizen mit Elementen in R können Ad-
dition und Multiplikation definiert werden durch:(

a11 a12

a21 a22

)
+
(
b11 b12

b21 b22

)
:=
(
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

)
,(

a11 a12

a21 a22

)
·
(
b11 b12

b21 b22

)
:=
(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
.

Dieser Ring enthält immer Nullteiler, denn(
1 0
0 0

)
·
(

0 0
0 1

)
=
(

0 0
0 0

)
.

Er ist nicht kommutativ, da z.B.(
0 1
0 0

)
·
(

0 0
1 0

)
=
(

1 0
0 0

)
6=
(

0 0
0 1

)
=
(

0 0
1 0

)
·
(

0 1
0 0

)
.

(
R 0
R 0

)
und

(
0 R
0 R

)
sind Linksideale in R(2,2);(

R R
0 0

)
und

(
0 0
R R

)
sind Rechtsideale in R(2,2);(

R 0
0 0

)
ist Unterring, aber kein Ideal.

7.11 Ringstruktur auf Mengen von Abbildungen
Sei (R,+, · ) ein Ring und I eine Menge. Dann kann auf Abb(I, R) = RI , der
Menge der Abbildungen von I in R (vgl. 3.12), eine Ringstruktur festgelegt
werden durch

f ⊕ g(x) := f(x) + g(x), f � g(x) := f(x) · g(x).

Die Bedingungen an die Verknüpfungen ⊕ und � können durch Rückführung
auf die entsprechenden Eigenschaften von + und · nachgewiesen werden.

Auch dieser Ring enthält immer Nullteiler, falls I mindestens zwei Elemente
hat: Sei R ein Ring und I = {i, j} mit i 6= j. Definiere Abbildungen f, g : I → R
durch

f(i) := 0, f(j) := 1; g(i) := 1, g(j) := 0.

Diese Abbildungen sind nicht Null, aber f � g ist Null.

Obige Konstruktion macht (für jeden Ring R) speziell R×R zu einem Ring
(mit Nullteiler) durch komponentenweise Festlegung der Operationen.
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Mit den bereitgestellten Mitteln können wir aus gegebenen Ringen weitere
Ringe konstruieren. Mit einem ähnlichen Ansatz wie in Beispiel (3) erhalten wir
auch den Ring der Polynome. Das Rechnen mit Polynomen ist sicher von der
Schule her vertraut. Bei genauerem Hinsehen muß man aber doch nachfragen,
was es mit der dabei auftretenden Unbestimmten auf sich hat. Die nachfolgende
Beschreibung liefert den Nachweis, daß wir im Rahmen der von uns aufgebauten
Grundlagen mit Polynomen so umgehen dürfen, wie wir es gewohnt sind.

7.12 Polynomring
Sei R ein kommutativer Ring. Auf Abb(IN,R) = RIN , der Menge der Abbildun-
gen IN → R, führen wir eine Addition wie im vorangehenden Beispiel ein, aber
eine andere Multiplikation. Bemerkenswert daran ist, daß die Multiplikation auch
die Eigenschaften von IN heranzieht:

(ai)i∈IN ⊕ (bi)i∈IN = (ai + bi)i∈IN ,

(ai)i∈IN � (bi)i∈IN = (ci)i∈IN , mit ci =
i∑

k=0
akbi−k.

Damit wird Abb(IN,R) ein kommutativer Ring. Es ist leicht zu sehen, daß das
Einselement dargestellt werden kann durch

e = (1, 0, 0, . . .).

Sehen wir uns das folgende Element genauer an:

X := (0, 1, 0, . . .), also X(n) =
{

1 für n = 1
0 für n 6= 1

.

Multiplizieren wir X mit sich, so erhalten wir

X2 = (0, 0, 1, 0, . . .); X2(n) =
{

1 für n = 2
0 für n 6= 2

.

Allgemein ergibt sich für k ∈ IN ,

Xk(n) =
{

1 für n = k
0 für n 6= k

.

Bezeichne Abbe(IN,R) die Abbildungen IN → R, die nur auf endlich vielen
n ∈ IN ungleich Null sind, also darstellbar sind durch

(ai)i∈IN mit ai = 0 für fast alle i ∈ IN.

Dies ist offensichtlich ein Unterring von Abb(IN,R). Jedes Element daraus hat
die Form

(a0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . .) = a0 + a1X + . . .+ anX
n.
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Man nennt R[X] := (Abbe(IN,R),⊕,�) den Polynomring über R in einer
Unbestimmten X.

Die Elemente daraus sind die uns vertrauten Polynome, und wir kehren wieder
zur üblichen Notation zurück. Insbesodere haben wir für Addition und Multipli-
kation von zwei Polynomen (wie erwartet)

n∑
i=0

aiX
i +

m∑
j=0

bjX
j =

max(n,m)∑
i=0

(ai + bi)X
i,

n∑
i=0

aiX
i ·

m∑
j=0

bjX
j =

n+m∑
i=0

(
i∑

k=0
akbi−k)X

i.

Ohne Einschränkung können wir annehmen, daß in obiger Darstellung von
Polynomen an 6= 0 und bm 6= 0. Ist R Integritätsring, so ist auch anbm 6= 0, und
damit ist das rechts stehende Polynom nicht Null, das heißt:

Ist R ein Integritätsring, so ist auch R[X] ein Integritätsring.

Für jeden kommutativen Ring R ist die Abbildung

ε : R→ Re = (R, 0, 0, . . .)

ein Homomorphismus, der jedem Polynom sein konstantes Glied zuordnet.

Als nützliche Eigenschaft von R[X], die sich leicht nachprüfen läßt, halten
wir fest:

Universelle Abbildungseigenschaft von R[X]
Zu jedem Ring S, s ∈ S und jedem Homomorphismus ϕ : R→ S gibt es genau

einen Homomorphismus Φ : R[X] → S mit Φ(X) = s und dem kommutativen
Diagramm

R
ϕ−→ S

ε↘ ↗ Φ

R[X].

Die Wirkung von Φ auf ein Polynom ist beschrieben durch

Φ : a0 + a1X + . . .+ anX
n 7→ ϕ(a0) + ϕ(a1)s+ . . .+ ϕ(an)s

n.

Ein wichtiger Schritt beim Aufbau des Zahlensystems ist die Konstruktion
der rationalen Zahlen aus den ganzen Zahlen. Auf gleiche Weise erhält man zu
jedem Integritätsring den Quotientenkörper, und wir wollen dies skizzieren:
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7.13 Quotientenkörper eines Integritätsrings
Sei R ein Integritätsring. Definiere eine Relation auf R× (R \ {0}):

(a, b) ∼ (a′, b′) genau dann, wenn ab′ = ba′.

Dies ist eine Äquivalenzrelation. Wir schreiben für die Äquivalenzklassen
[(a, b)] = [a, b] und bezeichnen ihre Gesamtheit mit

Q(R) := {[a, b] | a ∈ R, b ∈ R \ {0}} .

Darauf betrachten wir die Verknüpfungen

[a, b] + [a′, b′] := [ab′ + ba′, bb′]

[a, b] · [a′, b′] := [aa′, bb′].

Es ist nachzuprüfen, daß diese Festlegungen unabhängig sind von der Auswahl
der Repräsentanten, und daß damit (Q(R),+, · ) zu einem kommutativen Ring
wird. Dabei wird [1, 1] das Einselement und [0, 1] das Nullelement.
Das Inverse zu [a, b] mit a 6= 0 ist [b, a].

Q(R) ist also ein Körper, der Quotientenkörper von R. Die Abbildung

R→ Q(R), a 7→ [a, 1],

ist eine Einbettung (injektiver Homomorphismus) von R in Q(R).
Setzen wir a

b
:= [a, b], so erkennen wir, daß die obigen Definitionen gerade die

üblichen Rechenregeln für Brüche ergeben.

Es sei angemerkt, daß bei dieser Konstruktion die Kommutativität von R
wesentlich mitbenutzt wird. Für nicht-kommutative Ringe sind vergleichbare Bil-
dungen wesentlich aufwendiger.

Als Spezialfall erhält man für R = ZZ wie erwartet Q(ZZ) = Q.

Für einen Integritätsring R ist auch der Polynomring R[X] Integritätsring
(vgl. 7.12), und wir erhalten mit der angegebenen Konstruktion den Quotien-
tenkörper Q(R[X]) dazu. Man nennt diesen den Körper der rationalen Funktio-
nen. Seine Elemente lassen sich als Brüche von zwei Polynomen beschreiben.

Mit den vorangegangenen Betrachtungen haben wir gesehen, daß wir mit den
bereitgestellten (mengentheoretischen) Grundlagen auch die rationalen Zahlen in
unsere Theorie einfügen können. Prinzipiell gilt dies auch für die reellen Zahlen,
doch sind dazu auch nicht-algebraische Überlegungen notwendig, mit denen wir
uns hier nicht befassen: Man muß Q zu einem Körper erweitern, in dem alle
Cauchy-Folgen von Elementen aus Q einen Grenzwert haben.

Der Schritt von den reellen zu den komplexen Zahlen ist allerdings wieder
rein algebraischer Natur. Daher wollen wir ihn hier angeben.
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7.14 Die komplexen Zahlen
Auf dem kartesischen Produkt IR × IR führen wir Addition und Multiplikation
ein durch

(a, b) + (a′, b′) := (a+ a′, b+ b′),

(a, b) · (a′, b′) := (aa′ − bb′, ab′ + ba′).

Mit diesen Verknüpfungen wird IR × IR ein Körper, den man den Körper der
komplexen Zahlen C nennt.

(1, 0) ist das Einselement, (0, 0) das Nullelement darin. Das Inverse zu
(0, 0) 6= (a, b) ∈ C bekommt man durch

(a, b)−1 =

(
a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
.

Wir haben eine Einbettung

IR→ C, a 7→ a(1, 0) = (a, 0),

und dürfen daher die Elemente a ∈ IR mit (a, 0) ∈ C identifizieren. Das Element
i := (0, 1) hat die Eigenschaft i2 = −(1, 0), und mit obiger Festlegung gilt dann
für die Elemente in C

(a, b) = a+ bi.

Dies gibt uns die vertraute und übliche Schreibweise der komplexen Zahlen.

Auf eine weitere algebraische Darstellung von C wird bei den Aufgaben zu
diesem Abschnitt hingewiesen.

Die wohl wichtigste Eigenschaft von C ist für uns, daß jedes nicht konstante
Polynom aus C[X] eine Nullstelle in C hat. Dies wird manchmal der Fundamen-
talsatz der Algebra genannt, obwohl er nicht mit algebraischen Methoden alleine
bewiesen werden kann. Der erste Beweis dazu stammt von C.F. Gauß (1799).

Eine weitere Besonderheit von C sei noch erwähnt: Die Abbildung

γ : C → C, a+ ib 7→ a− ib,

ist ein Automorphismus von C mit γ2 = idC. Dies kann man einfach nachrech-
nen.

Einen solchen Automorphismus gibt es für die reellen Zahlen nicht, und
natürlich hat auch nicht jedes nicht-konstante Polynom aus IR[X] eine Nullstelle
in IR.
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7.15 Die Quaternionen
Auf dem kartesischen Produkt IR4 führen wir Addition und Multiplikation ein
durch

(a, b, c, d) + (a′, b′, c′, d′) := (a+ a′, b+ b′, c+ c′, d+ d′),

(a, b, c, d) · (a′, b′, c′, d′) := (aa′ − bb′ − cc′ − dd′, ab′ + ba′ + cd′ − dc′,

ac′ − bd′ + ca′ + db′, ad′ + bc′ − cb′ + da′).

Mit diesen Verknüpfungen wird IR4 ein Divisionsring, den man den Ring der
Quaternionen IH nennt. Das Symbol IH soll an W.R. Hamilton erinnern, der
als einer der ersten auf die Bedeutung dieses Divisionsrings (in Geometrie und
Zahlentheorie) aufmerksam machte.

1IH := (1, 0, 0, 0) ist das Einselement, (0, 0, 0, 0) das Nullelement darin. Das
Inverse bekommt man durch

(a, b, c, d)−1 =
1

a2 + b2 + c2 + d2
(a,−b,−c,−d).

Wir haben eine Einbettung

IR→ IH, a 7→ a(1, 0, 0, 0) = (a, 0, 0, 0),

und dürfen daher die Elemente a ∈ IR mit (a, 0, 0, 0) ∈ IH identifizieren.
Setzt man die letzten beiden Komponenten von Elementen aus IH gleich Null,

so erhält man gerade die komplexen Zahlen C. Dies ergibt auch eine Einbettung

C → IH, (a, b) 7→ (a, b, 0, 0).

Die angegebene Multiplikation der Quaternionen läßt sich handlicher ange-
ben, wenn man bedenkt, daß sie schon durch die Produkte von gewissen Ba-
siselementen bestimmt ist. Folgende Notation hat sich dabei eingebürgert:

i := (0, 1, 0, 0), j := (0, 0, 1, 0), k := (0, 0, 0, 1).

Damit können wir die Elemente von IH schreiben als

(a, b, c, d) = a+ bi+ cj + dk.

Die Multiplikation der Basiselemente ergibt

i2 = j2 = k2 = −1IH
ij = −ji = k, jk = −jk = i, ki = −ik = j.

Diese Beziehungen legen die Multiplikation in IH fest. Sie zeigen, daß IH nicht
kommutativ ist.

Man sieht daraus auch, daß über IH das Polynom X2 + 1 drei verschiedene
Nullstellen hat. Über einem kommutativen Körper kann ein Polynom zweiten
Grades dagegen höchstens zwei Nullstellen haben.
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Ähnlich wie in C haben wir auch in IH einen Antiautomorphismus

γ : IH → IH, a+ bi+ cj + dk 7→ a− bi− cj − dk,

mit γ2 = idIH . Dies kann man einfach nachrechnen. Damit läßt sich die Norm
eines Elements definieren durch

N(a+ bi+ cj+dk) := (a+ bi+ cj+dk)(a− bi− cj−dk) = (a2 + b2 + c2 +d2)1IH ,

mit der man das Inverse eines Elements z ∈ IH ausdrücken kann als

z−1 =
1

N(z)
γ(z).

Eine Darstellung von IH als Matrizenring über C wird in den Aufgaben an-
gegeben.

Wir haben in 7.7 angegeben, daß zu jedem Ideal U in einem Ring R auf R/U
eine Ringstruktur definiert werden kann. Dabei stehen Eigenschaften des Ideals
U in Wechselbeziehung zu Eigenschaften des Ringes R/U . Folgende Eigenschaft
von Idealen ist in diesem Zusammenhang von Bedeutung:

7.16 Definition
Ein echtes Linksideal U ⊂ R heißt maximal, wenn es maximales Element in der
Menge der echten Linksideale bezüglich der Inklusion ⊂ ist, d.h.

für jedes Linksideal V ⊂ R mit U ⊂ V ist U = V oder V = R.

Die Bedeutung dieser Ideale für die Struktur der zugehörigen Faktorringe
liegt in folgender Beobachtung:

7.17 Satz
Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal U ⊂ R ist genau dann maximal, wenn
der Faktorring R/U ein Körper ist.

Beweis: ⇒ Sei U ein maximales Ideal, p : R→ R/U die kanonische Projektion.
Ist I ein Ideal in R/U , dann ist p−1(I) ein Ideal in R, das U enthält. Also gilt
entweder p−1(I) = U und damit

I = p(p−1(I)) = p(U) = [0],

oder es ist p−1(I) = R und damit I = p(R) = R/U .
Somit gibt es in R/U nur die trivialen Ideale. Nach Satz 7.9 ist dann R/U

ein Körper.

⇐ Sei R/U ein Körper, V ⊂ R ein Ideal mit U ⊂ V . Dann ist p(V ) Ideal in
R/U , also p(V ) = [0] und damit U = V , oder p(V ) = R/U , woraus V = V +U =
R folgt. Damit ist U maximales Ideal. 2
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Die Frage nach der Existenz von maximalen Idealen läßt sich mit Hilfe des
Zornschen Lemmas beantworten. Dazu zeigen wir zunächst:

7.18 Hilfssatz
Sei R ein Ring und K ⊂ R ein Linksideal. Dann ist die Menge U aller von R
verschiedenen Linksideale, die K enthalten, also

U = {I ⊂ R | I Linksideal, K ⊂ I und 1 6∈ I},

bezüglich der Inklusion ⊂ induktiv geordnet.

Beweis: U ist nicht leer, da K ∈ U . Sei V eine linear geordnete Teilmenge von
U . Wir zeigen, daß U =

⋃
U∈V U eine kleinste obere Schranke von V in U ist.

Offensichtlich gilt 1 6∈ U ⊃ K. Auch die gewünschte Minimaleigenschaft von U
ist klar.

Es bleibt also nur nachzuweisen, daß U ein Linksideal ist. Betrachte dazu
a, b ∈ U . Dann gibt es ein U ∈ U mit a, b ∈ U , und damit gilt auch

a+ b ∈ U ⊂ U und Ra ⊂ U ⊂ U.

Also ist U ein Linksideal. 2

Als Folgerung daraus erhalten wir den wichtigen

7.19 Satz von Krull
Jedes echte Linksideal in einem Ring R ist in einem maximalen Linksideal ent-
halten.

Beweis: Sei K 6= R Linksideal in R. Nach 7.18 ist die Menge der echten Links-
ideale von R, die K enthalten, induktiv geordnet. Das Zornsche Lemma 5.5
garantiert die Existenz von maximalen Elementen in solchen Mengen.

Es ist leicht zu sehen, daß dies maximale Linksideale sind. 2

Da in jedem Ring {0} ein Ideal ist, ergibt sich aus 7.19 die Existenz von
maximalen Linksidealen in allen Ringen (mit Eins!).

Mit einem analogen Beweis kann man auch zeigen, daß in einem Ring jedes
Linksideal (Rechtsideal) in einem maximalen Linksideal (Rechtsideal) enthalten
ist.

Für kommutative Ringe haben wir das

Korollar
Zu jedem kommutativen Ring gibt es einen Epimorphismus R → K auf einen
Körper K.
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Beweis: Sei U ein maximales Ideal in R. Dann ist R/U nach 7.17 ein Körper,
und die kanonische Projektion R→ R/U ist der gewünschte Epimorphismus. 2

7.20 Aufgaben

(1) Sei (G,+) eine abelsche Gruppe, End(G) die Menge der Gruppenhomo-
morphismen. Für f, g ∈ End(G) definieren wir

f + g : G→ G, a 7→ f(a) + g(a).

Zeigen Sie, daß mit dieser Addition und der Komposition von Abbildungen als
Multiplikation (End(G),+, ◦) ein Ring mit Eins ist.

(2) Sei (R,+, · ) ein Ring mit Eins. Das Zentrum von R ist definiert als

Z(R) := {c ∈ R | a · c = c · a für alle a ∈ R}.

Zeigen Sie, daß (Z(R),+, · ) ein Unterring von R ist.

(3) Sei (R,+, · ) ein Ring mit a · a = a für alle a ∈ R. Man nennt dann R
einen Booleschen Ring. Zeigen Sie:

(i) R ist kommutativ.

(ii) a+ a = 0 für alle a ∈ R.

(iii) Alle Unterringe und Faktorringe von R sind Boolesche Ringe.

(iv) Für jede Indexmenge I ist RI ein Boolescher Ring.

(v) R ist genau dann ein einfacher Ring, wenn R höchstens zwei Elemente hat.

(4) Seien A eine nicht-leere Menge und ZZ2 der Ring (Körper), der nur aus
zwei Elementen {0, 1} besteht. Zeigen Sie, daß mit den in 7.10(3) definierten
Verknüpfungen (Abb(A,ZZ2),⊕,�) ein Boolescher Ring ist.

Die Bedeutung dieses Ringes liegt in folgendem Sachverhalt: Zu jeder Teil-
menge B ⊂ A gibt es genau ein g ∈ Abb(A,ZZ2) mit g−1(1) = B (charakteristi-
sche Funktion von B). Damit hat man eine Bijektion zwischen Abb(A,ZZ2) und
der Potenzmenge P(A).

(5) Sei K(2,2) der Ring der (2, 2)-Matrizen über einem Körper K. Zeigen Sie:

(i) K(2,2) ist ein einfacher Ring.
Bestimmen Sie das Zentrum (vgl. Aufgabe (2)) von K(2,2).

(ii) Folgende Menge ist ein Unterring von K(2,2):

C(K) := {
(

a b
−b a

)
| a, b ∈ K}.
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(iii) Für K = IR ist C(IR) ein Körper.

(iv) f : C → C(IR) mit a+ ib 7→
(

a b
−b a

)
ist ein Isomorphismus.

(6) Betrachten Sie die Normabbildung auf den komplexen Zahlen C,

| | : C → IR≥0, a+ ib 7→
√
a2 + b2.

Zeigen Sie, daß dies ein Halbgruppen-Homomorphismus (C, · ) → (IR≥0, · ) ist,
und daß die Dreiecksungleichung gilt:

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| für alle z1, z2 ∈ C.

(7) Ähnlich wie C aus IR lassen sich die Quaternionen IH aus C gewinnen.
IH wurde in 7.15 durch eine Multiplikation auf IR4 eingeführt.
Sei C(2,2) der Ring der (2, 2)-Matrizen über C. Für z = a + ib ∈ C bezeichne
z̄ = a− ib (konjugiert komplexe Zahl). Zeigen Sie:

(i) Folgende Menge ist ein Unterring von C(2,2):

H(C) := {
(

u v
−v̄ ū

)
| u, v ∈ C}.

(ii) f : IH → H(C) mit (a, b, c, d) 7→
(

a+ ib c+ id
−c+ id a− ib

)
ist ein (Ring-) Isomorphismus.

(iii) f(IR, IR, 0, 0) ' C liegt nicht im Zentrum von H(C).

(8) Zeigen Sie, daß für einen Ring R 6= {0} folgende Aussagen äquivalent
sind:

(a) R ist ein Divisionsring;

(b) {0} ist maximales Linksideal in R;

(c) {0} ist maximales Rechtsideal in R;

(d) in R gibt es keine nicht-trivialen Linksideale (Rechtsideale).



Kapitel 3

Moduln und Vektorräume

8 Definitionen und Beispiele

Wir haben bei Gruppen und Ringen Verknüpfungen untersucht, die auf einer
einzelnen Menge definiert waren. Nun werden wir uns mit Verbindungen von
zwei Mengen befassen, die jeweils eine algebraische Struktur tragen. Dabei wird
eine gewisse Verträglichkeit dieser Strukturen gefordert:

8.1 Definition
Sei R ein Ring mit 1 und (M,+) eine abelsche Gruppe. Dann heißt M ein R-
Linksmodul, wenn eine Abbildung

· : R×M →M, (a,m) 7→ a ·m,

mit folgenden Eigenschaften gegeben ist (für alle a, b ∈ R; m,n ∈M):

M1) a · (m+ n) = a ·m+ a · n

M2) (a+ b) ·m = a ·m+ b ·m

M3) a · (b ·m) = (ab) ·m

M4) 1 ·m = m.

Man nennt diese Abbildung auch Skalarmultiplikation.
Statt a ·m schreibt man meist am.

Analog dazu sind R-Rechtsmoduln definiert, d.h. die Skalare aus R werden
von rechts an die Elemente von M multipliziert. Die Notation RM bzw. MR soll
klarstellen, ob wir einen Links- oder Rechtsmodul meinen.

Ist R ein kommutativer Ring und M ein Linksmodul darüber, so kann man
durch die Festlegung m · a := a · m die Gruppe M auch als R-Rechtsmodul
auffassen. Man sieht leicht, daß dafür analog M1)–M4) gelten.

65
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Für nicht-kommutative R gilt dies nicht mehr, da dann die Forderung M3)
von rechts nicht mehr erfüllt zu sein braucht.

Unter einem R-Modul wollen wir im allgemeinen einen R-Linksmodul verste-
hen. Über kommutativen Ringen R braucht man zwischen Links- und Rechts-
ohnehin nicht zu unterscheiden.

Ist R ein Divisionsring, so nennt man einen R-Linksmodul auch Linksvektor-
raum und einen R-Rechtsmodul entsprechend Rechtsvektorraum.

Ist klar, welche Seite gemeint ist, so sprechen wir einfach von einem Vek-
torraum. Über einem Körper braucht man da sowieso keinen Unterschied zu
machen.

Elemente eines Moduls oder Vektorraums bezeichnet man als Vektoren.
Aus den Bedingungen in der Definition ergeben sich sofort elementare

Eigenschaften
Ist M ein R-Modul, dann gilt für alle a ∈ R und m ∈M :

(i) 0 ·m = 0, a · 0 = 0

(ii) a · (−m) = −(a ·m) = (−a) ·m, speziell (−1) ·m = −m

(iii) (−a) · (−m) = a ·m

(iv) Ist R Körper und a ·m = 0, dann gilt m = 0 oder a = 0.

Beweis: Man beachte, daß wir hier zwischen dem neutralen Element in M und
dem neutralen Element von (R,+) unterscheiden müssen. Es führt aber nicht zu
Unklarheiten, wenn wir beide mit 0 bezeichnen.

(i) m = (1 + 0) ·m = 1 ·m+ 0 ·m = m+ 0 ·m, also 0 ·m = 0.
a ·m = a · (m+ 0) = a ·m+ a · 0 und damit a · 0 = 0.

(ii) 0 = a · (m+ (−m)) = a ·m+ a · (−m), d.h. a(−m) = −(a ·m).

(iii) (−a)(−m) = (−1)(−a) ·m = a ·m.

(iv) Ist a ·m = 0 und a 6= 0, dann ist a−1(a ·m) = a−10 = 0.

2

In vielen der bislang betrachteten algebraischen Strukturen sind auch Moduln
enthalten. Sehen wir uns einige davon an.

8.2 Beispiele

(1) Der Ring selbst. Jeder Ring R ist Links- und Rechtsmodul über sich
selbst, denn aus den Rechengesetzen in R folgt, daß die Abbildung

· : R×R→ R, (r, r′) 7→ r · r′,
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alle für Moduln geforderten Bedingungen erfüllt.
So ist etwa ZZZZ ein Modul, und QQ, IRIR, CC sind Vektorräume.

(2) Modul über Unterring. Ist R Unterring eines Ringes S, so ist RS ein
R-Modul mit

R× S → S, (r, s) 7→ r · s.

Analog kann man S als R-Rechtsmodul auffassen.
Insbesondere sind also Q, IR und C sowohl ZZ-Moduln als auch Q-Vektorräu-

me. C ist IR-Vektorraum und Q-Vektorraum.

(3) Ringhomomorphismen. Ist ϕ : R → S ein Ringhomomorphismus, so
wird S ein R-Modul durch

R× S → S, (r, s) 7→ ϕ(r) · s.

Auch hier kann man analog S als R-Rechtsmodul auffassen.

So macht der kanonische Homomorphismus

ϕ : R→ R(2,2), r 7→
(
r 0
0 r

)
= r

(
1 0
0 1

)
,

den Matrizenring R(2,2) zu einem Links- und Rechtsmodul über R.

Für kommutative Ringe R haben wir die Einbettung in den Polynomring,

ε : R→ R[X], r 7→ (r, 0, . . .).

Damit wird nach obigem Rezept R[X] zu einem R-Modul:

R×R[X] → R[X], (r,
∑

aiX
i) 7→

∑
(rai)X

i.

Ist R ein Körper, so ist R[X] ein Vektorraum über R.

(4) Produkt und direkte Summe. Für jede Menge I und jeden Ring R
bilden die Abbildungen Abb(I, R) = RI eine abelsche Gruppe mit (vgl. 6.3)

(ai)i∈I + (bi)i∈I = (ai + bi)i∈I .

Diese wird zu einem R-Linksmodul (Produkt) vermöge

R×RI → RI , (r, (ai)i∈I) 7→ (rai)i∈I .

Analog kann das Produkt auch als R-Rechtsmodul aufgefaßt werden.
Die Menge der Abbildungen I → R, die nur auf endlich vielen Elementen von

I ungleich Null sind, bilden offensichtlich eine Untergruppe von Abb(I, R) = RI ,
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die wir mit Abbe(I, R) = R(I) bezeichnen. Sie erlaubt die gleiche Skalarmultipli-
kation wie oben und bildet daher einen R-Modul.

Man nennt R(I) die (äußere) direkte Summe von (Kopien von) R.
Für endliche Mengen I gilt natürlich RI = R(I).
Ist R ein Körper, so bilden RI und R(I) beide R-Vektorräume.

(5) Ebene und Raum. Als Spezialfälle erhalten wir für I = {1, 2} und
I = {1, 2, 3} die R-Moduln R2 und R3,

R×R2 → R2, (r, (a1, a2)) 7→ (ra1, ra2),

R×R3 → R3, (r, (a1, a2, a3)) 7→ (ra1, ra2, ra3).

Insbesondere für R = IR sind diese Vektorräume als reelle Ebene und reeller
(dreidimensionaler) Raum unserer Anschauung vertraut. In der sie beschreiben-
den euklidischen Geometrie stecken aber wesentlich mehr Strukturen, als wir
mit der Eigenschaft Vektorraum zunächst erfassen. Man beachte, daß wir bislang
weder Längen noch Winkel in unseren Bildungen berücksichtigen.

Anschaulich klar ist auch die Interpretation der ZZ-Moduln ZZ2 und ZZ3. Es
sind die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in der Ebene bzw. im Raum,
sogenannte Gitter.

Auch die Vektorräume Q2 und Q3 finden sich im IR2 bzw. IR3. Zeichne-
risch sind sie davon aber nicht zu unterscheiden, da jedes Element im IR3 mit
Elementen aus Q3 beliebig genau dargestellt werden kann.

(6) Abelsche Gruppen. Jede abelsche Gruppe G ist ein ZZ-Modul mit

ZZ ×G→ G, n · g =


g + . . .+ g (n−mal) für n > 0,
−(|n|g) für n < 0,
0 für n = 0.

Da andererseits auch jeder ZZ-Modul per definitionem eine abelsche Gruppe ist,
fällt die Theorie der abelschen Gruppen mit der Theorie der ZZ-Moduln zusam-
men. Die allgemeine Modultheorie ist somit eine Verallgemeinerung der Theorie
abelscher Gruppen.

(7) Moduln über Endomorphismenring. Abelsche Gruppen G kann man
noch auf andere Weise als Moduln auffassen. Die Endomorphismen von G bilden
einen Ring, bezeichnet mit End(G), und G ist ein Modul darüber durch

End(G)×G→ G, (h, g) 7→ h(g).

Wie bei anderen algebraischen Strukturen sind auch bei Moduln die Unter-
strukturen von Interesse:
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8.3 Definition
Sei M ein R-Modul. Eine additive Untergruppe U ⊂M heißt R-Untermodul von
M , wenn

aU ⊂ U für alle a ∈ R.

Diese Eigenschaft kann man suggestiv als RU = U schreiben.
Ist R ein Körper, so nennt man einen Untermodul des Vektorraums RM einen

Untervektorraum oder kurz Unterraum.

Wir haben folgende Möglichkeiten, Untermoduln zu kennzeichnen:

8.4 Hilfssatz
Für eine nicht-leere Teilmenge U eines R-Moduls M sind folgende Eigenschaften
äquivalent:

(a) U ist R-Untermodul von M ;

(b) für alle a, b ∈ R und u, v ∈ U gilt au+ bv ∈ U ;

(c) für alle a ∈ R und u, v ∈ U gilt u+ v ∈ U und au ∈ U .

Beweis: (a)⇒(b) Seien a, b ∈ R, u, v ∈ U . Dann sind nach Definition 8.3 auch
au, bv ∈ U und au+ bv ∈ U .

(b)⇒(c) Gilt (b), und setzt man a = 1 und b = 1, so erhält man u + v ∈ U .
Für b = 0 und a ∈ R ergibt sich au ∈ U .

(c)⇒(a) Nach (c) ist U zunächst Unterhalbgruppe von M . Für a = −1 folgt
aus (c): (−1)u = −u ∈ U , d.h. U ist eine Untergruppe. 2

8.5 Beispiele von Untermoduln
(1) Zu jedem Modul M sind {0} und M Untermoduln.

(2) In einem Ring R sind die Untermoduln von RR gerade die Linksideale
und die Untermoduln von RR die Rechtsideale.

In einem kommutativen Ring sind die Untermoduln von R die Ideale.
So sind etwa für n ∈ IN die Teilmengen nZZ Ideale in ZZ. Übrigens sind alle

Ideale in ZZ von dieser Form.

(3) In jedem R-Modul M und für jedes m ∈M ist die Teilmenge

Rm = {rm | r ∈ R}

ein Untermodul von M . Es ist der kleinste Untermodul von M , der m enthält.
Man nennt ihn den von m erzeugten Untermodul.

(4) Für jeden Ring R und jede Menge I ist die direkte Summe R(I) Unter-
modul vom Produkt RI (vgl. 8.2).
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(5) Anschaulich vorstellen kann man sich wieder die Untervektorräume in
den reellen Räumen IR2 und IR3: Es sind die Geraden und Ebenen, die durch
den Punkt (0, 0) bzw. (0, 0, 0) gehen.

Man kann den IR2 auf verschiedene Weise als Unterraum von IR3 auffassen,
etwa (IR, IR, 0) ⊂ IR3 oder (0, IR, IR) ⊂ IR3.

Aus gegebenen Untermoduln lassen sich auf vielfältige Weise neue bilden:

8.6 Summe und Durchschnitt von Untermoduln
Sind U1 und U2 Untermoduln des R-Moduls M , so ist auch

U1 + U2 = {u1 + u2 | u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}

ein Untermodul von M , denn

a(u1 + u2) + b(v1 + v2) = (au1 + bv1) + (au2 + bv2) ∈ U1 + U2.

Man nennt U1 + U2 die Summe von U1 und U2.
Es ist leicht zu sehen, daß auch U1 ∩ U2 ein Untermodul ist. Dagegen ist

U1 ∪ U2 im allgemeinen kein Untermodul.

Diese Bildungen lassen sich in offensichtlicher Weise auf endlich viele Un-
termoduln U1, . . . , Un von M erweitern, und man erhält dabei die Untermoduln
U1 ∩ . . . ∩ Un und

U1 + · · ·+ Un = {u1 + · · ·+ un | ui ∈ Ui für i = 1, . . . , n}.

Auch für unendliche Familien (Ui)i∈I von Untermoduln von M ist
⋂
i∈I
Ui ein

Untermodul von M , der größte Untermodul, der in allen Ui enthalten ist.

Die Summe aller Ui kann man als die Menge aller endlichen Linearkombi-
nationen der Elemente aus den Ui definieren, also∑

i∈I
Ui = {

∑
j∈J

uj |uj ∈ Uj, J ⊂ I, J endlich }.

Dies ist der kleinste Untermodul, der alle Ui enthält.

Die oben gemachten Beobachtungen führen zu der

8.7 Definition
Sei N eine nicht-leere Teilmenge des R-Moduls M . Dann heißt

〈N〉 :=
∑
n∈N

Rn

die lineare Hülle von N , oder der von N erzeugte Untermodul von M .
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Daß 〈N〉 ein Untermodul ist, folgt aus 8.6. Er ist der kleinste Untermodul,
der N enthält.

Für N = {m} ⊂M ist 〈m〉 = Rm.
Für eine endliche Teilmenge N = {n1, . . . , nk} ⊂M gilt

〈n1, . . . , nk〉 = Rn1 + · · ·+Rnk =
k∑
i=1

Rni.

Für unendliches N kann man schreiben

〈N〉 = {
k∑
i=1

rini | ri ∈ R, ni ∈ N, k ∈ IN}.

Dies ist die Menge der endlichen Linearkombinationen von Elementen in N .

8.8 Definition
Sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge N von M heißt Erzeugendensystem von
M , wenn 〈N〉 = M , wenn also jedes m ∈ M Linearkombination von Elementen
n1, . . . , nk ∈ N ist,

m =
k∑
i=1

rini für geeignete ri ∈ R.

Der R-Modul M heißt endlich erzeugt (auch endlich erzeugbar), wenn es eine
endliche Teilmenge gibt, von der M erzeugt wird.

Jeder R-Modul M besitzt ein Erzeugendensystem N , etwa N = M .
Ein Erzeugendensystem wird häufig als indizierte Teilmenge (= Familie)

(ni)i∈I von M gegeben.

Beispiele
(1) ZZZZ ist endlich erzeugt, ZZQ ist nicht endlich erzeugt.

(2) Für jeden Ring R ist R3 endlich erzeugt, da etwa (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)
ein Erzeugendensystem ist.

Natürlich ist für jedes n ∈ IN der Modul Rn endlich erzeugt.

(3) Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist der Polynomring R[X] ein R-
Modul, und 1, X, X2, . . . ist ein (unendliches) Erzeugendensystem davon. Man
kann sich leicht überlegen, daß es hier kein endliches Erzeugendensystem geben
kann.

8.9 Definition
Sei (Ui)i∈I eine Familie von Untermoduln des R-Moduls M . Die Summe

∑
i∈I Ui

heißt (innere) direkte Summe der Ui, falls gilt

Uj ∩
∑

i∈I\{j}
Ui = {0} für alle j ∈ I.
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Man nennt dann (Ui)I eine unabhängige Familie von Untermoduln und schreibt∑
i∈I

Ui =
⊕
i∈I

Ui =
⊕
I

Ui.

Bei einer endlichen Familie (Ui)i≤n schreibt man U1 ⊕ · · · ⊕ Un.
Speziell ist U1 + U2 genau dann direkte Summe, wenn U1 ∩ U2 = {0}.
Ist M = U1 ⊕ · · · ⊕ Un, so spricht man von einer (endlichen) Zerlegung von

M in direkte Summanden U1, . . . , Un.

Für beliebige Ringe R haben wir zum Beispiel die Zerlegungen

R3 = (R,R, 0)⊕ (0, 0, R) = (R, 0, 0)⊕ (0, R, 0)⊕ (0, 0, R).

Die Bedeutung der unabhängigen Familien von Untermoduln liegt in folgen-
den Eigenschaften:

8.10 Hilfssatz
Für eine Familie (Ui)i∈I von Untermoduln eines R-Moduls M sind folgende Aus-
sagen äquivalent:

(a) Die Summe
∑
I Ui ist direkt (also ist (Ui)I eine unabhängige Familie);

(b) jedes Element u ∈ ∑I Ui läßt sich eindeutig darstellen als

u = ui1 + . . .+ uik , mit uir ∈ Uir und verschiedenen ir ∈ I;

(c) aus vi1 + . . .+ vik = 0, mit vir ∈ Uir und verschiedenen ir ∈ I, folgt
vi1 = . . . = vik = 0.

Beweis: (a)⇒(b) Sei ui1 + . . .+ uik = u′i1 + . . .+ u′ik . Dann gilt

Ui1 3 u′i1 − ui1 = (ui2 − u′i2) + . . .+ (uik − u′ik) ∈
∑

j∈I\{i1}
Uj,

also u′i1 − ui1 = 0. Analog schließt man für die anderen ir.

(b)⇒(c) ist offensichtlich.

(c)⇒(a) Sei uj ∈ Uj∩
∑

i∈I\{j}
Ui, also uj =

∑
i6=j

ui und 0 =
∑
i6=j

ui+(−uj). Wegen

(c) folgt daraus uj = 0. 2

Eng verwandt mit der Unabhängigkeit von Untermoduln ist der entsprechen-
de Begriff für Elemente:
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8.11 Definition
Eine endliche Menge {n1, . . . , nk} von Elementen eines R-Moduls M heißt linear
unabhängig, wenn gilt:

Ist
k∑
i=1

rini = 0 für ri ∈ R, so folgt r1 = r2 = . . . = rk = 0.

Eine (unendliche) Menge N ⊂M heißt linear unabhängig, wenn jede endliche
Teilmenge linear unabhängig ist. Man nennt N linear abhängig, wenn N nicht
linear unabhängig ist.

Nach Definition ist ein einzelnes Element m ∈ M linear unabhängig, wenn
aus rm = 0 auch r = 0 folgt. In einem Vektorraum gilt dies bekanntlich für alle
Elemente 6= 0.

8.12 Hilfssatz
Für eine Familie (ni)i∈I von Elementen eines R-Moduls M sind folgende Eigen-
schaften äquivalent:

(a) (ni)i∈I ist linear unabhängig;

(b) (Rni)i∈I ist eine unabhängige Familie von Untermoduln, und jedes ni ist
linear unabhängig;

(c)
∑
Rni =

⊕
Rni, und jedes ni ist linear unabhängig.

Beweis: Die Äquivalenz von (b) und (c) kennen wir aus 8.10.

(a)⇒(b) Ist r1n1 + . . .+ rknk = 0, dann folgt ri = 0, also rini = 0 und
∑
Rni

ist direkt nach 8.10.

(b)⇒(a) Ist r1n1 + . . . + rknk = 0, so folgt rini = 0, da
∑
Rni direkt ist.

Daraus ergibt sich nun ri = 0, da ni linear unabhängig ist. 2

8.13 Definition
Eine Familie (ni)i∈I von Elementen aus M heißt Basis von M , wenn gilt

(i) (ni)I ist linear unabhängig;

(ii) (ni)I ist Erzeugendensystem von M .

Ein Modul M heißt freier Modul, wenn er eine Basis besitzt.

Beispiele
(1) Für jeden Ring R ist e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) eine Basis

in R3. Man nennt sie die kanonische Basis.
Jedes Element aus R3 ist auf genau eine Weise als Linearkombination der ei

darstellbar.
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Analog erhält man für jedes n ∈ IN eine kanonische Basis von Rn.

(2) Die entsprechende Bildung für eine unendliche Indexmenge I ist die (äuße-
re) direkte Summe von R über I,

R(I) = {(ai)i∈I ∈ RI | ai 6= 0 für nur endlich viele i ∈ I},

die wir in Beispiel 8.2, (4) betrachtet haben. Die kanonische Basis davon ist die
Familie

ei = (δij)j∈I mit
{
δii = 1
δij = 0 für i 6= j

.

δij nennt man das Kronecker-Symbol. Wir werden in 10.8 sehen, daß im wesent-
lichen alle freien Moduln von dieser Form sind.

Man beachte, daß ein beliebiger R-Modul keine Basis zu haben braucht. Zum
Beispiel gibt es für 0 6= n ∈ IN im ZZ-Modul ZZ/nZZ kein (über ZZ) linear
unabhängiges Element.

Auch ZZQ hat keine Basis, denn je zwei Elemente sind linear abhängig.

Wir können aber zeigen, daß es in jedem Modul eine maximale linear un-
abhängige Teilmenge gibt. Dies ist für ZZ/nZZ dann eben die leere Menge.

8.14 Hilfssatz
Sei M ein Modul über einem Ring R. Dann gilt:

Die Menge U aller linear unabhängigen Teilmengen von M ist bezüglich der
Inklusion induktiv geordnet.

Beweis: Gibt es keine linear unabhängigen Elemente in M , dann ist U = {∅}.
Sei V eine nicht-leere, linear geordnete Teilmenge von U . Dann ist

W =
⋃

V ∈V
V

auch eine linear unabhängige Teilmenge von V : Jede endliche Teilmenge von W
ist in einem V ∈ V enthalten und damit linear unabhängig. Man sieht leicht, daß
W Supremum von V ist. Somit ist U induktiv geordnet. 2

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas folgt daraus:

8.15 Korollar
Jeder R-Modul besitzt eine maximale linear unabhängige Teilmenge.

Über beliebigen Ringen braucht eine maximale linear unabhängige Teilmenge
eines Moduls keine Basis zu sein. So bildet etwa in ZZ jedes Element a 6= 0 eine
maximale linear unabhängige Teilmenge, die keine Basis ist falls, a 6= 1,−1.

Wir werden sehen, daß in Moduln über Divisionsringen (Vektorräumen) ma-
ximale linear unabhängige Teilmengen schon Basen sind. Daraus ergeben sich ei-
nige zusätzliche Eigenschaften von Vektorräumen, die wir im nächsten Abschnitt
zusammenstellen wollen.
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8.16 Aufgaben

(1) Man zeige, daß man in der Definition eines R-Moduls M das Axiom
(M4) 1 ·m = m für alle m ∈M durch das folgende Axiom ersetzen kann:

(M4∗) 1 ·m 6= 0 für alle m ∈M \ {0}.

(2) Sei M ein R-Modul und U und V Untermoduln von M . Zeigen Sie:
U ∪ V ist genau dann Untermodul von M , wenn U ⊂ V oder V ⊂ U .

(3) Prüfen Sie, welche der Teilmengen ZZ-Untermoduln von ZZ3 sind:

U1 := {(a, b, c) ∈ ZZ3 | a+ b+ c = 0}
U2 := {(a, b, c) ∈ ZZ3 | a+ b+ c = 1}
U3 := {(a, b, c) ∈ ZZ3 | a = 0}
U4 := {(a, b, c) ∈ ZZ3 | a > 0}
U5 := {(a, b, c) ∈ ZZ3 | a, b, c ∈ IN}

(4) Seien n1, . . . , nk Elemente des R-Moduls M . Zeigen Sie:

(i) 〈n1, . . . , nk〉 =
⋂{U ⊂M | U ist Untermodul mit {n1, . . . , nk} ⊂ U}.

(ii) Für beliebige a1, . . . , ak−1 ∈ R gilt:

〈n1, . . . , nk〉 = 〈n1, n2 + a1n1, n3 + a2n2, . . . , nk + ak−1nk−1〉 .

(5) Seien U und V Teilmengen des R-Moduls M . Man zeige:

(i) 〈U ∪ V 〉 = 〈U〉+ 〈V 〉.

(ii) 〈U ∩ V 〉 ⊂ 〈U〉 ∩ 〈V 〉.

(iii) Finden Sie Teilmengen U0, V0 ⊂ ZZ2 mit 〈U0 ∩ V0〉 6= 〈U0〉 ∩ 〈V0〉.

(6) Sei M ein endlich erzeugbarer R-Modul. Man zeige:
Ist U ein (beliebiges) Erzeugendensystem von M , so gibt es eine endliche Teil-
menge von U , die M erzeugt.

(7) R sei ein Ring und M ein R-Modul. Der Annullator (oder Annihilator)
von M in R ist definiert durch I := {r ∈ R | rM = 0}.
Man zeige:

(i) I ist ein Ideal in R;

(ii) M besitzt eine R/I-Modulstruktur.

(8) R sei ein Ring und M ein R-Modul mit Untermoduln H, K, L. Zeige:

(i) (H ∩K) + (H ∩ L) ⊂ H ∩ (K + L);
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(ii) ist K ⊂ H, so gilt das Modulargesetz, d.h.

(H ∩K) + (H ∩ L) = K + (H ∩ L) = H ∩ (K + L).

(iii) in M = ZZ2 gibt es Untermoduln H,K und L mit

(H ∩K) + (H ∩ L) 6= H ∩ (K + L).
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9 Basis in Vektorräumen

Wir beginnen mit dem im letzten Abschnitt angekündigten Ergebnis.

9.1 Satz
Sei V ein Vektorraum über einem Divisionsring K. Dann besitzt V eine Basis.

Beweis: Nach 8.15 gibt es in V eine maximale linear unabhängige Teilmenge
(vi)i∈I . Wir zeigen ∑

i∈I
Kvi =

⊕
i∈I

Kvi = V.

Wegen der linearen Unabhängigkeit der gegebenen Untermoduln ist die Summe
direkt. Es bleibt zu zeigen, daß sie gleich V ist.

Angenommen, es gibt ein v ∈ V \⊕Kvi. Wegen der Maximalitätsforderung
ist dann v linear abhängig von (vi)i∈I , also Kv ∩∑Kvi 6= 0 und

kv = k1v1 + . . .+ krvr für geeignete k, ki ∈ K, k 6= 0.

Daraus folgt aber nun

v =
k1

k
vi1 + . . .+

kr
k
vir ∈

∑
Kvi,

ein Widerspruch. Somit gilt V =
⊕
Kvi, und (vi)I ist eine Basis (vgl. 8.13). 2

Über Divisionsringen können wir daraus verschiedene Kennzeichnungen von
Basen ableiten:

9.2 Satz
Sei V ein Vektorraum über dem Divisionsring K. Für eine Familie (vi)i∈I von
Elementen aus V sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) (vi)I ist eine Basis von V ;

(b) (vi)I ist ein minimales Erzeugendensystem von V ;

(c) (vi)I ist eine maximale Familie von linear unabhängigen Elementen.

Beweis: (a)⇒(b) (vi)I ist ein Erzeugendensystem. Da es linear unabhängig ist,
kann eine echte Teilmenge kein Erzeugendensystem mehr sein.

(a)⇒(c) Jeder Vektor w ∈ V ist Linearkombination von Elementen aus (vi)I .
Also ist die Menge {vi | i ∈ I} ∪ {w} linear abhängig.
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(b)⇒(a) Es ist zu zeigen, daß jede endliche Teilmenge {v1, . . . , vm} von (vi)I

linear unabhängig ist. Angenommen
m∑
i=0

kivi = 0 für ki ∈ K. Nehmen wir ohne

Einschränkung km 6= 0 an, dann gilt

vm = − 1

km

m−1∑
i=0

kivi.

Damit wäre (vi)i∈I\{m} ein Erzeugendensystem von V , was der Minimalität von
(vi)i∈I widerspricht.

(c)⇒(a) Dies wurde im Beweis von Satz 9.1 gezeigt. 2

9.3 Korollar
Sei V ein endlich erzeugbarer K-Vektorraum. Dann gilt:
Jedes Erzeugendensystem von V enthält eine Basis.

Beweis: Da V endlich erzeugbar ist, enthält jedes Erzeugendensystem von V eine
endliche Teilmenge, die ebenfalls Erzeugendensystem ist. Durch Weglassen von
überflüssigen Vektoren bekommt man daraus ein minimales Erzeugendensystem.
Nach 9.2 ist dies eine Basis. 2

Andererseits läßt sich jede linear unabhängige Teilmenge zu einer Basis
ergänzen. Dies folgt aus dem

9.4 Austauschsatz von Steinitz
Sei V ein endlich erzeugbarer K-Vektorraum und V0 = {v1, . . . , vm} ein Erzeu-
gendensystem von V . Ist {w1, . . . , wr} eine linear unabhängige Teilmenge von V ,
so gilt:

(1) r ≤ m;

(2) man kann geeignete Vα := {vα1 , . . . , vαr} ⊂ V0 so auswählen, daß
{w1, . . . , wr} ∪ (V0 \ Vα) ein Erzeugendensystem von V bildet.

Beweis: w1 läßt sich schreiben als

w1 =
m∑
i=1

rivi mit geeigneten ri ∈ K.

Angenommen rα1 6= 0. Dann ist

vα1 =
1

rα1

w1 +
∑
i6=αi

r′ivi.
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Somit ist {w1} ∪ {V0 \ {vα1}} ein Erzeugendensystem. Nun ist

w2 = sw1 +
∑
i6=αi

sivi mit s, si ∈ K,

wobei nicht alle si = 0 sein können, da w1 und w2 linear unabhängig sind.
Durch Induktion erhalten wir jeweils ein Erzeugendensystem

{w1, . . . , wt} ∪ {V0 \ {vα1 , . . . , vαt}} für alle t ≤ min(r,m).

Angenommen r > m. Dann ergibt sich für t = m, daß {w1, . . . , wm} ein Erzeu-
gendensystem und somit Basis von V ist.

Damit ist aber die Menge {w1, . . . , wm, wm+1} linear abhängig, im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Also gilt r ≤ m. 2

Als einfache Folgerung erhalten wir den

9.5 Basisergänzungssatz
Jede linear unabhängige Teilmenge eines endlich erzeugbaren Vektorraums läßt

sich zu einer Basis ergänzen.

Beweis: Ist {w1, . . . , wr} eine linear unabhängige Teilmenge von V , so ergänzt
man diese zu einer maximalen linear unabhängigen Teilmenge. Diese ist nach 9.4
endlich und nach 9.2 eine Basis. 2

Man beachte, daß die dadurch garantierte Ergänzung einer linear unabhängi-
gen Menge zu einer Basis keineswegs eindeutig bestimmt ist. So kann man zum
Beispiel die linear unabhängigen Vektoren (1, 0, 0) und (0, 1, 0) im K3 sowohl
durch (0, 0, 1) als auch durch (0, 1, 1) oder (1, 1, 1) zu einer Basis ergänzen.

Es sei angemerkt, daß 9.5 auch für nicht notwendig endlich erzeugte Vek-
torräume richtig bleibt. Zum Beweis muß man dann das Zornsche Lemma her-
anziehen.

Eine weitere wichtige Folgerung aus 9.4 ist die Beobachtung:

9.6 Länge von Basen
In einem endlich erzeugbaren K-Vektorraum besteht jede Basis aus gleich vielen
Elementen.

Beweis: Wird der Vektorraum V von m Elementen erzeugt, dann hat jede Basis
höchstens m Elemente, d.h. jede Basis ist endlich.

Sind zwei Basen mit r bzw. s Elementen gegeben, so folgt aus 9.4 sowohl
r ≤ s als auch s ≤ r, also r = s. 2

Damit wird folgende Bezeichnung sinnvoll:
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9.7 Definition
Sei V ein endlich erzeugbarer Vektorraum über einem Divisionsring K. Dann
nennt man die Anzahl der Elemente einer Basis von V die Dimension von V und
schreibt dafür dimK V .

Ist V nicht endlich erzeugbar, so nennt man V unendlich-dimensional und
setzt dimV = ∞.

Auch für unendlich-dimensionale Vektorräume kann man eine Dimension de-
finieren als die Mächtigkeit einer Familie von Basiselementen. Wir werden aller-
dings den Dimensionsbegriff nur für endlich-dimensionale Vektorräume gebrau-
chen.

Sehen wir uns die Dimensionen einiger vertrauter Moduln über einem Divi-
sionsring K an:

Beispiele

(1) dimK K = 1;

(2) dimK 0 = 0, da 0 keine linear unabhängigen Elemente enthält;

(3) dimKn = n, n ∈ IN ;

(4) dimK[X] = ∞;

(5) dimQ IR = ∞.

Als wichtige Eigenschaft stellen wir fest:

9.8 Dimension von Unterräumen
Sei K ein Divisionsring und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann
gilt für einen Unterraum U ⊂ V :

dimK U ≤ dimK V und

dimK U = dimV genau dann, wenn U = V.

Beweis: In U kann es nicht mehr linear unabhängige Elemente geben als in V .
Ist dimU = dimV , so enthält U eine maximale linear unabhängige Teilmenge,
also eine Basis von V . 2

Wir haben gesehen, daß es über jedem Ring R Moduln mit einer Basis gibt,
z.B. Rn mit n ∈ IN . Die obige Beobachtung für Vektorräume wird jedoch für Un-
termoduln von Rn nicht mehr richtig sein. Ja wir können nicht einmal erwarten,
daß Untermoduln und Faktormoduln von Rn wieder eine Basis haben.

Es ist bemerkenswert, daß die Forderung nach der Existenz von Basen in
allen R-Moduln impliziert, daß R ein Divisionsring ist. Wir werden dies in 10.9
zeigen.
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9.9 Aufgaben
(1) Sei V die Menge aller Abbildungen f : IR→ IR. Für f, g ∈ V und r ∈ IR

definiert man

f + g : a 7→ f(a) + g(a) für alle a ∈ IR,
r · f : a 7→ r · f(a) für alle a ∈ IR.

(i) Zeigen Sie, daß V ein IR-Vektorraum ist.

(ii) Welche der folgenden Teilmengen sind IR-Untervektorräume von V ?

W1 := {f ∈ V | f(3) = 0}
W2 := {f ∈ V | f(7) = f(1)}
W3 := {f ∈ V | f(7) = 2 + f(1)}
W4 := {f ∈ V | f(−a) = −f(a) für alle a ∈ IR}
W5 := {f ∈ V | f ist stetig}.

(2) Sei (v1, v2, v3) eine linear unbhängige Familie von Vektoren eines IR-
Vektorraumes V . Zeigen Sie:

(i) (v1 + v2, v2 + v3, v3 + v1) ist linear unabhängig.

(ii) (v1 + v3, v1 + v2 + v3, v1 − 2v2 + v3) ist linear abhängig.

(3) Untersuchen Sie, welche der folgenden Familien von Vektoren des IR3

linear unabhängig, Erzeugendensysteme, Basen des IR3 sind:

F1 =


 1

2
3

 ,
 4

5
6

 ,
 7

8
9


 , F2 =


 1

1
1

 ,
 3

1
2

 ,
 2
−1

1




F3 =


 1

5
−4

 ,
 2

6
−3

 ,
 3
−6
−2

 ,
 4
−5
−1


 , F4 =



√

2√
8√

18

 ,


1
3

√
3

2
3

√
3√

18


.

(4) K sei ein Körper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U ein
Untervektorraum von V . Man zeige, daß es einen Untervektorraum W von V
mit V = U ⊕W gibt.
Ist der Untervektorraum W eindeutig bestimmt?

(5) Es seien folgende Teilmengen von IR3 gegeben:

A1 := {(1, 1, 1), (1, 0,−1)}
A2 := {(1, 1, 1), (1, 0,−1), (0, π,−π)}
A3 := {(1, 1, 1), (1, 0,−1), (0,

√
2, π/2), (44, 44, 4444)}

A4 := {(1, 1, 1), (1, 0,−1), (4, 3, 2), (1,−1,−3)}.
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(a) Man begründe die Antworten auf folgende Fragen:

(i) Ist Ai, i = 1, 2, 3, 4, linear abhängig oder unabhängig?

(ii) Ist Ai, i = 1, 2, 3, ein Erzeugendensystem für IR3?

(iii) Ist Ai, i = 1, 2, 3, 4, eine Basis von IR3?

(b) Man zeige
〈A2〉 = 〈A3〉 6= 〈A2 ∩ A3〉 = 〈A1〉 .

(c) Man zeige A4 ⊂ 〈A1〉. Hieraus bestimme man dim 〈A4〉 und beantworte die
Frage (a.ii) für i = 4.
Außerdem beweise man die Gleichheit

〈A4〉 = {(α, β, 2β − α) | α, β ∈ IR}.

(6) Es seien folgende Unterräume von IR4 gegeben:

U := 〈(−5, 0, 5, 5), (1, 5, 2, 1), (−3,−5, 0, 1)〉 und

V := 〈(2, 1, 1, 0), (−1, 1, 4, 3), (9, 3, 0,−3)〉 .

(a) Man bestimme dimU , dimV , dim(U + V ) und dim(U ∩ V ).

(b) Man gebe jeweils eine Basis von U + V und von U ∩ V an.

(7) Gegeben seien die Vektoren

v1 := (1, 0, 2,−4, 0), v2 := (0,−1, 5, 6, 1),
v3 := (3, 0, 6,−12, 0), v4 := (2,−1, 3, 0,−2) und
v5 := (−6, 1, 1, 12, 8) aus IR5.

Es sei A := {v1, v2, v3, v4, v5} und U := 〈A〉.
(i) Man berechne dimU .

(ii) Bestimmen Sie alle maximalen linear unabhängigen Teilmengen von A.

(8) Gegeben seien die Vektoren aus C3:

u := (2, 1 + i, 2− i), v := (1− i, 2− 2i, 3i) und w := (0,−3 + i, 5− 4i).

Man beweise oder widerlege:

(i) u, v, w sind linear unabhängig im C–Vektorraum C3.

(ii) u, v, w sind linear unabhängig im IR–Vektorraum C3.
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10 Homomorphismen von Moduln

Wie bei Gruppen und Ringen sind auch bei Moduln die strukturverträglichen
Abbildungen von großer Bedeutung. Sie werden ebenfalls als Homomorphismen
bezeichnet. Das Besondere daran ist, daß man sie meist mit Hilfe von Matrizen
darstellen kann. Dadurch werden sie rechnerisch leicht zugänglich. Wir werden
dies in einem späteren Abschnitt ausführlich behandeln. Bevor wir uns mit diesen
Rechnungen befassen, wollen wir die theoretischen Grundlagen verstehen.

10.1 Definition
Eine Abbildung f : M → N von R-Moduln heißt (Modul-)Homomorphismus,
wenn für alle x, y ∈M und r ∈ R gilt

f(x+ y) = f(x) + f(y) und f(rx) = rf(x).

Man nennt diese Abbildungen auch R-Homomorphismen oder R-lineare Abbil-
dungen.

Mit HomR(M,N) bezeichnen wir die Menge der Homomorphismen von M
nach N . Die Begriffe Mono-, Epi-, Iso-, Endo- und Automorphismus werden
analog zur Definition 6.8 gebildet.

Das Urbild der 0 ∈ N unter f : M → N nennt man wieder den Kern von f,

Kern f = {m ∈M | f(m) = 0}.

Da f auch Gruppenhomomorphismus (M,+) → (N,+) ist, sind die bereits
gezeigten Eigenschaften von Kern f auch hier gültig (vgl. 6.15).

Zudem stellen wir fest, daß Kern f ein Untermodul von M ist: Für k ∈ Kern f
und r ∈ R gilt nämlich f(rk) = rf(k) = 0, also rk ∈ Kern f .

Man bestätigt leicht folgende elementare

Eigenschaften
Sei f : M → N ein Homomorphismus von R-Moduln. Dann gilt

(1) f(0M) = 0N .

(2) Für alle x ∈M ist f(−x) = −f(x).

(3) Ist g : N → L ein R-Homomorphismus, so ist auch g ◦ f : M → L ein
R-Homomorphismus.

(4) f ist genau dann Homomorphismus, wenn

f(rx+ sy) = rf(x) + sf(y) für alle r, s ∈ R, x, y ∈M.
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Beispiele von Homomorphismen

(1) Für jeden R-Modul M ist idM : M →M ein R-Homomorphismus.

(2) Sind M und N R-Moduln, dann ist die Nullabbildung

M → N, m 7→ 0 für alle m ∈M,

ein R-Homomorphismus.

(3) Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Für alle r ∈ R ist

M →M, m 7→ rm für alle m ∈M,

ein R-Homomorphismus (Homothetie).

Für nicht-kommutative Ringe R sind die Homothetien nur Z(R)-Homo-
morphismen (mit Z(R)= Zentrum von R).

(4) Sind G und H abelsche Gruppen, dann ist jeder Gruppenhomomorphismus
f : G→ H auch ZZ-Homomorphismus.

Die Menge HomR(M,N) von Homomorphismen zwischen den Moduln M und
N ist eine Teilmenge von Abb(M,N). Wie wir in 8.2,(4) gesehen haben, trägt
Abb(M,N) eine Modulstruktur, die bestimmt ist durch die Modulstruktur von
N . Für f, g ∈ Abb(M,N) und r ∈ R haben wir für jedes m ∈M :

(f + g)(m) := f(m) + g(m)

(rf)(m) := r(f(m)).

Es stellt sich die Frage, ob sich diese Struktur auch auf HomR(M,N) übertragen
läßt. Die Antwort darauf lautet:

10.2 Satz
Seien M und N Moduln über einem Ring R. Dann gilt:

(1) HomR(M,N) ist eine Untergruppe von Abb(M,N).

(2) Ist R ein kommutativer Ring, so ist HomR(M,N) ein R-Untermodul von
Abb(M,N).

Beweis: (1) Es ist zu zeigen, daß für f, g ∈ HomR(M,N) auch f + g und −f
R-Homomorphismen sind. Dies ersieht man aus (mi ∈M , a ∈ R)

(f + g)(m1 +m2) = f(m1 +m2) + g(m1 +m2)

= (f + g)(m1) + (f + g)(m2), und

(f + g)(am) = f(am) + g(am)

= af(m) + ag(m)

= a[(f + g)(m)].
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(2) Sei nun R kommutativ. Wegen (1) bleibt nur noch nachzuweisen, daß
für f ∈ HomR(M,N) und r ∈ R auch rf ein R-Homomorphismus ist. Dazu
betrachtet man

(rf)(m1 +m2) = r(f(m1 +m2)) = r(f(m1)) + r(f(m2))

= (rf)(m1) + (rf)(m2) und

(rf)(am) = r(f(am)) = (ra)f(m) = (ar)f(m)

= a(rf)(m).

Für die zweite Beziehung haben wir tatsächlich die Kommutativität von R
benötigt. 2

10.3 Faktormoduln
Sei U Untermodul des R-Moduls M . Dann wird die Faktorgruppe

M/U = {m+ U | m ∈M}

ein R-Modul durch die Skalarmultiplikation

r(m+ U) := rm+ U für r ∈ R,m ∈M,

und die kanonische Projektion pU : M →M/U ist ein R-Homomorphismus.

Beweis: Da U auch Untergruppe von (M,+) ist, wird die Menge der Restklassen
M/U eine additive Gruppe mit (vgl. 6.16)

(m+ U) + (n+ U) := (m+ n) + U.

Wir müssen uns noch überlegen, ob die Definition der Skalarmultiplikation un-
abhängig von der Auswahl der Repräsentanten ist.

Sei m+ U = m′ + U für m,m′ ∈M , also m′ −m ∈ U . Dann gilt

r(m′ + U) = rm′ + U

= r[m+ (m′ −m)] + U = rm+ U

= r(m+ U).

Wir wissen schon, daß pU : M → M/U ein Gruppenhomomorphismus ist. Au-
ßerdem gilt für m ∈M , r ∈ R:

pU(rm) = rm+ U = r(m+ U) = rpU(m).

Somit ist pU ein R-Homomorphismus. 2
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Mit diesen Komponenten können wir nun den Homomorphiesatz für Gruppen
auch auf Moduln übertragen.

10.4 Homomorphiesatz für Moduln
Sei f : M1 → M2 ein R-Modulhomomorphismus. Dann ist die kanonische Pro-

jektion

pf : M1 →M1/Kern f, a 7→ [a] = a+ Kern f,

ein (Modul-)Epimorphismus, und es gibt genau einen Monomorphismus

f : M1/Kern f →M2

mit f = f ◦ pf , d.h. wir haben das kommutative Diagramm

M1
f−→ M2

pf ↘ ↗ f
M1/Kern f

Der nächste Satz bringt die Bedeutung von Erzeugendensystem und Basis für
lineare Abbildungen zum Ausdruck:

10.5 Satz. M und N seien R-Moduln.

(1) Ist U ⊂M ein Erzeugendensystem, und sind f, g ∈ HomR(M,N) mit

f(u) = g(u) für alle u ∈ U,

dann ist f = g.

(2) Ist (mi)i∈I eine Basis von M und (ni)i∈I eine Familie von Elementen aus
N , dann gibt es genau ein h ∈ HomR(M,N) mit

h(mi) = ni für alle i ∈ I.

Die erste Aussage bedeutet, daß zwei lineare Abbildungen schon dann gleich
sind, wenn sie auf einem Erzeugendensystem übereinstimmen. Die zweite Be-
hauptung besagt, daß man jede Abbildung einer Basis von M in N eindeutig zu
einer linearen Abbildung von M in N fortsetzen kann.

Beweis: (1) Da U Erzeugendensystem ist, hat jedes m ∈M die Form

m = r1u1 + . . .+ rkuk mit ri ∈ R, ui ∈ U.
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Dann gilt:

f(m) = f(r1u1 + . . .+ rkuk) = r1f(u1) + . . .+ rkf(uk)

= r1g(u1) + . . .+ rkg(uk)

= g(r1u1 + . . .+ rkuk)

= g(m).

Dies bedeutet gerade f = g.

(2) Für jede endliche Summe m =
∑
rimi ∈M mit ri ∈ R setze man

h(m) = h(
∑

rimi) :=
∑

rini.

Da zu jedem m ∈M diese ri eindeutig festgelegt sind, ist h eine Abbildung von
M in N . Wir zeigen, daß h ein R-Homomorphismus ist:

Sei m′ =
∑
r′imi ein weiteres Element aus M . Dann gilt (alle auftretenden

Summen sind endlich):

h(m+m′) = h[
∑

(ri + r′i)mi] =
∑

(ri + r′i)ni

=
∑
rini +

∑
r′ini = h(m) + h(m′).

Also ist h ein Gruppenhomomorphismus (M,+) → (N,+). Für s ∈ R gilt:

h(am) =
∑

arini = a
∑

rini = ah(m).

Somit ist h ein R-Homomorphismus.
Die Eindeutigkeit von h folgt aus (1), da eine Basis insbesondere Erzeugen-

densystem ist. 2

Man beachte, daß die (ni)i∈I nicht linear unabhängig sein müssen. Im all-
gemeinen ist auch das Bild einer linear unabhängigen Teilmenge nicht linear
unabhängig. Es gilt:

10.6 Satz
Sei f : M → N ein Homomorphismus von R-Moduln.

(1) Ist U ⊂ M ein Erzeugendensystem von M , dann ist f(U) ein Erzeugen-
densystem von f(M).

(2) Ist f injektiv und U ⊂ M eine linear unabhängige Teilmenge von M , so
ist f(U) linear unabhängig.

(3) Ist U ⊂M eine Basis von M , und ist

(i) f injektiv, dann ist f(U) Basis von f(M);
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(ii) f surjektiv, dann ist f(U) Erzeugendensystem von N ;

(iii) f Isomorphismus, dann ist f(U) Basis von N .

Beweis: (1) Sei n ∈ f(M) und m ∈M mit f(m) = n. Schreiben wir

m = r1u1 + . . .+ rkuk, mit ui ∈ U, ri ∈ R,

so erhalten wir

n = f(m) = r1f(u1) + . . .+ rkf(uk) ∈ 〈f(U)〉 ,

d.h. f(M) wird von f(U) erzeugt.

(2) Seien f(u1), . . . , f(uk) ∈ f(U) und r1f(u1) + . . .+ rkf(uk) = 0.
Dann ist f(r1u1 + . . . + rkuk) = 0, und wegen der Injektivität von f gilt auch
r1u1 + . . .+ rkuk = 0. Da die ui linear unabhängig sind, bedeutet dies ri = 0 für
i = 1, . . . , k. Also sind die f(ui) linear unabhängig.

(3) Diese Aussagen sind einfache Konsequenzen aus (1) und (2). 2

Als unmittelbare Folgerung halten wir fest:

10.7 Korollar
Sei f : M → N ein Epimorphismus.

(1) Ist M endlich erzeugbar, dann ist auch N endlich erzeugbar.

(2) Ist f Isomorphismus und M ein freier Modul, dann ist auch N frei.

(3) Ist f Isomorphismus und M endlich erzeugbar und frei, dann ist N endlich
erzeugbar und frei.

Damit können wir nun die Bedeutung der freien Moduln R(I) zeigen:

10.8 Korollar

(1) Ein R-Modul M ist genau dann frei, wenn M ' R(I) für eine geeignete
Indexmenge I ist.

(2) M ist endlich erzeugbar und frei, wenn M ' Rk für ein k ∈ IN ist.

(3) Jeder R-Modul M ist homomorphes Bild eines Moduls R(I).
Jeder endlich erzeugbare R-Modul ist Bild von Rk mit k ∈ IN .

Beweis: (1) Sei (ni)I eine Basis von M und bezeichne (ei)I die kanonische Basis
von R(I) (siehe Beispiel nach 8.13). Nach 10.5 erhalten wir dann einen Homo-
morphismus

f : R(I) →M, ei 7→ ni für i ∈ I.



10. Homomorphismen von Moduln 89

Da (ni)I Erzeugendensystem ist, ist f epimorph. f ist auch monomorph, da die
f(ei) = ni linear unabhängig sind.

Aus 10.6 folgt, daß jeder zu R(I) isomorphe Modul ebenfalls frei ist.

(2) Dies ergibt sich aus (1) mit I = {1, . . . , k}.

(3) Die Abbildung von (1) ergibt für jedes Erzeugendensystem (ni)I von M
einen Epimorphismus. 2

Mit den nun bereitgestellten Mitteln können wir leicht zeigen, was es bedeu-
tet, wenn jeder R-Modul frei ist:

10.9 Satz
Für einen Ring R sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Jeder R-Modul besitzt eine Basis;

(b) R ist ein Divisionsring.

Beweis: (b)⇒(a) haben wir bereits in Satz 9.1 gezeigt.

(a)⇒(b) Nach dem Satz von Krull (7.19) gibt es ein maximales Linksideal
U ⊂ R. Dann ist R/U ein R-Modul mit den einzigen Untermoduln 0 und R/U .
Da alle R-Moduln eine Basis haben sollen, ist nach 10.8 R/U ' Rk. Dabei muß
natürlich k = 1 sein, also R/U ' R.

Dann hat aber auch R keine Linksideale (Untermoduln) 6= {0}, R, und somit
ist R Divisionsring (Satz 7.9). 2

10.10 Aufgaben
Beweisen Sie, daß U und W Unterräume von IR4 sind, mit

U := {

α1
...
α4

 ∈ IR4 |
4∑
i=1

αi = 0} und

W := {

α1
...
α4

 ∈ IR4 | α2 = 2α1 und α3 = 3α4}.

Bestimmen Sie jeweils eine Basis von U , W , U ∩W , IR4/U und IR4/W .
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11 Dimension und lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Abbildungen von Vektorräumen über
einem Divisionsring K.

Kerne und Bilder von solchen Abbildungen sind wiederum Vektorräume. De-
ren Dimensionen (vgl. 9.7) geben Aufschluß über Eigenschaften der Abbildung.
Grundlage dafür ist die

11.1 Dimensionsformel
Sei f : V → W eine lineare Abbildung von Vektorräumen. Dann gilt

dimV = dim(Bild f) + dim(Kern f).

Beweis: Formal gilt diese Beziehung auch für unendlich-dimensionale Vek-
torräume. Interessant ist sie jedoch nur für endlich-dimensionale V .

Sei also dimV = n < ∞. Wähle v1, . . . , vp als Basis des Unterraums Kern f
von V , wobei p ≤ n. Wir ergänzen diese durch vp+1, . . . , vn zu einer Basis von V .
Dann ist f(vp+1), . . . , f(vn) (und 0) das Bild der Basis v1, . . . , vn und somit ein
Erzeugendensystem von Bild f .

Wir zeigen, daß dies linear unabhängige Vektoren sind und daher eine Basis
von Bild f bilden. Angenommen

0 =
n∑

i=p+1

rif(vi) = f(
n∑

i=p+1

rivi),

also
n∑

i=p+1
rivi ∈ Kern f und folglich

n∑
i=p+1

rivi =
p∑
i=1

sivi für geeignete si ∈ R.

Wegen der linearen Unabhängigkeit der vi folgt daraus

ri = 0 für alle i = p+ 1, . . . , n.

Somit ist f(vp+1), . . . , f(vn) eine Basis von Bild f und dim(Bild f) = n− p.
Wir haben also

dim(Kern f) + dim(Bild f) = p+ n− p = n = dimV.

Man beachte, daß hierbei die Dimension von W keine Rolle spielt. 2

11.2 Korollar
Für jeden Unterraum U eines endlich-dimensionalen Vektorraums V gilt

dimV/U = dimV − dimU .
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Beweis: U ist Kern der linearen Abbildung p : V → V/U . Nach 11.1 gilt daher

dimV = dimV/U + dimU .

2

11.3 Korollar
Für Vektorräume V1, V2 gilt

dimV1 ⊕ V2 = dimV1 + dimV2 .

Beweis: Hat einer der Vektorräume unendliche Dimension, so ist die Gleichung
richtig. Betrachten wir also endlich-dimensionale Räume. Die Projektion

p2 : V1 ⊕ V2 → V2, (v1, v2) 7→ v2,

ist eine lineare Abbildung mit Bild p2 = V2 und Kern p2 = V1 ⊕ 0 ' V1. Nun
liefert wieder die Dimensionsformel das gewünschte Ergebnis. 2

Die Kombination der vorangehenden Beobachtungen ergibt ein weiteres

11.4 Korollar
Für Unterräume U, V eines Vektorraums W gilt

dimU + dimV = dim(U + V ) + dim(U ∩ V ) .

Beweis: Wiederum können wir uns auf endliche Dimensionen beschränken. Wir
bilden die äußere direkte Summe U⊕V (= U⊗V ) und betrachten die Abbildung

µ : U ⊕ V → U + V, (u, v) 7→ u+ v.

Dann ist Bildµ = U + V und

Kernµ = {(a,−a) | a ∈ U ∩ V } ' U ∩ V.

Somit gilt dim(U ⊕ V ) = dimU + dimV (nach 11.3)
= dim(U + V ) + dim(U ∩ V ) (nach 11.3).

2

Wegen der Bedeutung der Dimension des Bildes wurde dafür eine kürzere
Bezeichnung eingeführt:

11.5 Definition
Sei f : V → W ein Homomorphismus von Vektorräumen. Die Dimension von
Bild f nennt man den Rang von f und schreibt dafür Rang f .
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Nach der Dimensionsformel ist Rang f = dimV − dim Kern f .
Ist also dimV endlich, so ist auch Rang f endlich.
Ist Bild f nicht endlich-dimensional, so schreibt man Rang f = ∞.

Wir notieren folgende Eigenschaften von Rang f :

11.6 Satz
Für einen Homomorphismus f : V → W von endlich-dimensionalen Vektor-
räumen gilt:

(1) Rang f ≤ min(dimV, dimW ).

(2) f ist genau dann injektiv, wenn Rang f = dimV .

(3) f ist genau dann surjektiv, wenn Rang f = dimW .

(4) f ist genau dann bijektiv, wenn dimV = Rang f = dimW .

Beweis: (1) Da Bild f Unterraum von W ist, gilt nach 9.8

Rang f = dim Bild f ≤ dimW.

Nach der Dimensionsformel ist natürlich auch Rang f ≤ dimV .

(2) Falls Rang f = dimV gilt, dann folgt aus der Dimensionsformel
dim Kern f = 0, also Kern f = 0, d.h. f ist injektiv.

(3) Gilt Rang f = dimW , dann ist Bild f ein Unterraum von W mit gleicher
Dimension, also Bild f = W (vgl. 9.8), d.h. f ist surjektiv.

(4) ist eine Folgerung aus (2) und (3). 2

Angewendet auf Endomorphismen, ergeben diese Betrachtungen:

11.7 Korollar
Für einen Endomorphismus f : V → V eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) f ist injektiv;

(b) f ist surjektiv;

(c) f ist bijektiv;

(d) Rang f = dimV .

Beweis: Die Aussagen folgen direkt aus 11.6 mit W = V . 2
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11.8 Aufgaben

(1) Betrachten Sie die Unterräume in IR4

U = 〈(2, 1, 4,−1), (1, 1, 3,−1), (−1,−1,−3, 1)〉 und

V = 〈(3, 0, 3, 0), (1,−1, 2,−2), (1, 1, 0, 2)〉 .

(i) Bestimmen Sie dimU , dimV , dim(U + V ) und dim(U ∩ V ).

(ii) Geben Sie eine Basis von U + V und von U ∩ V an.

(2) Man finde alle Untervektorräume von IR2 und IR3 und interpretiere sie
geometrisch.

(3) R sei ein Ring mit Eins. Man zeige, daß

U := {(an)n∈IN ∈ RIN | für alle n ∈ IN : an+2 = an+1 + an}

ein zu R2 isomorpher R-Untermodul von RIN ist.

(4) V sei ein dreidimensionaler IR-Vektorraum mit Basis (b1, b2, b3) und W
ein zweidimensionaler IR-Vektorraum mit Basis (c1, c2).
Die lineare Abbildung f : V → W sei gegeben durch (αi ∈ IR)

f(α1b1 + α2b2 + α3b3) = (α1 − 2α2 + 3α3)c1 + (2α1 + α2 − α3)c2.

(i) Ist f injektiv?

(ii) Ist f surjektiv?

(iii) Bestimmen Sie die Dimensionen von Bild und Kern von f .
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Homomorphismen und Matrizen

Lineare Abbildungen von freien Moduln lassen sich mit Hilfe von Matrizen be-
schreiben. Dies gibt die Möglichkeit zur rechnerischen Bestimmung der Eigen-
schaften solcher Abbildungen.

Da über einem Divisionsring K alle K-Moduln frei sind, sind diese Methoden
insbesondere für alle (endlich-dimensionalen) Vektorräume anwendbar. Darüber-
hinaus lassen Matrizen über Divisionsringen weitere Bildungen zu, die im nach-
folgenden Abschnitt angegeben werden.

Die dabei entwickelten Methoden erlauben eine übersichtliche Behandlung
von linearen Gleichungssystemen.

12 Homomorphismen und Matrizen

Zunächst wollen wir freie Moduln über beliebigen Ringen R betrachten.

12.1 Beschreibung linearer Abbildungen
Sei f : M → N eine lineare Abbildung von R-Moduln. Wir haben in Satz 10.5
gesehen, daß f durch die Werte auf einem Erzeugendensystem von M eindeutig
bestimmt ist.

Ist also x1, . . . , xm ein endliches Erzeugendensystem von M , so ist f durch
die Bilder f(x1), . . . , f(xm) festgelegt.

Ist nun y1, . . . , yn ein Erzeugendensystem von N , so lassen sich die f(xi) als
Linearkombinationen der y1, . . . , yn darstellen, etwa durch

f(x1) = a11 y1 + a12 y2 + . . .+ a1n yn,

f(x2) = a21 y1 + a22 y2 + . . .+ a2n yn,
...

f(xm) = am1 y1 + am2 y2 + . . .+ amn yn,

94
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mit geeigneten Koeffizienten aij ∈ R.
Sind x1, . . . , xm ⊂ M und y1, . . . , yn ⊂ N sogar Basen, so sind die m · n

Elemente aij ∈ R eindeutig bestimmt, und f ist durch diese Daten eindeutig
festgelegt.

Man schreibt diese Elemente in ein Schema, das man (m,n)-Matrix nennt:

Matrix(aij) = (aij) =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn


Das n-Tupel (ai1, . . . , ain) bezeichnet man als i-te Zeile und das m-Tupel a1j
...
amj

 als j-te Spalte der Matrix.

m ist die Zeilenzahl und n die Spaltenzahl von (aij).

Bemerkung: Die Zuordnung der Matrix (aij) zu der linearen Abbildung f
in 12.1 ist in gewissem Sinne willkürlich. Man hätte auch eine Matrix wählen
können, in der Zeilen und Spalten vertauscht sind. Dies macht keinen Unter-
schied im mathematischen Gehalt, führt aber gelegentlich zu anderen Formeln.

Eine Matrix läßt sich als Abbildung

A : {1, · · · ,m} × {1, · · ·n} → R, (i, j) 7→ aij,

auffassen. Damit haben wir für diese Matrizen Operationen zur Verfügung, die
wir bei Abbildungen von Mengen in Moduln definiert haben (vgl. 8.2).

Bezeichnen wir mit R(m,n) die Menge der (m,n)-Matrizen bei gegebenen
n,m ∈ IN . Für (aij), (bij) ∈ R(m,n) und r ∈ R haben wir dann

Matrizenaddition : (aij) + (bij) = (aij + bij)

Skalarmultiplikation : r(aij) = (raij).

Das neutrale Element bezüglich der Addition ist dabei die (m,n)-Matrix, die aus
lauter Nullen besteht, die sogenannte Nullmatrix.

12.2 Satz
Für jeden Ring R und n,m ∈ IN bildet R(m,n) einen freien R-Modul.

Beweis: Die Modulstruktur von R(m,n) haben wir oben angegeben. Um zu zeigen,
daß es ein freier Modul ist, geben wir eine Basis (mit m ·n Elementen) an. Dazu
definieren wir (mit dem Kronecker-Symbol δ) die (m,n)-Matrizen

Eij := (δik · δjl),
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also die (m,n)-Matrizen mit 1 am Schnitt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte
und 0 überall sonst.

Es ist leicht zu sehen, daß dies m · n linear unabhängige Elemente in R(m,n)

sind. Sie bilden auch ein Erzeugendensystem, da für jede Matrix (aij) ∈ R(m,n)

gilt

(aij) =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

aijEij).

Man bezeichnet Eij als die kanonische Basis von R(m,n). 2

Spezialfälle
Eine (1, n)-Matrix heißt Zeilenvektor (∈ Rn),
eine (m, 1)-Matrix heißt Spaltenvektor (∈ Rm).

Die am Beginn des Paragraphen betrachtete Zuordnung einer Matrix zu einem
Homomorphismus können wir nun genauer beschreiben.

12.3 Satz
Seien R ein Ring, M ein R-Modul mit Basis X = (x1, . . . , xm) und N ein R-
Modul mit Basis Y = (y1, . . . , yn).

(1) Die durch 12.1 gegebene Zuordnung

MatXY : HomR(M,N) → R(m,n), f 7→ (aij),

ist ein Gruppenisomorphismus.

(2) Ist R ein kommutativer Ring, so ist MatXY sogar ein Isomorphismus von
R-Moduln.

Beweis: Man beachte, daß wir für HomR(M,N) nur dann eine R-Modulstruktur
haben, wenn R kommutativ ist (vgl. 10.2).

(1) Aus den Anmerkungen zu 12.1 ergibt sich, daß MatXY eine injektive
Abbildung ist.

Sei nun irgendeine Matrix (aij) ∈ R(m,n) gegeben. Dann stellt die rechte Seite
von 12.1 n Elemente bi aus N dar. Da x1, . . . , xm Basis von M ist, gibt es nach
Satz 10.5 genau eine lineare Abbildung f ′ : M → N mit

f ′(xi) = bi = ai1y1 + . . .+ ainyn.

Nach Konstruktion gilt MatXY (f ′) = (aij). Also ist MatXY surjektiv.

Für f, g ∈ Hom(M,N) seien MatXY (f) := (aij), MatXY (g) := (bij), also

f(xi) =
n∑
j=1

aijyj und g(xi) =
n∑
j=1

bijyj.
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Dann gilt (f + g)(xi) = f(xi) + g(xi) =
∑n
j=1(aij + bij)yj, und damit

MatXY (f + g) = MatXY (f) + MatXY (g).

(2) Bei kommutativem R ist für f ∈ HomR(M,N) und r ∈ R auch rf ein
R-Homomorphismus und – wie leicht zu bestätigen –

MatXY (rf) = rMatXY (f).

Somit ist MatXY ein R-Isomorphismus. 2

Wir hatten die Matrizen Eij = (δikδjl) als Basis von R(m,n) kennengelernt.
Welchen Abbildungen M → N entsprechen diese – bei vorgegebenen Basen –
unter dem Isomorphismus Mat? Bei kommutativem R werden die Bilder davon
eine Basis von HomR(M,N) ergeben.

Nach 12.1 haben wir dafür die Zuordnung

xk 7−→
n∑
l=1

δikδjl yl =
{
yj für k = i
0 für k 6= i

.

Dabei wird also dem i-ten Basisvektor von M der j-te Basisvektor von N und
den anderen Basisvektoren von M die 0 zugeordnet.

Bezeichnen wir diese Abbildungen, die von der Wahl der Basen abhängig sind,
mit Êij, also

Êij : M → N, xk 7→
{
yj für k = i
0 für k 6= i

,

so folgt aus Satz 12.3:

12.4 Korollar
Sei R ein kommutativer Ring. Sind M und N freie R-Moduln mit Basen
{x1, . . . , xm} ⊂ M und {y1, . . . , yn} ⊂ N , dann ist HomR(M,N) ein freier
R-Modul mit Basis Êij, i ≤ m, j ≤ n.

Nachdem wir die Beziehung zwischen Homomorphismen und Matrizen ken-
nengelernt haben, stellt sich die Frage, ob auch die Komposition von Abbildungen
eine entsprechende Bildung bei Matrizen erlaubt. Dies führt zu einer Multipli-
kation von Matrizen. Sehen wir uns dazu die Matrizen von zusammengesetzten
Abbildungen an:

Seien M , N und P freie R-Moduln mit den Basen

X = (x1, . . . , xm), Y = (y1, . . . , yn) und Z = (z1, . . . , zp).
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Betrachten wir Homomorphismen f : M → N und g : N → P . Dann ist auch
g ◦ f : M → P ein Homomorphismus, und f , g und g ◦ f bestimmen nach 12.3
drei Matrizen

MatXY (f) =: (aij) ∈ R(m,n)

MatY Z(g) =: (bij) ∈ R(n,p)

MatXZ(g ◦ f) =: (cij) ∈ R(m,p)

Aus den Definitionen erhalten wir

g ◦ f(xi) = g(
n∑
k=1

aik yk) =
n∑
k=1

aik g(yk)

=
n∑
k=1

aik(
p∑
j=1

bkj zj) =
p∑
j=1

(
n∑
k=1

aikbkj)zj

=
p∑
j=1

cij zj.

Somit gilt cij =
n∑
k=1

aikbkj, und wir nehmen dies zur Definition von

12.5 Produkt von Matrizen
Seien R ein Ring und A = (aij) ∈ R(m,n), B = (bij) ∈ R(n,p) Matrizen über R.
Als Produkt von A und B bezeichnet man die Matrix

A ·B := C = (cij) ∈ R(m,p) mit cij =
n∑
k=1

aikbkj.

Man beachte, daß dieses Produkt nur gebildet werden kann, wenn
Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B.

Merkregel:
Für die Berechnung des Eintrags cij im Produkt muß man die j-te Spalte von B
über die i-te Zeile von A legen, die zusammentreffenden Skalare multiplizieren
und dann die Summe der Produkte bilden:



a11 . . . a1n
...

...
i ai1 . . . ain

...
...

am1 . . . amn




j

b11 . . . b1j . . . b1p
...

...
...

bn1 . . . bnj . . . bnp

 =


j

c11 . . . c1p

i
... cij

...
cm1 . . . cmp



Nach Definition dieser Produktbildung gilt die wichtige Beziehung:
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12.6 Satz
Seien R ein Ring und M , N , P drei R-Moduln mit endlichen Basen X, Y und
Z. Dann gilt

MatXZ(g ◦ f) = MatXY (f) ·MatY Z(g).

Aufgrund dieses Zusammenhangs lassen sich sofort folgende Rechenregeln
für die Produktbildung von Matrizen angeben, die man natürlich auch direkt
bestätigen kann:

12.7 Eigenschaften der Multiplikation
Seien R ein Ring und A, A1, A2 ∈ R(m,n), B, B1, B2 ∈ R(n,p), C ∈ R(p,q). Dann
gilt:

(1) (rA)B = r(AB) für alle r ∈ R.
Ist R kommutativ, so gilt auch A(rB) = r(AB) für alle r ∈ R.

(2) A(B1 +B2) = AB1 + AB2.

(3) (A1 + A2)B = A1B + A2B.

(4) (AB)C = A(BC).

Von besonderem Interesse ist die Multiplikation mit den in 12.2 eingeführten
Matrizen Eij. Wir stellen daher einige dieser Beziehungen zusammen, die sich
leicht bestätigen lassen:

12.8 Multiplikation mit Eij

Seien R ein Ring und A = (aij), Eij ∈ R(n,n).

(1) EijErs =
{
Eis falls j = r
0 falls j 6= r.

(2) ErkA = Erk(
∑
i,j aijEij) =

∑
j akjErj;

AErk = (
∑
i,j aijEij)Erk =

∑
i airEik.

(3) ErkAEls = Erk(
∑
i,j aijEij)Els = aklErs.

(4) AB = BA gilt genau dann für alle B ∈ R(n,n), wenn A = rEn für ein
r ∈ Z(R) (Zentrum von R) und En die Einheitsmatrix in R(n,n) ist.

Beweis: Die ersten Aussagen folgen aus der Matrizenmultiplikation.
(4) ergibt sich aus dem Vergleich der beiden Ausdrücke in (2). 2

Das Vertauschen von Zeilen und Spalten einer Matrix ist eine wichtige Ope-
ration, die wir formal festlegen wollen:
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12.9 Definition
Sei R ein Ring und A = (aij) ∈ R(m,n) eine Matrix. Als Transponierte von A
bezeichnet man die Matrix

At := (aji) ∈ R(n,m).

Eine Matrix heißt symmetrisch, wenn A = At gilt.

Bei quadratischen Matrizen bewirkt das Transponieren gerade eine Spiege-
lung an der Hauptdiagonalen.

Halten wir einige allgemeine Eigenschaften dieser Bildung fest.

12.10 Transponieren von Matrizen. Sei R ein Ring.

(1) Für jede Matrix A über R gilt (At)t = A.

(2) Für Matrizen A,B ∈ R(m,n) und r ∈ R gilt (A + B)t = At + Bt und
(rA)t = rAt.

(3) R(m,n) → R(n,m), A 7→ At, ist ein Isomorphismus von R-Moduln.

(4) Ist R kommutativ, A ∈ R(m,n) und C ∈ R(n,k), so gilt (AC)t = CtAt.

(5) Ist R kommutativ, so ist R(m,m) → R(m,m), A 7→ At, ein Antiautomorphis-
mus, und für invertierbare A gilt (A−1)t = (At)−1.

Beweis: (1) Dies folgt unmittelbar aus der Definition.

(2) Diese Aussagen lassen sich leicht bestätigen.

(3) Die Behauptung folgt aus (1). Dabei können die Matrizen sowohl als
Linksmoduln als auch als Rechtsmoduln über R aufgefaßt werden.

(4) Auch dies kann man rechnerisch nachprüfen. Die angegebene Beziehung
gilt nicht mehr über nicht-kommutativen Ringen. (In diesem Fall müßte man
auf der rechten Seite die Multiplikation in R durch die opposite Multiplikation
a ∗ b := ba ersetzen.)

(5) Dies ergibt sich aus (3) und (4). 2

Betrachten wir nun HomR(M,N) für den Fall M = Rm und N = Rn.
Fassen wir den Rm als Zeilenraum R(1,m) auf, d.h. wir behandeln die Elemente

(r1, . . . , rm) ∈ Rm als (1,m)-Matrizen. Diese kann man dann von rechts mit
(m,n)-Matrizen multiplizieren. Für A = (aij) ∈ R(m,n) bekommen wir damit die
Zuordnung

Â : R(1,m) → R(1,n),

(r1, . . . , rm) 7→ (r1, . . . , rm)(aij) = (
m∑
i=1

riai1, . . . ,
m∑
i=1

riain).
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Aus den Eigenschaften der Matrizenmultiplikation folgt, daß dies eine lineare
Abbildung von R-Linksmoduln ist, also Â ∈ HomR(Rm, Rn).

Für die kanonischen Basisvektoren

ei = (δil) = (0, . . . , 1i, . . . , 0) ∈ R(1,m),
e′j = (δjl) = (0, . . . , 1j, . . . , 0) ∈ R(1,n),

bedeutet dies die Zuordnung (für alle i ≤ m)

ei 7→
n∑
j=1

aije
′
j = (ai1, . . . , ain).

Somit spannen die Zeilenvektoren von A das Bild des Homomorphismus’ Â auf.

Bezüglich der kanonischen Basen in Rm, Rn erhält man Mat(Â) = A.

Andererseits ergibt sich für f ∈ HomR(Rm, Rn) mit dieser Notation ̂Mat(f) =
f . Also ist

R(m,n) → HomR(Rm, Rn), A 7→ Â,

die inverse Abbildung zu HomR(Rm, Rn) → R(m,n) aus 12.3.

Fassen wir nun den Rm als Spaltenraum R(m,1) auf. Dann kann man seine
Elemente von links mit (n,m)-Matrizen multiplizieren, und für B = (bij) ∈
R(n,m) bekommen wir die lineare Abbildung von R-Rechtsmoduln

B̂ : R(m,1) → R(n,1), r1
...
rm

 7→ (bij)

 r1
...
rm

 =


∑m
l=1 b1lrl

...∑m
l=1 bnlrl

 .
Stellen wir diese Sachverhalte zusammen:

12.11 Satz
(1) Sei A = (aij) ∈ R(m,n). Dann gilt für die lineare Abbildung von R-Links-

moduln
Â : R(1,m) → R(1,n), (r1, . . . , rm) 7→ (r1, . . . , rm) · (aij),

(i) Bild des i-ten Basisvektors von Rm unter Â ist die i-te Zeile von A.

(ii) Bild Â wird von den Zeilen von A erzeugt.

(2) Sei B = (bij) ∈ R(n,m). Dann gilt für die lineare Abbildung von R-Rechts-
moduln

B̂ : R(m,1) → R(n,1),

 r1
...
rm

 7→ (bij) ·

 r1
...
rm

 :
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(i) Bild des i-ten Basisvektors von Rm unter B̂ ist die i-te Spalte von B.

(ii) Bild B̂ wird von den Spalten von B erzeugt.

(3) Für f ∈ HomR(R(1,m), R(1,n)) und g ∈ HomR(R(m,1), R(n,1)) gilt

f(r1, . . . , rm) = (r1, . . . , rm) ·Mat(f), und

g

 r1
...
rm

 = Mat(g) ·

 r1
...
rm

,
wobei Mat jeweils bezüglich der kanonischen Basis zu bilden ist.

Man beachte, daß in unserem Ansatz die Matrizenmultiplikation bei Zei-
lenräumen Homomorphismen von Linksmoduln, bei Spaltenräumen aber Ho-
momorphismen von Rechtsmoduln über R bewirken. Bei kommutativen Ringen
brauchen wir die Seiten nicht zu unterscheiden:

12.12 Korollar
Sei R ein kommutativer Ring und A = (aij) ∈ R(m,n). Dann haben wir (mit den
oben betrachteten Abbildungen) das kommutative Diagramm

R(1,m) Â→ R(1,n), (r1, . . . , rm) 7→ (r1, . . . , rm) · A,
↓ ↓ ↓ ↓

R(m,1) Ât

→ R(n,1),

 r1
...
rm

 7→ At ·

 r1
...
rm

,
in dem die senkrechten Isomorphismen durch Transponieren gegeben sind.

Die Bedeutung der oben betrachteten Situation liegt darin, daß sich jeder
Homomorphismus zwischen freien Moduln damit in Beziehung bringen läßt.

12.13 Koordinatenisomorphismus
Sei M ein freier R-Modul mit Basis X = (x1, . . . , xm). Für die Standardbasis
e1, . . . , em von Rm bezeichnen wir den durch

κX : M → Rm, xi 7→ ei,

festgelegten Isomorphismus als Koordinatenisomorphismus. Dabei ist es zunächst
gleich, ob wir Rm als Zeilen- oder Spaltenraum betrachten.
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Sei N ein freier R-Modul mit Basis Y = (y1, . . . , yn) und entsprechendem
Koordinatenisomorphismus

κY : N → Rn, yi 7→ ei.

Zu jedem Homomorphismus f : M → N haben wir das kommutative Dia-
gramm

M
f−→ N

κX ↓ ↓ κY
Rm f̃−→ Rn

mit f̃ = κY ◦ f ◦ κ−1
X .

Aus Satz 12.6 läßt sich daraus ableiten:

12.14 Satz
In obiger Situation gilt

MatXY (f) = Mat(f̃),

wobei die rechte Seite bezüglich der kanonischen Basen zu bilden ist.

Beweis: Mit MatXY (f) =: (aij) haben wir

f̃(ei) = κY ◦ f ◦ κ−1
X (ei) = κY (f(xi))

= κY (
n∑
j=1

aijyj) =
n∑
j=1

aijκY (yj) =
n∑
j=1

aijej
.

Daraus ersieht man Mat(f̃) = MatXY (f). 2

12.15 Matrizenringe

(1) Sei R ein Ring. Für jedes m ∈ IN bilden die quadratischen Matrizen
R(m,m) mit der Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation einen Ring mit
Einselement (Einheitsmatrix)

Em = (δij) =

 1 0
. . .

0 1

 .
(2) Sei M ein freier R-Modul mit Basis X = {x1, . . . , xm}.

(i) Die in 12.3 betrachtete Abbildung

MatXX : EndR(M) → R(m,m)

ist ein Ringisomorphismus mit MatX,X(idM) = Em.

(ii) f ∈ EndR(M) ist genau dann ein Isomorphismus, wenn MatXX(f) eine
invertierbare Matrix ist.
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Beweis: (1) Aus den in 12.7 festgehaltenen Eigenschaften der Matrizenmultipli-
kation folgt, daß R(m,m) einen Ring bildet.

(2) (i) Nach 12.3 ist die betrachtete Abbildung

MatXX : EndR(M) → R(m,m)

ein Isomorphismus von additiven Gruppen.
Nach 12.6 gilt für f, g ∈ EndR(M) auch Mat(g ◦ f) = Mat(g) ·Mat(f). Somit

ist Mat ein Ringisomorphismus.

(ii) Sei f : M → M invertierbar. Dann gibt es g : M → M mit g ◦ f = idM
und f ◦ g = idM . Setzen wir MatXX = Mat, so folgt damit

Mat(g ◦ f) = Em = Mat(g) ·Mat(f), Mat(f ◦ g) = Em = Mat(f) ·Mat(g).

2

Bezüglich einer festen Basis X eines freien Moduls M wurde der Identität
durch MatXX die m-te Einheitsmatrix zugeordnet, MatXX(idM) = Em.

Hat man verschiedene Basen X = (x1, . . . , xm) und X ′ = (x′1, . . . , x
′
m) in M ,

so wird der Identität durch MatXX′ nicht die Einheitsmatrix zugeordnet, sondern
die Matrix (tij) mit

x1 = idM(x1) = t11x
′
1 + . . .+ t1nx

′
n

...
...

...
xm = idM(xm) = tm1x

′
1 + . . .+ tmnx

′
n

Nach 12.6 erhalten wir damit (wegen idM ◦ idM = idM)

Em = MatX′X′(idM) = MatX′X(idM) ·MatXX′(idM).

Daraus folgt, daß die Matrix MatXX′(id) = (tij) invertierbar ist.
Für f : M → N erhält man nun für verschiedene Basen in M bzw. N

folgenden Zusammenhang:

12.16 Satz (Basiswechsel)
Über einem Ring R seien
M ein freier Modul mit Basen X = (x1, . . . , xm) und X ′ = (x′1, . . . , x

′
m) und

N ein freier Modul mit Basen Y = (y1, . . . , yn) und Y ′ = (y′1, . . . , y
′
n).

(1) T = MatXX′(idM) ∈ R(m,m) ist invertierbar mit T−1 = MatX′X(idM).
S = MatY Y ′(idN) ∈ R(n,n) ist invertierbar mit S−1 = MatY ′Y (idN).

(2) Für einen Homomorphismus f : M → N gilt:

MatXY (f) = T ·MatX′Y ′(f) · S−1.



12. Homomorphismen und Matrizen 105

Beweis: (1) Dies wurde in unserer Vorbetrachtung ausgeführt.

(2) Die Behauptung ergibt sich mit 12.6 aus dem kommutativen Diagramm

XM
f−→ NY

id ↓ ↓ id

X′M −→ NY ′

.

2

Matrizen, die bezüglich verschiedener Basen den gleichen Homomorphismus
darstellen, faßt man in Klassen zusammen. Bei Homomorphismen zwischen un-
terschiedlichen Moduln kann man die Basis in Quelle und Ziel ändern. Die Matrix
eines Endomorphismus f : M → M hat man gerne bezüglich der gleichen Basis
in M als Quelle und Ziel. Damit haben wir folgende Einteilung der Matrizen:

12.17 Definition
Zwei Matrizen A,B ∈ R(m,n) nennt man äquivalent, wenn es invertierbare Ma-
trizen T ∈ R(m,m), S ∈ R(n,n) gibt mit

A = T ·B · S−1.

Man sagt, A,B ∈ R(m,m) sind ähnlich (oder konjugiert), wenn es eine inver-
tierbare Matrix T ∈ R(m,m) gibt mit

A = T ·B · T−1.

Es ist eine leichte Übung, zu zeigen, daß beide Beziehungen Äquivalenzrela-
tionen auf den entsprechenden Klassen von Matrizen bestimmen.

Da die invertierbaren Matrizen Basiswechsel in entsprechenden freien Moduln
bewirken, ergibt sich aus 12.16:

12.18 Folgerung
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen der Länge m bzw. n.

(1) Zwei Matrizen A,B ∈ R(m,n) sind genau dann äquivalent, wenn es eine
lineare Abbildung f : M → N und Basen X,X ′ von M und Y, Y ′ von N
gibt mit

A = MatXY (f) und B = MatX′Y ′(f).

(2) Zwei Matrizen A,B ∈ R(m,m) sind genau dann ähnlich, wenn es ein f ∈
EndR(M) und Basen X,X ′ von M gibt mit

A = MatXX(f) und B = MatX′X′(f).
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12.19 Aufgaben

(1) R sei ein kommutativer Ring mit Eins,

A =
(
a b
c d

)
∈ R(2,2) und E =

(
1 0
0 1

)
∈ R(2,2).

Man berechne A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E.

(2) Sei A =
(

1 2 3
4 5 6

)
∈ ZZ(2,3) und B =

 1 2
3 4

−1 0

 ∈ ZZ(3,2).

Man berechne die Matrizenprodukte A ·B, B · A, A ·B · A und B · A ·B.

(3) Seien f : Q2 → Q3 und g : Q3 → Q2 gegeben durch

f(x, y) = (x+ 2y, x− y, 2x+ y)

g(x, y, z) = (x− 2y + 3z, 2y − 3z).

(i) Man berechne Mat(f), Mat(g), Mat(g ◦ f) und Mat(f ◦ g) bezüglich der
kanonischen Basen E2 ⊂ Q2 und E3 ⊂ Q3.

(ii) Man zeige, daß g ◦ f ein Isomorphismus ist, und bestimme Mat((g ◦ f)−1)
bezüglich E2.

(4) B = ((1, 1, 0), (1,−1, 1), (1, 1, 1)) ⊂ Q3 und C = ((1, 1), (1,−1)) ⊂ Q2

sind Basen in Q3 bzw. Q2.

(i) Man bestimme die Matrizen MatE3,B(idQ3), MatB,E3(idQ3),

MatE2,C(idQ2) und MatC,E2(idQ2).

(ii) Für die Homomorphismen aus der vorigen Aufgabe berechne man die Ma-
trizen MatC,B(f), MatB,C(g), MatC,C(g ◦ f) und MatB,B(f ◦ g).
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13 Matrizen über Divisionsringen

Wie wir in Satz 11.6 gesehen haben, lassen sich Eigenschaften von Homomorphis-
men von Vektorräumen mit Hilfe des Dimensionsbegriffs beschreiben. Da ande-
rerseits diese Homomorphismen mittels Matrizen dargestellt werden können, ist
zu erwarten, daß auch Matrizen über Divisionsringen zusätzliche Eigenschaften
haben. Solche wollen wir in diesem Abschnitt behandeln.

Setzen wir also voraus, daß K ein Divisionsring ist.
In 12.11 wurde gezeigt, daß das Bild eines Homomorphismus f : Km →

Kn von den Zeilen(vektoren) einer Matrix erzeugt wird. Nun hat Bild f eine
Dimension (den Rang von f), die man somit aus den Zeilen der zugehörigen
Matrix ablesen kann.

13.1 Definition
Die Dimension des von den Zeilen von A ∈ K(m,n) erzeugten Unterraums von
Kn heißt der Zeilenrang von A.

Die Dimension des von den Spalten von A erzeugten Unterraums von Km

nennt man den Spaltenrang von A.

Unserer Gepflogenheit folgend, fassen wir dabei sowohl den Zeilenraum als
auch den Spaltenraum als Linksvektorräume auf. Man kann beide auch als
Rechtsvektorräume über K betrachten und muß bei nicht-kommutativem K
diese Fälle unterscheiden.

Man sieht sofort, daß

Zeilenrang A ≤ min(m,n),
Spaltenrang A ≤ min(m,n).

Man sagt, A hat maximalen Zeilenrang (Spaltenrang), wenn Zeilenrang A =
min(m,n) (Spaltenrang A = min(m,n)).

Im allgemeinen können Zeilen- und Spaltenrang verschieden sein (vgl. 13.9,
Aufgabe 10). Wir werden später sehen, daß für Matrizen über kommutativen
Divisionsringen Zeilenrang = Spaltenrang gilt. Aus 12.11 und 12.14 ergibt sich:

13.2 Satz
Sei f : V → W ein Homomorphismus endlich-dimensionaler K-Vektorräume.
Für beliebige Basen X ⊂ V , Y ⊂ W und A := MatXY (f) gilt:

(1) Zeilenrang A = Rang f .

(2) f ist genau dann injektiv, wenn Zeilenrang A = dimV .

(3) f ist genau dann surjektiv, wenn Zeilenrang A = dimW .

(4) f ist genau dann bijektiv, wenn Zeilenrang A = dimW = dimV .
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Beweis: (1) Setze dimV = m, dimW = n. Mit den Bezeichnungen von 12.14
hat man Rang f = Rang f̃ mit f̃ : Km → Kn. Nach 12.11 wird Bild f̃ von den
Zeilen von Mat(f̃) = MatXY (f) erzeugt, also

Rang f = dim Bild f̃ = Zeilenrang A.

(2)–(4) In 11.6 haben wir die Bedeutung von Rang f für den Homomorphis-
mus f kennengelernt. Damit folgen die Behauptungen aus (1). 2

Für quadratische Matrizen haben wir damit folgende Kennzeichnung der In-
vertierbarkeit:

13.3 Satz
Sei V ein m-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis X. Für f ∈ EndK(V ) mit
A := MatXX(f) ∈ K(m,m) sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) f ist Isomorphismus (injektiv, surjektiv, vgl. 11.7);

(b) A ist invertierbare Matrix;

(c) es gibt eine Matrix B ∈ K(m,m) mit AB = E;

(d) es gibt eine Matrix B ∈ K(m,m) mit BA = E;

(e) Zeilenrang A = m.

Beweis: (a)⇔(b) End(V ) ' K(m,m), und Isomorphismen führen invertierbare
Elemente wieder in invertierbare über (vgl. 12.15).

(b)⇒(c),(d) Diese Implikationen sind klar.

(c)⇒(e) Aus AB = E folgt, daß f injektiv ist, also Rang f = Zeilenrang
A = m.

(d)⇒(e) Aus BA = E folgt, daß f surjektiv ist, also Rang f = Zeilenrang
A = m.

(e)⇒(a) Nach Korollar 11.7 folgt aus Rang f = Zeilenrang A = m, daß f
Isomorphismus ist. 2

Bemerkung: Die Äquivalenzen von (a) bis (d) in 12.1 gelten auch für endlich
erzeugte freie Moduln über kommutativen Ringen (mit anderem Beweis).

Wir wollen nun den Rang einer Matrix A ∈ K(m,n) ermitteln, also die Dimen-
sion des von den Zeilen von A erzeugten Unterraums von K(1,m).

Diese ändert sich nicht, wenn man etwa statt der Zeilen a1, a2, a3 die Zeilen
a1, a2 + a1, a3 betrachtet. Wir stellen daher fest:

Der Rang einer Matrix ändert sich nicht, wenn man
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(1) zu einer Zeile eine andere addiert,

(2) eine Zeile mit einem Skalar 0 6= r ∈ K (von links) multipliziert.

Daraus lassen sich weitere erlaubte Zeilenoperationen ableiten, also Umformun-
gen, die den Zeilenrang der Matrix nicht verändern. Man nennt diese auch ele-
mentare Zeilenumformungen:

(3) Addition des r-fachen eines Zeilenvektors zu einem anderen,

(4) Vertauschen von Zeilenvektoren.

(1) und (2) lassen sich durch Multiplikation mit Matrizen ausdrücken. Dies
geschieht mit den im Beweis von 12.2 eingeführten Matrizen

Eij := (δik · δjl) ∈ K(m,m).

Mit der Einheitsmatrix Em ∈ K(m,m) bewirkt die Multiplikation von A von links

• mit (Em + Eij) die Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile und

• mit (Em + (r − 1)Eii) die Multiplikation der i-ten Zeile mit r 6= 0.

Da diese Operationen umkehrbar sind, sind auch die zugehörigen Matrizen
(Elementarmatrizen) invertierbar.

13.4 Satz
Jede Matrix A ∈ K(m,n) läßt sich durch elementare Zeilenoperationen in eine
(m,n)-Matrix der Form

0 . . . 0 c1,r1 ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 c2,r2 ∗ . . . . . . . . . . . . . . ∗
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 ck,rk ∗ . . . ∗
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0


überführen (Zeilenstufenform), wobei

1 ≤ r1 < r2 < . . . < rk ≤ m, k = RangA, und
c1,r1 6= 0, c2,r2 6= 0, . . . , ck,rk 6= 0.

Man kann immer ci,ri = 1 für i = 1, . . . , k erreichen.
Die ersten k Zeilen sind eine Basis des von den Zeilen von A aufgespannten

Unterraums von Kn.
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Beweis: Zunächst sucht man eine Zeile i mit ai1 6= 0 oder air1 6= 0 für ein
möglichst kleines r1 ≤ n. Diese Zeile bringt man (durch Vertauschen) nach oben.

Nun kann man durch erlaubte Zeilenoperationen erreichen, daß alle anderen
Elemente in der r1-ten Spalte Null werden.

Durch Wiederholen dieser Prozedur erreicht man die gewünschte Form. 2

Hat die Matrix A den Rang r = n < m, so ergibt die obige Darstellung die
Form 

1 ∗ . . . . . . . . . ∗
0 1 ∗ . . . ∗
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 1 ∗
m 0 . . . . . . . . . 0 1

0 . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...
0 . . . . . . . . . . . . . . 0


Es ist leicht zu sehen, daß für m = n daraus durch weitere elementare Zei-

lenumformungen sogar die Einheitsmatrix gewonnen werden kann. Dies eröffnet
eine vorteilhafte Methode zur Ermittlung der Inversen:

13.5 Satz
Sei A ∈ K(m,m) eine Matrix mit RangA = m. Dann gilt:

(1) A kann durch elementare Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix E umge-
formt werden.

(2) Führt man diese Umformungen gleichzeitig mit der Einheitsmatrix E
durch, so ergibt sich dabei die zu A inverse Matrix A−1.

(3) Jede invertierbare Matrix ist Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis: (1) Dies wurde in der Vorbetrachtung erläutert.

(2) Nach (1) gibt es Elementarmatrizen B1, . . . , Bn mit der Eigenschaft

Bn · · ·B2 ·B1 · A = E.

Also gilt Bn · · ·B2 ·B1 = Bn · · ·B2 ·B1 · E = A−1.

(3) ist eine Folge von (2). 2

Beispiel
Sehen wir uns an, wie nach der oben angegebenen Methode die Inverse zur

Matrix

A =

 1 2 3
1 0 2
0 1 0

 ∈ Q(3,3)



13. Matrizen über Divisionsringen 111

berechnet werden kann. Wir bezeichnen die Zeilen mit römischen Ziffern.

1 2 3
1 0 2
0 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

II ↔ III
1 2 3
0 1 0
1 0 2

1 0 0
0 0 1
0 1 0

I− 2 · II
1 0 3
0 1 0
1 0 2

1 0 −2
0 0 1
0 1 0

III− I
1 0 3
0 1 0
0 0 −1

1 0 −2
0 0 1

−1 1 2
I + 3 · III

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

−2 3 4
0 0 1

−1 1 2
(−1) · III

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−2 3 4
0 0 1
1 −1 −2

Daraus lesen wir ab

A−1 =

−2 3 4
0 0 1
1 −1 −2

 .
Fassen wir eine Matrix A ∈ K(m,n) als Homomorphismus Km → Kn auf (vgl.

12.11), dann entspricht nach Satz 12.16 (Basiswechsel) die Umformung von A in
Zeilenstufenform einer Basistransformation in Km.

Führen wir auch Basistransformationen in Kn durch, so läßt sich die Form
von A noch weiter vereinfachen. Wir wollen uns dies ganz allgemein überlegen.

Sei f : V → W ein Homomorphismus von K-Vektorräumen mit Rang f = r,
dimV = m und dimW = n.

Die Wahl von Basen X ⊂ V und Y ⊂ W beeinflußt die Gestalt der Ma-
trix MatXY (f). Wie kann man eine besonders handliche Gestalt dieser Matrix
erreichen?

Dazu wählen wir folgende Basis X in V :

vr+1, . . . , vm sei eine Basis von Kern f ,
v1, . . . , vr soll dies zu einer Basis von V ergänzen.
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Dann ist w1 := f(v1), . . . , wr := f(vr) eine Basis von Bild f . Diese ergänzen
wir durch wr+1, . . . , wn zu einer Basis Y von W .

Dafür gilt nun f(vi) =
{
wi für i = 1, . . . , r
0 i > r

, und damit

MatXY (f) =
(
Er 0
0 0

)
,

wobei Er die (r, r)-Einheitsmatrix bezeichnet.
Hat man nun andere Basen X ′, Y ′ in V bzw. W gegeben mit Transformati-

onsmatrizen T = MatXX′(idV ) und S = MatY Y ′(idW ), so erhält man aus 12.16:

MatXX′(idV ) · MatX′Y ′(f) · MatY ′Y (idW ) =

T · MatX′Y ′(f) · S−1 =
(
Er 0
0 0

)
.

Fassen wir diese Beobachtungen zusammen:

13.6 Satz
Sei K ein Divisionsring.

(1) Ist f : V → W ein Homomorphismus von K-Vektorräumen mit Rang
f = r, so gilt für geeignete Basen X, Y von V bzw. W ,

MatXY (f) =
(
Er 0
0 0

)
.

(2) Ist A ∈ K(m,n) eine Matrix mit Zeilenrang r, dann gibt es invertierbare
Matrizen T1 ∈ K(m,m) und S1 ∈ K(n,n) mit

T1AS1 =
(
Er 0
0 0

)
.

Man nennt dies die Normalform von A.

(3) Ist B ∈ K(m,n) eine weitere Matrix mit Zeilenrang r, dann gibt es inver-
tierbare T2 ∈ K(m,m), S2 ∈ K(n,n) mit

T2AS2 = B.

Beweis: (1) und (2) wurden in den vorangehenden Ausführungen gezeigt.

(3) läßt sich leicht aus (2) ableiten. 2

Aus den gewonnenen Beziehungen können wir Angaben über den Rang von
Matrizen ableiten:
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13.7 Satz
Für jede Matrix A ∈ K(m,n) gilt:

(1) Sind T ∈ K(m,m) und S ∈ K(n,n) invertierbar, so ist

Zeilenrang A = Zeilenrang TAS.

(2) Ist K kommutativ und T , S wie oben, dann gilt

Spaltenrang A = Spaltenrang TAS.

In diesem Fall ist Zeilenrang A = Spaltenrang A. Man spricht dann vom
Rang von A.

Beweis: (1) folgt unmittelbar aus Satz 13.6.

(2) Wenden wir (2) aus Satz 13.6 auf die Matrix At ∈ K(n,m) an, so finden
wir invertierbare Matrizen C ∈ K(n,n) und D ∈ K(m,m) mit

CAtD =
(
Es 0
0 0

)
∈ K(n,m),

mit s = Zeilenrang At = Spaltenrang A.
Durch Transponieren erhalten wir

DtACt =
(
Es 0
0 0

)
∈ K(m,n).

Nach (1) bedeutet dies s = Zeilenrang A = Spaltenrang A. 2

Bemerkung: Für Matrizen A über nicht-kommutativen Divisionsringen K gilt
(allgemeiner als (2) in 13.7): Der Rang des Zeilenraums als Linksvektorraum ist
gleich dem Rang des Spaltenraums als Rechtsvektorraum über K.

In einem endlich-dimensionalen Vektorraum kann es keine endlos aufsteigen-
den Unterräume geben. Dies impliziert viele nützliche Eigenschaften des Endo-
morphismenrings. Eine davon wollen wir herausstellen:

13.8 Fitting’sches Lemma
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Divisionsring K und
g ∈ EndK(V ).

(1) Es gibt ein k ∈ IN mit Kern gk = Kern gk+l für alle l ∈ IN .

(2) Für das k aus (1) gilt: V = Kern gk ⊕ Bild gk.
Man nennt dies eine Fittingzerlegung von V bezüglich g.
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Beweis: (1) Betrachten wir zunächst die aufsteigende Kette von Unterräumen

Kern g ⊂ Kern g2 ⊂ Kern g3 ⊂ . . . .

Dies kann keine echt aufsteigende unendliche Kette von Unterräumen sein, da
sie durch die Dimension von V beschränkt ist. Also gibt es ein k ∈ IN mit
Kern gk = Kern gk+1.

Wir schließen nun durch Induktion nach l. l = 1 ist klar. Nehmen wir an
Kern gk = Kern gk+l.

Es gilt immer Kern gk ⊂ Kern gk+l+1. Zeige Kern gk ⊃ Kern gk+l+1.
Für u ∈ Kern gk+l+1 ist

0 = gk+l+1(u) = gk+l(g(u)),

also – nach Induktionsannahme – g(u) ∈ Kern gk+l = Kern gk. Das bedeutet aber
gk+l(g(u)) = gk+1(u) = 0 und u ∈ Kern gk+1 = Kern gk.

(2) Sei k wie oben. Zeigen wir zunächst Kern gk ∩ Bild gk = 0.
Für v ∈ Kern gk ∩ Bild gk gilt

gk(v) = 0 und v = gk(u) für ein u ∈ V.

Das bedeutet g2k(u) = 0 und – nach (1) – u ∈ Kern gk, also v = gk(u) = 0.
Nun folgt aus dem Dimensionssatz

dimV = dim Kern gk + dim Bild gk,

und somit V = Kern gk ⊕ Bild gk. 2

13.9 Aufgaben

(1) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Man zeige, daß für f ∈
EndK(V ) folgende Aussagen äquivalent sind:

(a) Es existiert ein k ∈ K mit f = k · idV ;

(b) Für alle eindimensionalen Unterräume U von V gilt f(U) ⊂ U ;

(c) Für alle Unterräume U von V gilt f(U) ⊂ U ;

(d) für alle g ∈ EndK(V ) gilt f ◦ g = g ◦ f .

(2) V sei ein IR-Vektorraum mit Basis B = (b1, b2, b3, b4).

(i) Zeigen Sie, daß es genau eine lineare Abbildung f : V → V gibt mit
f ◦ f = f ,
f(b1 + 2b3 + b4) = b1 + b2 − b3 − b4, und
f(2b1 + b2 − b3) = b1 + b3.



13. Matrizen über Divisionsringen 115

(ii) Man bestimme Mat(f) bezüglich der Basis B.

(iii) Wie groß ist der Rang von f?

(3) V und W seien IR-Vektorräume mit Basen B = (b1, b2, b3) ⊂ V und
C = (c1, c2, c3, c4) ⊂ W . Gegeben seien IR-Homomorphismen
f : V → W und g : W → V durch

f(r1b1 + r2b2 + r3b3) = (2r2 − r1 + r3)c1 + (r3 − 3r1)c2 für ri ∈ IR

und g(c1) = 2b1 − b2 + 7b3, g(c2) = 5b2 − 3b1,
g(c3) = −b1 − 2b3, g(c4) = b1 + b2 + b3.

(i) Bezüglich der Basen B ⊂ V und C ⊂ W bestimme man die Matrizen
Mat(f), Mat(g), Mat(g ◦ f) und Mat(f ◦ g).

(ii) Man bestimme den Rang von f , g, g ◦ f und f ◦ g.

(iii) Man gebe das Bild von −b1 − b2 + 3b3 ∈ V unter g ◦ f und das Bild von
c1 − c3 ∈ W unter f ◦ g an.

(4) Sei n ∈ IN und Poln(IR) := {p ∈ IR[x] | p = 0 oder grad p ≤ n}.
f ∈ Hom(Pol3(IR),Pol1(IR)) sei definiert durch

f(α0 + α1x+ α2x
2 + α3x

3) := α0 − α2 + α3 + (α1 − α3)x.

(i) Man verifiziere, daß B := (1, x, 2x2 − 1, 4x3 − 3x) bzw.
C := (1 + x, 1− x) eine Basis von Pol3(IR) bzw. Pol1(IR) ist.

(ii) Man berechne MatB,C(f).

(iii) Bestimmen Sie den Kern und das Bild (durch Angabe einer Basis) von f
sowie den Rang von MatB,C(f).

(5) Sei B = (b1, b2, b3, b4) eine Basis des IR-Vektorraums V und
C = (c1, c2, c3) eine Basis des IR-Vektorraums W . Die lineare Abbildung f : V →
W sei gegeben durch die Matrix

MatB,C(f) =


1 0 1
2 1 0
1 1 −1
3 1 1

 ∈ IR(4,3).

(i) Man berechne Rang f und dim Kern f .

(ii) Man gebe jeweils eine Basis von Bild f und von Kern f an.

(iii) Besitzt 8c1 + 3c2 + 2c3 ∈ W ein Urbild unter f?
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(iv) Man bestimme das Bild von b1 + b2 + b3 + b4 ∈ V unter f .

(v) Finden Sie eine Basis B′ von V , so daß MatB′C(f) Zeilenstufenform hat.

(vi) Finden Sie eine Basis C ′ von W , so daß MatB′C′(f) Normalform hat.

(6) Seien f : IR3 → IR3 und g : IR3 → IR2 lineare Abbildungen. Bezüglich der
kanonischen Basen E2 ⊂ IR2 und E3 ⊂ IR3 gelte

MatE3,E3(f) =

 1 1 0
0 3 1

−10 1 4

 und MatE3,E2(g ◦ f) =

−1 1
−2 4

3 7

 .
(a) Man zeige, daß f ein Isomorphismus ist und berechne MatE3,E3(f

−1).

(b) Man bestimme MatE3,E2(g).

(7) Es sei

A :=


−1 −2 −3

2 3 5
−2 3 1
−2 2 0

 ∈ IR(4,3).

(a) Man ermittle den Rang von A.

(b) Man bestimme invertierbare Matrizen S ∈ IR(4,4) und T ∈ IR(3,3) mit

SAT−1 =


1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 .

(c) Gibt es invertierbare Matrizen S̃ ∈ IR(4,4) und T̃ ∈ IR(3,3) mit

S̃AT̃−1 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

?

Begründung!

Hinweis: Man betrachte den Homomorphismus f : IR4 → IR3, x 7→ xA.

(8) Seien V ein zweidimensionaler IR-Vektorraum mit Basis B = (b1, b2) und
W ein dreidimensionaler IR-Vektorraum mit Basis C = (c1, c2, c3).

(i) Man zeige, daß es genau einen IR-Homomorphismus f : V → V mit f ◦f =
f + idV und f(b1 − 3b2) = 2b1 + b2 gibt.

(ii) Man bestimme MatB,B(f) sowie Rang f .
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(iii) Für Kern f und Bild f finde man jeweils eine Basis.

(iv) Sei g : V → W als IR-Homomorphismus durch

g(α1b1 + α2b2) = (α1 − α2)c1 + (2α1 − λα2)c2 + (3α1 − µα2)c3

für α1, α2, α3, λ, µ ∈ IR definiert. Man bestimme MatB,C(g◦f) und ermittle,
welche Werte der Rang von g ◦ f in Abhängigkeit von λ, µ ∈ IR annehmen
kann.

(9) Für α ∈ IR sei Tα ∈ IR(2,3) die Matrix

Tα :=
(

1 α α2

α 4 8

)
.

Folgende lineare Abbildungen seien gegeben :

ϕα : IR2 → IR3, (x1, x2) 7→ (x1, x2)Tα, und

ϕtα : IR3 → IR2, (x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, x3)T
t
α.

(a) Man berechne (in Abhängigkeit von α) Rangϕα.

(b) Daraus bestimme man die folgenden Dimensionen:
dim Kernϕα, dim Bildϕα, dim Kernϕtα und dim Bildϕtα.

(c) Man bestimme jeweils eine Basis von Kernϕα, Bildϕα, Kernϕtα und
Bildϕtα.

(10) Betrachten Sie die Matrix über den Quaternionen IH,

A :=
(
i −1
j k

)
,

wobei i, j, k die kanonischen Basiselemente von IH sind. Zeigen Sie:

(i) Der Spaltenrang von A als Linksvektorraum über IH ist 1.

(ii) Der Zeilenrang von A als Linksvektorraum über IH ist 2.
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14 Lineare Gleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie die bislang entwickelten Methoden
zur Behandlung von linearen Gleichungssystemen genutzt werden können. Wir
beginnen mit der Betrachtung von allgemeinen Gleichungen.

14.1 Definitionen
Seien X, Y Mengen und f : X → Y eine Abbildung.

(1) Zu jedem b ∈ Y nennt man das Paar (f, b) eine Gleichung.

(2) Ein Element x ∈ X mit f(x) = b heißt Lösung dieser Gleichung.

(3) Das Urbild f−1(b) ⊂ X von b unter f heißt Lösungsmenge von (f, b). Sie
ist also gleich {x ∈ X | f(x) = b}.

(4) Ist die Lösungsmenge nicht leer, so heißt die Gleichung lösbar.

Sei nun R ein Ring und f : M → N eine lineare Abbildung von R-Moduln.
Dann nennt man (f, b) für b ∈ N eine lineare Gleichung.
Es ist klar, daß (f, b) genau dann lösbar ist, wenn b ∈ Bild f .
Für b = 0 kennen wir die Lösungsmenge bereits, es ist Kern f .
Man nennt (f, 0) eine homogene Gleichung und (f, b) eine inhomogene Gleichung,
wenn b 6= 0.

Eine Übersicht über die Gesamtheit der Lösungen wird gegeben durch

14.2 Satz
Sei f : M → N eine lineare Abbildung von R-Moduln und b ∈ N . Ist (f, b) lösbar,
so ist die Lösungsmenge gleich x0 +Kern f , wobei x0 eine (beliebige) Lösung der
Gleichung ist.

Beweis: Ist x0 ∈M eine Lösung von (f, b), dann gilt für jede Lösung x ∈M

f(x− x0) = f(x)− f(x0) = b− b = 0,

also x− x0 ∈ Kern f und x ∈ x0 + Kern f .
Andererseits ist für jedes z ∈ Kern f

f(x0 + z) = f(x0) + f(z) = f(x0) = b,

und damit ist x0 + z eine Lösung von (f, b). 2

Für die weitere Behandlung von Gleichungen wollen wir uns auf Vektorräume
über Körpern beschränken. Ein Teil der Aussagen gilt auch noch für Divisions-
ringe.
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Sei also K ein Körper. Von linearen Gleichungssystemen spricht man, wenn
man speziell die K-Homomorphismen f : K(n,1) → K(m,1) betrachtet. Sie werden
durch Multiplikation mit einer Matrix A = (aij) ∈ K(m,n) dargestellt:

f : K(n,1) −→ K(m,1),

 x1
...
xn

 7−→ A

 x1
...
xn

.

Für ein b =

 b1
...
bm

 ∈ K(m,1) hat dann die Gleichung (f, b) die Gestalt:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

(∗)

Man nennt dies ein lineares Gleichungssystem.

Setzen wir x =

 x1
...
xn

, so haben wir A · x = b.

Wir wissen, daß in der gewählten Darstellung von f das Bild f von den Spal-
ten von A erzeugt wird. Somit ist das System genau dann lösbar, wenn b von
den Spalten linear abhängig ist. Wir können also festhalten:

14.3 Satz

(1) Das Gleichungssystem (∗) ist genau dann lösbar, wenn

RangA = Rang(A, b),

wobei (A, b) ∈ K(m,n+1) die erweiterte Matrix heißt.

(2) Die Lösungsgesamtheit des homogenen Systems A·x = 0 ist ein Unterraum
U ⊂ K(n,1) mit Dimension = n− RangA.

(3) Die Lösungsgesamtheit von (∗) ist leer oder von der Form y + U ,

wobei y = (y1, . . . , yn)
t ∈ K(n,1) eine spezielle Lösung von (∗) ist und U

wie in (2).

(4) Die Gleichung ist genau dann eindeutig lösbar, wenn RangA = n.

Beweis: (1) Wie oben festgestellt, ist (∗) genau dann lösbar, wenn b von den
Spalten von A linear abhängig ist. Dies ist äquivalent zu der Forderung

RangA = Spaltenrang A = Spaltenrang (A, b) = Rang(A, b).
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(2) Die Lösungsmenge des homogenen Systems ist gerade der Kern der von
A bestimmten Abbildung f : K(n,1) → K(m,1). Somit ist sie ein K-Unterraum
mit dimU = n− Rang f (Dimensionsformel 11.1).

(3) Die Behauptung aus 14.2.

(4) Ist die Gleichung eindeutig lösbar, so muß Kern f = 0 gelten, und damit
Rang f = RangA = n.

Gilt andererseits RangA = n, dann ist auch Rang(A, b) = n, und nach (1)
ist das System lösbar. Außerdem gilt in diesem Fall Kern f = 0, und somit ist
die Lösung eindeutig. 2

Mit Hilfe von Matrizenumformungen (vgl. 12.16) erhalten wir folgende Mög-
lichkeit zum Lösen eines Gleichungssystems:

Multipliziert man die Gleichung Ax = b von links mit einer invertierbaren
(m,m)-Matrix B, so ist offenbar die Lösungsmenge der Gleichung

BAx = Bb

die gleiche wie für die Ausgangsgleichung. Speziell heißt dies, daß man die gleiche
Lösungsmenge erhält, wenn man auf die Matrizen

A ∈ K(m,n), b ∈ K(m,1)

die gleichen Zeilenumformungen anwendet. Dies ist natürlich nicht verwunder-
lich, weil dabei eben nur Linearkombinationen der gegebenen Gleichungen gebil-
det werden.

Bringt man A auf diese Weise in die Zeilenstufenform von 13.4, so hat man
ein Gleichungssystem der Form (mit k = RangA)

c1,r1xr1 + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + c1,nxn = b′1
c2,r2xr2 + . . . . . . . . . . . . . . . . + c2,nxn = b′2

. . .
...

...
ck,rkxrk + . . . + ck,nxn = b′k

0 = b′k+1

Ist das System lösbar, so muß sich dabei bk+1 = 0 ergeben. bk+1 6= 0 bedeutet,
daß das System nicht lösbar ist.

Die oben beschriebene Umformung des Gleichungssystems bezeichnet man
als Gauß’sches Eliminationsverfahren:

Man sucht die Gleichung, in der ein ai,r1xri 6= 0 mit möglichst kleinem r1
vorkommt. Diese setzt man in die erste Zeile und eliminiert xr1 aus den anderen
Gleichungen durch Addition eines geeigneten Vielfachen der ersten Zeile. Diese
Prozedur wiederholt man, bis die gewünschte Form des Systems erreicht ist.
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Bemerkung: Um Rang(A, b) zu bestimmen, könnte man auch Spaltenum-
formungen darauf anwenden. Bei der gewählten Schreibweise würden diese je-
doch eine Veränderung der Unbekannten xi bewirken. Zur Bestimmung einer
Lösung sind sie daher hier nicht geeignet.

Sehen wir uns die oben angegebene Methode in einem konkreten Fall an.

Beispiel
Gegeben sei das Gleichungssystem mit Koeffizienten aus Q:

x1 + x2 + x3 = 2
2x1 + 4x2 + 3x3 = −1
4x1 + 6x2 + 5x3 = 3

Wir nehmen die Koeffizienten als Matrix heraus und führen dann die ange-
gebenen Zeilenoperationen durch:

1 1 1 2
2 4 3 −1
4 6 5 3

1 1 1 2
II – 2 · I 0 2 1 −5

III – 4 · I 0 2 1 −5

1 1 1 2
0 1 1

2
−5

2

Um eine spezielle Lösung zu finden, kann man nun x3 beliebig wählen, nehmen
wir x3 = 0. Aus der letzten Zeile ergibt sich dann x2 = −5

2
.

Durch Einsetzen dieser Werte in die erste Zeile findet man

x1 = −x2 − x3 + 2 =
5

2
+

4

2
=

9

2
.

Somit haben wir eine spezielle Lösung: x1 = 9
2
, x2 = −5

2
, x3 = 0.

Nun zur Lösung der homogenen Gleichung. Auch diese kann man aus der
letzten Matrix ablesen. Da die Matrix den Rang 2 hat, hat die Lösungsmenge
Dimension 1. Jede Lösung 6= 0 ist daher Basis des Lösungsraums. Wie leicht
zu sehen ist, ist x1 = −1, x2 = −1, x3 = 2 eine nicht-triviale Lösung, und
Q · (−1,−1, 2) ist der Lösungsraum des homogenen Teils.

Als Lösungsgesamtheit der Ausgangsgleichnung haben wir dann(
9

2
,−5

2
, 0
)

+ Q · (−1,−1, 2).
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Durch Lösen eines homogenen Gleichungssystems läßt sich auch der Kern
eines Homomorphismus bestimmen. Man benutzt dabei die zugeordnete Matrix:

14.4 Kern eines Homomorphismus
V und W seien endlich-dimensionale K-Vektorräume mit Basen X bzw. Y . Ist
f : V → W ein Homomorphismus und A = MatXY (f), dann sind die Koordi-
naten der Elemente von Kern f gerade die Lösungsmenge des Gleichungssystems
At · xt = 0.

Beweis: Wegen Satz 12.14 können wir ohne Einschränkung V = Km und
W = Kn annehmen. Dann ist A ∈ K(m,n), und die Bilder unter f sind Line-
arkombinationen der Zeilen von A. Damit sich Null ergibt, müssen die Koeffizi-
enten x = (x1, . . . , xm) der Gleichung x · A = 0 genügen. Durch Transponieren
erhält man die gewünschte Form At · xt = 0. 2

Sehen wir auch dazu einen konkreten Fall an.

Beispiel
Sei f : Q(1,3) → Q(1,4) ein Homomorphismus, dessen Matrix bezüglich der kano-
nischen Basen folgende Gestalt hat:

Mat(f) =

 1 −2 1 2
1 1 −1 1
1 7 −5 −1


Durch Zeilenumformungen erhalten wir eine Basis von Bild f :

1 −2 1 2
0 3 −2 −1
0 9 −6 −3

1 −2 1 2
3 −2 −1

Daraus ersehen wir, daß Rang f = 2 und dim Kern f = 3− 2 = 1.
Den Kern erhalten wir als Lösungsmenge des durch Mat(f)t bestimmten Glei-

chungssystems 
1 1 1

−2 1 7
1 −1 −5
2 1 −1



x1

x2

x3

x4

 = 0.

Zeilenumformungen ergeben die Matrix(
1 1 1
0 1 3

)
,

aus der sich eine Lösung (x1, x2, x3) = (2,−3, 1) ablesen läßt.
Insgesamt gilt damit Kern f = Q · (2,−3, 1).
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14.5 Aufgaben
(1) Für welche λ ∈ IR ist das folgende Gleichungssystem lösbar? Man bestim-

me dazu die Lösungsmenge.

5x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 = 3
4x1 − 2x2 + 3x3 + 7x4 = 1
8x1 − 6x2 − x3 − 5x4 = 9
7x1 − 3x2 + 7x3 + 17x4 = λ

(2) Man untersuche, für welche a, b ∈ IR das folgende Gleichungssystem über
IR lösbar ist und bestimme dann für diese a, b ∈ IR die Lösungsmenge.

a2 x + 5 y + z = b
a x + (a+ 3) y + 3 z = 0
x + 2 y + z = 0

(3) Man bestimme in Abhängigkeit von t ∈ IR die Lösungsmenge des folgen-
den Gleichungssystems über IR:

x1 + x2 − 2x3 = 1
3x1 + 4x2 − 4x3 = 4 + t
x1 − x2 − 6x3 = 1 − 4t

(4) Man bestimme in Abhängigkeit von t ∈ IR die Lösungsmenge des folgen-
den Gleichungssystems über IR:

x + 2 y − z = 1
2x + 5 y + t z = 3
x + (t+ 1) y + 3 z = 2



Kapitel 5

Determinante und Spur

15 Determinanten

Über kommutativen Ringen können Eigenschaften von Endomorphismen von
Moduln und Matrizen durch eine numerische Größe beschrieben werden, die De-
terminante.

Nach einigen theoretischen Überlegungen dazu werden wir Berechnungs-
möglichkeiten dafür angeben. Die Kenntnis der abstrakten Grundlagen er-
leichtern sowohl das Verständnis als auch die Herleitung von Eigenschaften
der Determinante.

Insbesondere bei der Ermittlung des Wertes einer Determinante ist die Kom-
mutativität des Grundringes sehr wichtig. Wir wollen daher in diesem Abschnitt
voraussetzen, daß R ein kommutativer Ring ist.

Beginnen wir mit einer Verallgemeinerung von linearen Abbildungen.

15.1 Multilineare Abbildungen
M , N seien R-Moduln, und für n ∈ IN bezeichne Mn das n-fache Produkt
M × . . .×M . Eine Abbildung

d : Mn → N, (a1, . . . , an) 7→ d(a1, . . . , an),

nennt man multilinear oder n-linear, wenn sie in den einzelnen ai R-linear ist,
wenn also für jedes i ≤ n und r, s ∈ R gilt

(a1, . . . , rai + sbi, . . . , an) = r(a1, . . . , ai, . . . , an) + s(a1, . . . , bi, . . . , an).

Eine multilineare Abbildung d heißt alternierend, wenn d(a1, . . . , an) = 0,
falls ai = aj für ein Paar i 6= j gilt.

Für n = 1 ist multilinear offenbar gleichbedeutend mit linear.
Man beachte, daß eine multilineare Abbildung keine lineare Abbildung auf

dem R-Modul Mn ist.

124
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Folgerung
Ist d eine alternierende Abbildung, so ändert sich bei Vertauschung von zwei
Komponenten das Vorzeichen, also z.B.

d(a1, a2, a3, . . . , an) = −d(a2, a1, a3, . . . , an).

Beweis: Dies sieht man aus den Gleichungen

0 = d(a1 + a2, a1 + a2, a3, . . . , an)

= d(a2, a1, a3, . . . , an) + d(a1, a2, a3, . . . , an)

+d(a1, a1, a3, . . . , an) + d(a2, a2, a3, . . . , an)

= d(a2, a1, a3, . . . , an) + d(a1, a2, a3, . . . , an),

da die Funktionswerte bei zwei gleichen Komponenten Null werden. 2

Man kann daraus ableiten, wie sich die Abbildung bei beliebiger Vertauschung
der Komponenten verhält.

Erinnern wir uns, daß man eine Permutation σ gerade nennt, wenn sie Pro-
dukt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist, wenn also sgnσ = 1 (vgl.
6.21).

15.2 Hilfssatz
Sei M ein R-Modul und d : Mn → N eine multilineare, alternierende Abbildung.
Dann gilt für alle a1, . . . , an ∈M und σ ∈ Sn

d(a1, . . . , an) = sgnσ · d(aσ(1), . . . , aσ(n)).

Beweis: Für eine Permutation σ = τ1 · · · τk mit Transpositionen τi, gilt sgnσ =
(−1)k und

d(a1, . . . , an) = (−1)kd(aσ(1), . . . , aσ(n)).

2

Damit kann man nun angeben, wie eine multilineare, alternierende Abbildung
Mn → R aussehen muß, falls sie existiert:

15.3 Hilfssatz
Sei M ein R-Modul mit Basis (b1, . . . , bn). Ist d : Mn → R multilinear und

alternierend, so gilt für ai =
n∑
j=1

aijbj ∈M , (aij) ∈ R(n,n),

d(a1, . . . , an) =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)a1,σ(1) · · · an,σ(n) · d(b1, . . . , bn).
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Beweis: Durch wiederholtes Ausnutzen der Linearität in den einzelnen Kompo-
nenten ergibt sich

d(a1, . . . , an) = d(
n∑

j1=1

a1j1bj1 , a2, . . . , an)

=
n∑

j1=1

a1j1d(bj1 , a2, . . . , an)

=
n∑

j1=1

a1j1

 n∑
j2=1

a2j2d(bj1 , bj2 , a3, . . . , an)


· · ·

=
∑

(j1, . . . , jn)

a1j1a2j2 · · · anjnd(bj1 , . . . , bjn)

(alternierend) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1) · · · anσ(n) · d(bσ(1), . . . , bσ(n))

=
∑
σ∈Sn

a1σ(1) · · · anσ(n) · (sgnσ)d(b1, . . . , bn)

=
∑
σ∈Sn

(sgnσ) a1σ(1) · · · anσ(n) · d(b1, . . . , bn).

2

Die angegebenen Eigenschaften von multilinearen, alternierenden Abbildun-
gen weisen auch einen Weg zu deren Existenz und Eindeutigkeit:

15.4 Satz
Sei M ein R-Modul mit Basis (b1, . . . , bn) und β ∈ R invertierbar.
Dann gibt es genau eine alternierende n-lineare Abbildung

d : Mn → R, mit d(b1, . . . , bn) = β.

Beweis: Sei d eine solche Abbildung und d(b1, . . . , bn) = β vorgegeben. Dann ist
der Wert von d auf

(a1, . . . , an) mit ai =
n∑
j=1

aijbj ∈M, (aij) ∈ R(n,n),

durch den in 15.3 gefundenen Ausdruck festgelegt.
Andererseits läßt sich dieser Ausdruck als Definition verwenden. Setzen wir

d(a1, . . . , an) := β ·
∑
σ∈Sn

sgn(σ) · a1σ(1) · · · anσ(n),

und zeigen, daß dadurch eine Abbildung mit den gewünschten Eigenschaften
definiert ist.



15. Determinanten 127

Nehmen wir für (aij) die Einheitsmatrix, so erhalten wir d(b1, . . . , bn) = β.

Prüfen wir die Linearität an der ersten Stelle. Dazu sei a′1 =
n∑
j=1

a′1jbj. Wir

haben

d(a1 + a′1, a2, . . . , an) =
∑
σ∈Sn

sgnσ · (a1σ(1) + a′1σ(1))a2σ(2) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈Sn

sgnσ · [a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

+a′1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)]

= d(a1, a2, . . . , an) + d(a′1, a2, . . . , an).

Für r ∈ R bestätigt man leicht

d(r a1, a2, . . . , an) = r d(a1, a2 . . . , an).

Somit ist d linear in a1. Durch die gleiche Rechnung an den anderen Stellen sieht
man, daß d in der Tat multilinear ist.

Um zu sehen, ob d alternierend ist, nehmen wir ohne Einschränkung a1 = a2

an, also a1j = a2j. Dann ist

d(a1, a1, a3, . . . , an) = β
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1)a2σ(2)a3σ(3) · · · anσ(n)

= β
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1)a1σ(2)a3σ(3) · · · anσ(n)

= β[
∑

σ(1)<σ(2)

sgnσ a1σ(1)a1σ(2)a3σ(3) · · · anσ(n)

+
∑

σ(2)<σ(1)

sgnσ a1σ(2)a1σ(1)a3σ(3) · · · anσ(n)].

Sei τ die Vertauschung von 1 mit 2. Dann können wir oben schreiben:∑
σ(2)<σ(1)

sgnσ =
∑

στ(1)<στ(2)

sgnστ = −
∑

σ(1)<σ(2)

sgnσ

Damit haben wir d(a1, a1, a3, . . . , an) = 0. Mit entsprechender Rechnung sieht
man, daß d(a1, . . . , an) = 0 wird, wenn zwei beliebige Komponenten überein-
stimmen.

Also ist d alternierend. 2

Nunmehr sind wir in der Lage, die wichtigsten multilinearen, alternierenden
Abbildungen zu kennzeichnen:
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15.5 Satz (Determinantenformen)
Sei M ein freier R-Modul mit einer Basis der Länge n und d : Mn → R eine
alternierende, n-lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Es gibt eine Basis (b1, . . . , bn) von M mit d(b1, . . . , bn) = 1;

(b) für jede Basis (c1, . . . , cn) von M ist d(c1, . . . , cn) invertierbar in R;

(c) zu jeder alternierenden, n-linearen Abbildung h : Mn → R gibt es ein δ ∈ R
mit

h(a1, . . . , an) = δ · d(a1, . . . , an).

Eine solche Abbildung d : Mn → R nennt man Determinantenform.
Ist R ein Körper, so ist jedes nicht-triviale d Determinantenform.

Beweis: (a)⇒(b) Stellt man die Basis b1, . . . , bn durch die c1, . . . , cn dar, so gilt
nach 15.3

1 = d(b1, . . . , bn) = d(c1, . . . , cn) · (
∑

sgn . . .).

Somit ist d(c1, . . . , cn) invertierbar.

(b)⇒(a) Ist d(c1, . . . , cn) = r invertierbar, so ist (1
r
c1, c2, . . . , cn) eine Basis

von M mit der gewünschten Eigenschaft.

(a)⇒(c) Mit δ := h(b1, . . . , bn) erhalten wir das gewünschte Ergebnis. Nach
15.3 folgt nämlich aus h(a1, . . . , an) = δ ·d(a1, . . . , an), daß h und δ ·d die gleiche
Abbildung beschreiben.

(c)⇒(b) Zu einer Basis (c1, . . . , cn) wählen wir die alternierende, n-lineare
Abbildung h : Mn → R mit h(c1, . . . , cn) = 1. Nach (c) gibt es δ ∈ R mit

h(c1, . . . , cn) = δ · d(c1, . . . , cn).

Somit ist d(c1, . . . , cn) invertierbar. 2

Es ist leicht zu verifizieren, daß die n-linearen, alternierenden Abbildungen
Mn → R einen R-Modul bilden, nämlich einen Untermodul von Abb(Mn, R).
Die Aussage (c) in 15.5 läßt sich damit so interpretieren:

Der R-Modul der n-linearen, alternierenden Abbildungen Mn → R besitzt
eine Basis aus einem Element.

Jede Determinantenform kann als Basis genommen werden.

Eine weitere wichtige Beobachtung wollen wir herausstellen:

15.6 Korollar
Sei M ein freier R-Modul und d : Mn → R sei n-linear und alternierend.

(1) Sind a1, . . . , an ∈M linear abhängig, so ist d(a1, . . . , an) Nullteiler in R.
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(2) Sei R Körper und d eine Determinantenform. Dann sind für Elemente
a1, . . . , an ∈M folgende Aussagen äquivalent:

(a) d(a1, . . . , an) = 0;
(b) die a1, . . . , an sind linear abhängig.

Beweis: (1) Seien die a1, . . . , an linear abhängig, also
∑n
i=1 riai = 0 mit nicht

allen ri ∈ R gleich Null. Ohne Einschränkung können wir r1 6= 0 annehmen.
Dann gilt

r1 d(a1, . . . , an) = d(r1a1, . . . , an) = −d(
n∑
i=2

riai, a2, . . . , an) = 0.

Also ist d(a1, . . . , an) Nullteiler in R.

(2) (a)⇒(b) Sind die a1, . . . , an linear unabhängig, so bilden sie eine Basis
von M , und nach 15.5 ist d(a1, . . . , an) 6= 0.

(b)⇒(a) ergibt sich aus (1). 2

Wir benutzen die Determinantenformen, um die Determinante eines Endo-
morphismus f : M →M eines freien R-Moduls zu definieren.

Für jede n-lineare, alternierende Abbildung d : Mn → R ist offensichtlich
auch folgende Komposition n-linear und alternierend:

d ◦ fn : Mn → Mn → R
(a1, . . . , an) 7→ (f(a1), . . . , f(an)) 7→ d(f(a1), . . . , f(an)).

Wählt man nun für d eine Determinantenform, so braucht d ◦ fn keine Determi-
nantenform zu sein. Nach 15.5 gibt es jedoch ein δ ∈ R mit

d ◦ fn = δ · d.

Da sich zwei Determinantenformen d, d′ nur um ein invertierbares Element
γ ∈ R unterscheiden, also d′ = γd, ist δ nur von f , nicht aber von der Auswahl
von d abhängig.

15.7 Definition (Determinante von Endomorphismen)
Sei M ein freier R-Modul mit einer Basis der Länge n, und d : Mn → R eine
Determinantenform.

Ist f : M → M ein Endomorphismus, so bezeichnet man das Element
det(f) ∈ R mit

d ◦ fn = det(f) · d

als Determinante von f .
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Bei Wahl einer Basis (b1, . . . , bn) von M haben wir

d(f(b1), . . . , f(bn)) = det(f) · d(b1, . . . , bn).

Da d(b1, . . . , bn) invertierbar ist (vgl. 15.5), erhält man daraus

det(f) = δ =
d(f(b1), . . . , f(bn))

d(b1, . . . , bn)
.

Diese Beziehung gibt uns die Möglichkeit zur Berechnung von det(f). Es ist leicht
nachzuprüfen, daß das Ergebnis sowohl von der Wahl der Determinantenform als
auch der Wahl der Basis (b1, . . . , bn) von M unabhängig ist.

Ohne eine genaue Rechenprozedur zu kennen, lassen sich aus der Definition
schon wichtige Aussagen über die Determinante ableiten.

15.8 Eigenschaften der Determinante
Sei M ein freier R-Modul mit einer Basis der Länge n. Dann gilt:

(1) det(0) = 0, det(id) = 1 und det(r · id) = rn für r ∈ R.

(2) f ∈ End(M) ist injektiv, wenn det(f) kein Nullteiler in R ist.

(3) Für f, g ∈ End(M) ist

det(g ◦ f) = det(f) · det(g) = det(f ◦ g).

Beweis: Sei d eine Determinantenform und (b1, . . . , bn) eine Basis von M .

(1) Diese Beziehungen sind leicht zu bestätigen.

(2) Ist f nicht injektiv, so sind die f(b1), . . . , f(bn) linear abhängig, und

d(f(b1), . . . , f(bn)) = det(f) · d(b1, . . . , bn)

ist nach 15.6 ein Nullteiler. Damit ist det(f) Nullteiler.

(3) Nach Definition der Determinante haben wir

det(g ◦ f) · d(b1, . . . , bn) = d(g ◦ f(b1), . . . , g ◦ f(bn))

= det(g) · d(f(b1), . . . , f(bn))

= det(g) · det(f) · d(b1, . . . , bn).

Wir dürfen d(b1, . . . , bn) kürzen und bekommen dann (R kommutativ)

det(g ◦ f) = det(g) · det(f) = det(f ◦ g).

2
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Auch folgende interessante Beziehung können wir herleiten, ohne die Deter-
minante explizit berechnen zu müssen:

15.9 Adjunkte Matrix eines Endomorphismus
Sei M ein R-Modul mit Basis B = (b1, . . . , bn) und d : Mn → R eine Determi-
nantenform mit d(b1, . . . , bn) = 1.

Zu f ∈ EndR(M) bilden wir die Matrix Ad(f) = (dkl) ∈ R(n,n) mit

dkl = d(f(b1), . . . , bk, . . . , f(bn)), bk an l-ter Stelle,

welche wir die zu f adjunkte Matrix nennen. Dafür gilt

MatBB(f) · Ad(f) = det(f)En,

wobei En die n-te Einheitsmatrix bezeichnet.

Beweis: Setzen wir MatBB(f) = (aij) ∈ R(n,n), also f(b1) =
∑n
k=1 a1kbk. Damit

gilt

det(f) = det(f) · d(b1, . . . , bn) = d(
n∑
k=1

a1kbk, f(b2), . . . , f(bn)) =
n∑
k=1

a1k dk1.

Außerdem gilt

0 = d(f(b2), f(b2), · · · f(bn)) = d(
n∑
k=1

a2kbk, f(b2), . . . f(bn)) =
n∑
k=1

a2k dk1.

Mit analogen Einsetzungen an den verschiedenen Stellen erhalten wir

n∑
k=1

aik dkj = δij det(f).

Dies ergibt die gewünschte Relation. 2

Damit bekommen wir verschiedene Beschreibungen für Isomorphismen:

15.10 Kennzeichnung von Isomorphismen
Sei M ein freier R-Modul mit einer Basis der Länge n.

Für f ∈ EndR(M) sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) f ist ein Isomorphismus;

(b) f ist surjektiv;

(c) es gibt ein g ∈ EndR(M) mit f ◦ g = idM ;

(d) es gibt ein h ∈ EndR(M) mit h ◦ f = idM ;
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(e) det(f) ist invertierbar in R.

Es gilt dann det(f−1) = det(f)−1.
Ist R ein Körper, so ist f genau dann injektiv, wenn det(f) 6= 0.

Beweis: Sei B = (b1, . . . , bn) eine Basis von M .
Offensichtlich impliziert (a) die Aussagen (b), (c) und (d).

(b)⇒(c) Sei f surjektiv. Wir definieren eine R-lineare Abbildung

g : M →M, bi 7→ ci mit ci ∈ f−1(bi).

Damit gilt f ◦ g = idM .

(c)⇒(e) Nach (3) in 15.8 folgt aus f ◦ g = idM

1 = det(idM) = det(f ◦ g) = det(f) · det(g).

Somit ist det(f) invertierbar.

(b)⇒(a) Ist f surjektiv, so ist – wie eben gezeigt – det(f) invertierbar. Nach
15.8,(2) ist dann f auch injektiv.

(d)⇒(e) sieht man analog zu (c)⇒(e).

(e)⇒(a) Ist det(f) invertierbar, so ist f injektiv (siehe 15.8,(2)). Es bleibt
noch zu zeigen, daß f auch surjektiv ist. Ist R ein Körper, so folgt dies bereits
aus 15.6, da dann f(b1), . . . , f(bn) eine Basis von M ist.

Über Ringen hilft uns 15.9 weiter. Danach gilt für die zu f adjunkte Matrix
D, daß Mat(f) ·D = det(f)E. Somit ist D := 1

det(f)
D eine rechtsinverse Matrix

zu MatBB(f).
Zur gegebenen Basis B definiert D̄ einen Endomorphismus h : M →M (vgl.

12.3), und nach Satz 12.6 gilt

MatBB(h ◦ f) = MatBB(f) ·MatBB(h) = E.

Also ist h ◦ f = idM , und h ist surjektiv. Wie in (b)⇒(a) gezeigt, ist damit h
bijektiv. Daraus folgt wiederum, daß auch f bijektiv ist.

Ist f invertierbar, so gilt

1 = det(f−1 ◦ f) = det(f) · det(f−1).

2

Nachdem uns die Bedeutung der Determinante klar geworden ist, wollen wir
uns auch überlegen, wie wir ihren Wert feststellen können. Dies wird uns durch
die Matrix eines Endomorphismus ermöglicht:



15. Determinanten 133

15.11 Berechnung der Determinante
Sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (b1, . . . , bn). Ist f ∈ EndR(M) und

MatBB(f) = (aij), so gilt

det(f) =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n).

Beweis: Sei d : Mn → R eine Determinantenform. Es gilt f(bi) =
∑n
j=1 aijbj,

und mit der Berechnung in 15.3 folgt

det(f) · d(b1, . . . , bn) = d(f(b1), . . . , f(bn))

=
∑
σ∈Sn

(sgnσ)a1σ(1) · · · anσ(n) · d(b1, . . . , bn).

Durch Kürzen von d(b1, . . . , bn) ergibt sich die gewünschte Beziehung.
Wie früher schon angemerkt, ist MatBB(f) von der Wahl der Basis abhängig,

det(f) jedoch nicht. 2
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16 Die Determinante einer Matrix

In 15.11 haben wir gezeigt, wie die Determinante eines Endomorphismus’ aus
der zugehörigen Matrix (bezüglich irgendeiner Basis) berechnet werden kann.
Wir nehmen dies zur Definition der Determinante einer beliebigen quadratischen
Matrix.

Auch hier setzen wir wieder voraus, daß R ein kommutativer Ring ist.

16.1 Definition
Zu einer Matrix A = (aij) ∈ R(n,n) definieren wir als Determinante

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1) . . . anσ(n).

Man benutzt auch die Notation det(A) = |A|.

Fassen wir den Rn als Zeilenraum auf mit den kanonischen Basisvektoren
ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) (1 an i-ter Stelle), und betrachten die Determinantenform
(vgl. 15.4)

d : (Rn)n → R mit d(e1, . . . , en) = 1.

Jede Matrix A = (aij) ∈ R(n,n) bestimmt eine R-lineare Abbildung

Â : R(1,n) → R(1,n), (r1, . . . , rn) 7→ (r1, . . . , rn) · (aij),

und Mat(Â) = A (bezogen auf die kanonische Basis, vgl. 12.11).
Nach 15.11 gilt dann det(Â) = det(A), wobei die erste Determinante für En-

domorphismen, die zweite Determinante für Matrizen (nach 16.1) gemeint ist.
Wegen dieser Gleichheit brauchen wir die Notationen dafür nicht zu unterschei-
den.

Die Bilder der ei unter Â sind die Zeilen von A.
Durch die vorangegangenen Interpretationen von A können wir unmittelbar

angeben:

16.2 Eigenschaften der Determinante von Matrizen
Sei A = (aij) ∈ R(n,n) eine Matrix. Dann gilt

(1) det(A) = det(At).

(2) det(A) ist Nullteiler, wenn die Zeilen (Spalten) von A linear abhängig sind.

(3) Für jede Matrix B ∈ R(n,n) ist

det(AB) = det(A) det(B).
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Beweis: (1) Da R kommutativ ist, gilt für jedes τ ∈ Sn

a1τ(1) · · · anτ(n) = a1τ−1(1) · · · anτ−1(n).

Damit erhalten wir nun

det(At) =
∑
τ∈Sn

(sgn τ)aτ(1),1aτ(2),2 · · · aτ(n),n

=
∑

τ−1∈Sn

(sgn τ−1)a1τ−1(1) · · · anτ−1(n) = det(A).

(2) Dies folgt aus 15.6 (und (1)).

(3) Unter Benutzung von 15.8 und 12.6 haben wir

det(AB) = det(ÂB) = det(Â) det(B̂)

= det(B̂ ◦ Â) = det(Â) det(B̂)

= det(A) det(B).

2

Auch die Kennzeichnung von Isomorphismen in 15.10 können wir auf Matri-
zen übertragen:

16.3 Invertierbare Matrizen
Für jede Matrix A ∈ R(n,n) sind äquivalent:

(a) A ist invertierbar;

(b) es gibt ein B ∈ R(n,n) mit AB = E;

(c) es gibt ein B ∈ R(n,n) mit BA = E;

(d) det(A) ist invertierbar in R.

Es gilt dann det(A−1) = det(A)−1.

16.4 Berechnung von Determinanten
Die Definition der Determinante einer Matrix gibt auch die Möglichkeit ihrer

Berechnung durch Permutationen und Summen von Koeffizienten.

Für n = 2 kann man dies leicht aufschreiben:

det
(
a11 a12

a21 a22

)
=
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.
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Regel von Sarrus
Für n = 3 kann man die Berechnung durch geschickte Notation recht über-

sichtlich gestalten. Man fügt Kopien der beiden ersten Spalten von rechts an die
Matrix an, bildet die Summe der Produkte der Elemente in der Pfeilrichtung ↘
und subtrahiert die Summe der entsprechenden Produkte in der Richtung ↗:

a11 a12 a13 | a11 a12

↘ ↗↘ ↗↘ ↗
a21 a22 a23 | a21 a22

↗ ↗↘ ↗↘ ↘
a31 a32 a33 | a31 a32

Schreiben wir das auch ausführlich auf:

det

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12.

Bei n ≥ 4 wird die Auswertung der definierenden Gleichung der Determi-
nante deutlich mühsamer. Zum Glück gibt es verschiedene Methoden, sich die
Berechnung zu erleichtern.

Berechnung nach Zeilenumformungen
Die Determinante von A = (aij) bleibt bei gewissen Zeilenumformungen un-
verändert. Da det : (Rn)n → R eine alternierende, n-lineare Abbildung in den
Zeilen ist, gilt:

(i) Vertauschen von zwei Zeilen ändert das Vorzeichen der Determinante.

(ii) Addition einer Vielfachen einer Zeile zu einer anderen verändert den Wert
der Determinante nicht.

Ist R ein Körper, so kann man auf diese Weise (aij) in eine Dreiecksmatrix
überführen,

A′ =


a′11 a′12 . . . ∗
0 a′22

...
. . .

...
0 a′nn

 ,

die – eventuell bis auf das Vorzeichen – die gleiche Determinante hat:

± det(A) = det(A′) = a′11 · · · a′nn.
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Berechnung aus Teilmatrizen
Seien R ein Körper und A ∈ R(n,n) eine Matrix der Form

A =
(
B D
0 C

)

mit B ∈ R(p,p), D ∈ R(p,n−p) und C ∈ R(n−p,n−p). Dann gilt

det(A) = det(B) · det(C).

Beweis: Ist die Determinante ungleich Null, so sind die Zeilen vonB und C linear
unabhängig. Somit lassen sich B und C durch Zeilenumformungen von A auf obe-
re Dreiecksgestalt bringen. Dann ist det(A) das Produkt der Diagonalelemente
dieser Matrix, und det(B), det(C) erhält man als Produkt der Diagonalelemente
der entsprechenden Teilmatrizen. Damit ist die angegebene Formel klar. 2

Allgemein kann die Berechnung der Determinante einer (n, n)-Matrix auf die
Berechnung der Determinanten von (n−1, n−1)-Matrizen zurückgeführt werden.
Erinnern wir uns dazu an die Definition der adjunkten Matrix Ad(f) = (dkl) zu
einem Endomorphismus f eines freien R-Moduls M mit Basis B = (b1, . . . , bn)
und einer Determinantenform d : Mn → R (siehe 15.9):

dkl = d(f(b1), . . . , bk, . . . , f(bn)), bk an l-ter Stelle.

Für M = Rn bestimmt eine Matrix A = (aij) ∈ R(n,n) den Endomorphismus

Â : Rn → Rn, (a1, . . . , an) 7→ (a1, . . . , an) · A.

Wähle die Determinatenform d : Rn → R mit d(e1, . . . , en) = 1, wobei
(e1, . . . , en) die kanonische Basis von Rn bezeichne.

16.5 Definition
Als Adjunkte Ad(A) = (Akl) von A definieren wir die Adjunkte von Â (mit einer
Determinantenform d), also

Akl = d(e1A, . . . , ek, . . . , enA), ek an l-ter Stelle

= det



a1,1 . . . a1,k−1 a1,k a1,k+1 . . . a1,n
...

...
...

...
...

al−1,1 . . . al−1,k−1 al−1,k al−1,k+1 . . . al−1,n

0 0 0 1 0 . . . 0
al+1,1 . . . al+1,k−1 al+1,k al+1,k+1 . . . al+1,n

...
...

...
...

...
an,1 . . . an,k−1 an,k an,k+1 . . . an,n
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= (−1)k+l det



1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a1,1 . . . a1,k−1 a1,k+1 . . . a1,n

...
...

...
...

0 al−1,1 . . . al−1,k−1 al−1,k+1 . . . al−1,n

0 al+1,1 . . . al+1,k−1 al+1,k+1 . . . al+1,n
...

...
...

...
0 an,1 . . . an,k−1 an,k+1 . . . an,n


Bis auf das Vorzeichen berechnen sich also die Akl als Determinanten der

(n−1, n−1)-Matrizen, die sich aus A durch Streichen der k-ten Spalte und l-ten
Zeile ergeben.

Die Determinante von A läßt sich auf verschiedene Weise als Linearkombina-
tion dieser Größen angeben:

16.6 Laplacescher Entwicklungssatz

Sei A = (aij) ∈ R(n,n). Für jedes l ≤ n gilt

det(A) =
n∑
k=1

alk · Akl.

Man nennt dies die Entwicklung von det(A) nach der l-ten Zeile.

Beweis: Die entsprechende Beziehung wurde im Beweis 15.9 für Endomorphis-
men gezeigt. Schreiben wir das Argument mit l = 1 nochmals in unserer Situation
auf:

det(A) = det(A) · d(e1, . . . , en) = d(
n∑
k=1

a1kek, e2A, . . . , enA) =
n∑
k=1

a1k Ak1.

2

Mit den eingeführten Bezeichnungen folgt nun aus 15.9:

16.7 Satz
Für jede Matrix A = (aij) ∈ R(n,n) gilt

A · Ad(A) = det(A) · En,

wobei En die n-te Einheitsmatrix bezeichne.
Ist det(A) invertierbar, dann gilt

A−1 =
1

det(A)
· Ad(A).
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Für eine Matrix mit invertierbarer Determinante ergibt die oben angegebene
Beziehung einen Weg zur Berechnung der inversen Matrix. Meist ist dies jedoch
nicht die einfachste Möglichkeit, die Inverse zu finden.

Beispiel
Sehen wir uns die allgemeinen Ausführungen für n = 3 an. Sei

A =

 a b c
d e f
g h i

 ∈ R(3,3).

Die Entwicklung nach der zweiten Zeile ergibt:

det(A) = −d
∣∣∣∣ b c
h i

∣∣∣∣+ e

∣∣∣∣ a c
g i

∣∣∣∣− f
∣∣∣∣ a b
g h

∣∣∣∣ .
Entwickeln wir nach der dritten Zeile, so haben wir:

det(A) = g
∣∣∣∣ b c
e f

∣∣∣∣− h
∣∣∣∣ a c
d f

∣∣∣∣+ i
∣∣∣∣ a b
d e

∣∣∣∣ .
Die Adjunkte zu A sieht so aus:

Ad(A) =



∣∣∣∣ e f
h i

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ b c
h i

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ b c
e f

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ d f
g i

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a c
g i

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ a c
d f

∣∣∣∣∣∣∣∣ d e
g h

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ a b
g h

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a b
d e

∣∣∣∣


Die Komponente (2, 2) von AAd(A) ergibt sich als

(AAd(A))22 = −d
∣∣∣∣ b c
h i

∣∣∣∣+ e

∣∣∣∣ a c
g i

∣∣∣∣− f
∣∣∣∣ a b
g h

∣∣∣∣ = det(A).

Mit Hilfe der Determinante läßt sich auch die Lösung von eindeutig lösba-
ren Gleichungssystemen angeben. Wir wissen, daß dann die Matrix des Systems
invertierbar, also deren Determinante ebenfalls invertierbar sein muß.

16.8 Cramersche Regel
Sei A = (aij) ∈ R(n,n) eine invertierbare Matrix und b ∈ Rn. Bezeichnen wir

mit ai die i-te Spalte von A, dann gilt für die Lösung x = (x1, . . . , xn)
t des

Gleichungssystems Ax = b:

xi =
1

det(A)
· det(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an).
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Beweis: Ist x = (x1, . . . , xn) die Lösung des Systems, also

b = x1a1 + . . .+ xnan,

dann folgt aus den Eigenschaften der Determinante

det(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an)

=
∑n
k=1 xk det(a1, . . . , ai−1, ak, ai+1, . . . , an)

= xi · det(A).

2

Sehen wir uns diese Lösungsmethode in einem konkreten Fall an.

Beispiel
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten aus Q:

x1 + 2x2 − 3x3 = 14
2x1 − x2 + x3 = −3
−x1 + 7x2 − 2x3 = 19

Nehmen wir die bestimmende Matrix heraus, und berechnen die Determinante: 1 2 −3
2 −1 1

−1 7 −2

 , det(A) = −38.

Somit ist das System eindeutig lösbar mit den Koeffizienten

x1 = − 1

38

∣∣∣∣∣∣∣
14 2 −3
−3 −1 1
19 7 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 1;

x2 = − 1

38

∣∣∣∣∣∣∣
1 14 −3
2 −3 1

−1 19 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 2;

x3 = − 1

38

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 14
2 −1 −3

−1 7 19

∣∣∣∣∣∣∣ = −3.

Also haben wir die Lösung (x1, x2, x3) = (1, 2,−3).



16. Die Determinante einer Matrix 141

16.9 Aufgaben

(1) Über einem kommutativen Ring R seien A,B ∈ R(n,n) gegeben. Zeigen
Sie:

det
(
A B
B A

)
= det(A+B) · det(A−B).

(2) (i) Berechnen Sie det

 4 −6 10
11 1

√
7

−1 1, 5 −3

 mit der Regel von Sarrus.

(ii) Berechnen Sie det


1 5 14 15
2 11 30 34
3 12 37 35
4 13 45 36

.

(3) Für (x, y, z) ∈ IR3 sei definiert

A(x,y,z) :=

 1 5 6
x y z
4 2 3

 ∈ IR(3,3).

Weiter sei

U := {(x, y, z) ∈ IR3 | A(x,y,z) ist nicht invertierbar}.

(a) Man zeige, daß U ein Unterraum von IR3 ist und gebe eine Basis von U an.

(b) Für (x, y, z) ∈ IR3 \ U berechne man A−1
(x,y,z).

(4) Sei R ein kommutativer Ring, n ∈ IN . Zu b1, . . . , bn ∈ R bilden wir die
(n, n)-Matrizen

Bn :=


1 b1 b21 . . . bn−1

1

1 b2 b22 . . . bn−1
2

...
...

...
. . .

...
1 bn b2n . . . bn−1

n

 .
Man zeige (Vandermondesche Determinante):

detBn =
∏

1≤i<k≤n
(bk − bi).
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17 Die Spur von Endomorphismen

und Matrizen

Ähnlich wie die Determinante, lassen sich den Endomorphismen von freien Mo-
duln mit Hilfe von Determinantenformen noch andere Größen zuordnen. Eine
davon wollen wir in diesem Abschnitt einführen.

Wir werden wieder voraussetzen, daß R ein kommutativer Ring ist.
M sei ein freier R-Modul mit Basis (b1, . . . , bn) und d : Mn → R eine Deter-

minantenform mit d(b1, . . . , bn) = 1.
Zu einem Endomorphismus f : M → M haben wir die alternierende, multi-

lineare Abbildung

Mn fn

−→Mn d−→ R

gebildet. Nach Satz 15.5 ist dies ein Vielfaches der Determinantenform d, und
d ◦ fn = det(f) · d war die definierende Gleichung für die Determinante.

Wir geben nun zu f eine andere alternierende, n-lineare Abbildung Mn → R
an. Auch diese ist nach Satz 15.5 ein Vielfaches der Determinantenform d, und
wir werden uns für den auftretenden Faktor interessieren.

17.1 Hilfssatz
Mit den oben festgelegten Notationen ist die Zuordnung

σf,d : Mn → R, (a1, . . . , an) 7−→
n∑
i=1

d
(
a1, . . . , f(ai), . . . , an

)
,

eine multilineare und alternierende Abbildung.

Beweis: Sehen wir uns das Verhalten beim Vertauschen der ersten beiden Ar-
gumente an:

σf,d(a1, a2, . . . , an) + σf,d(a2, a1, . . . , an)

=
n∑
i=1

(
d(a1, a2, . . . , f(ai), . . . , an) + d(a2, a1, . . . , f(ai), . . . , an)

)
= d(f(a1), a2, . . . , an) + d(f(a2), a1, . . . , an)

+d(a1, f(a2), . . . , an) + d(a2, f(a1), . . . , an) = 0.

Die gleichen Umformungen lassen sich an den anderen Stellen durchführen. Auch
ist leicht zu sehen, daß man Skalare aus jeder Komponente nach vorne ziehen
kann. 2

Als alternierende Multilinearform ist σf,d ein skalares Vielfaches von d. Damit
legen wir fest:
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17.2 Definition (Spur von Endomorphismen)
Seien M ein freier R-Modul mit einer Basis der Länge n, d : Mn → R eine
Determinantenform und f : M →M ein Endomorphismus.

Das Element Sp(f) ∈ R mit der Eigenschaft

σf,d = Sp(f) · d

bezeichnet man als Spur von f .

Für eine Basis b1, . . . , bn von M gilt somit

Sp(f) =

n∑
i=1

d
(
b1, . . . , f(bi), . . . , bn

)
d(b1, . . . , bn)

(∗)

Jede andere Determinantenform hat die Gestalt d′ = γ · d mit invertierbarem
γ ∈ R. Daher ist Sp(f) unabhängig von der Wahl der Form d.

Aus der angegebenen Beziehung kann man direkt ablesen:

17.3 Eigenschaften der Spur
Sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (b1, . . . , bn). Dann gilt:

(1) Sp(0) = 0 und Sp(idM) = n · 1 (1 ∈ R).

(2) Für f, g ∈ End(M) und r ∈ R gilt

Sp(rf) = r Sp(f) und Sp(f + g) = Sp(f) + Sp(g).

Somit ist Sp : EndR(M) → R ein R-Modulhomomorphismus.

(3) Für (aij) := MatBB(f) gilt

Sp(f) = a11 + a22 + · · ·+ ann.

Beweis: (1) und (2) lassen sich direkt aus (∗) ablesen.

(3) Nach Definition von (aij) gilt f(bi) =
∑n
j=1 aijbj und damit

n∑
i=1

d(b1, . . . ,
n∑
j=1

aijbj, . . . , bn) = (a11 + a22 + · · ·+ ann)d(b1, . . . , bn).

Damit folgt die Behauptung ebenfalls aus (∗). 2

Ähnlich wie bei den Determinanten nehmen wir die Beziehung (3) zur
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17.4 Definition (Spur einer Matrix)
Als Spur einer Matrix A = (aij) ∈ R(n,n) bezeichnen wir

Sp(A) =
n∑
i=1

aii.

Die Spur ist also die Summe der Elemente der Hauptdiagonale.

Mit diesen Begriffsbildungen stellen wir fest:

17.5 Folgerung
Sei M ein freier R-Modul mit Basis B = {b1, . . . , bn} und f : M → M ein
Endomorphismus mit A := MatB,B(f) ∈ R(n,n), dann gilt

Sp(f) = Sp(A).

Die Spur einer Matrix läßt sich also sehr leicht berechnen. Daher lassen sich
auch Eigenschaften der Spur von Endomorphismen einfach durch entsprechende
Rechnungen in Matrizen zeigen.

17.6 Eigenschaften der Spur einer Matrix

Für A,B,C ∈ R(n,n), r ∈ R und En ∈ R(n,n) (Einheitsmatrix) gilt:

(1) Sp(0) = 0 und Sp(En) = n · 1R.

(2) Sp(rA) = r · Sp(A) und Sp(A+B) = Sp(A) + Sp(B).
Also ist Sp : R(n,n) → R ein R-Modulhomomorphismus.

(3) Sp(AB) = Sp(BA) und Sp(ABC) = Sp(CAB) = Sp(BCA).

(4) Ist B invertierbar, so ist Sp(B−1AB) = Sp(A).

(5) Sp(A) = Sp(At).

Beweis: Die in (1) und (2) angegebenen Beziehungen kennen wir schon für
Endomorphismen. Sie lassen sich ohne Mühe direkt nachrechnen.

(3) Mit A = (aij), B = (bij) ergibt sich die erste Gleichung aus

Sp(AB) =
n∑
i=1

(
n∑
k=1

aik bki) =
n∑
k=1

(
n∑
i=1

bki aik

)
= Sp(BA).

Die zweite Gleichung erhält man aus der Assoziativität der Multiplikation von
Matrizen und wiederholte Anwendung der ersten Identität.

(4) ist direkte Folge von (3).

(5) ist klar, da die Diagonalen von A und At übereinstimmen. 2
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Diese Beobachtungen können wir auch für Endomorphismen festhalten:

17.7 Eigenschaften der Spur von Endomorphismen
Sei M ein freier R-Modul mit endlicher Basis. Für f, g, h ∈ EndR(M) gilt:

(1) Sp(g ◦ f) = Sp(f ◦ g).

(2) Sp(h ◦ g ◦ f) = Sp(g ◦ f ◦ h) = Sp(f ◦ h ◦ g).

(3) Ist g Isomorphismus, so ist Sp(g ◦ f ◦ g−1) = Sp(f).

Bemerkungen

(1) Sp(A) = 0 kann auch für invertierbare Matrizen gelten, z.B. für

A =
(

0 1
1 0

)
oder A =

(
1 0
0 −1

)
.

(2) Zeilenumformungen, die die Determinante unverändert lassen, können sehr
wohl die Spur verändern.

(3) Für einen endlich dimensionalen Q-Vektorraum V und f, g ∈ EndQ(V ),

kann nicht
g ◦ f − f ◦ g = r · id

gelten, da
0 = Sp(g ◦ f − f ◦ g) 6= r · Sp(id) = r · n.

Dies ist bemerkenswert, da in anderen Räumen solche Beziehungen vor-
kommen (z.B. Quantentheorie, Heisenberg’sche Unschärferelation).

Wir haben die Spur als lineare Abbildung End(M) → R (bzw. R(n,n) → R)
kennengelernt. Lineare Abbildungen in den Grundring nennt man Linearformen.
Näheres dazu werden wir später ausführen. Hier wollen wir festhalten, daß die
Spur dabei eine Sonderrolle einnimmt:

17.8 Spur und Linearformen auf EndR(M)
Sei M ein freier R-Modul mit Basis der Länge n.

(1) Zu jeder Linearform α : EndR(M) → R gibt es ein h ∈ EndR(M) mit

α(g) = Sp(h ◦ g) = 0 für alle g ∈ EndR(M).

(2) Sei f ∈ EndR(M). Ist Sp(f ◦ g) = 0 für alle g ∈ EndR(M), so ist f = 0.

(3) Ist α : EndR(M) → R eine Linearform mit α(f ◦ g) = α(g ◦ f) für alle
f, g ∈ EndR(M), dann gibt es (genau) ein

r ∈ R mit α(f) = r · Sp(f) für alle f ∈ EndR(M).
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Die obigen Zusammenhänge können wir auch für Matrizen formulieren, und
wir werden den Beweis dafür angeben:

17.9 Spur und Linearformen auf R(n,n)

(1) Zu jeder Linearform α : R(n,n) → R gibt es ein H ∈ R(n,n) mit

α(A) = Sp(H · A) = 0 für alle A ∈ R(n,n).

(2) Sei A ∈ R(n,n). Ist Sp(AB) = 0 für alle B ∈ R(n,n), so ist A = 0.

(3) Ist α : R(n,n) → R eine Linearform mit α(AB) = α(BA) für alle A,B ∈
R(n,n), dann gibt es (genau) ein

r ∈ R mit α(A) = r · Sp(A) für alle A ∈ R(n,n).

Beweis: (1) Da α eine lineare Abbildung ist, genügt es, die Aussage auf der
Basis Eij von R(n,n) zu verifizieren. Für die gewünschte Matrix H = (hij) muß
also gelten

α(Eij) = Sp(HEij) = Sp(
∑
k,l

hklEklEij) = hji,

da in der Diagonale der Matrix HEij nur das Element hji von Null verschieden
sein kann (vgl. 12.8).

Somit erfüllt (nur) die Matrix H = (α(Eij)) die gewünschte Bedingung.

(2) Die Behauptung ergibt sich aus (1), da nur die Nullmatrix der Nullform
R(n,n) → R entspricht.

(3) Sei α(AB) = α(BA) für alle A,B ∈ R(n,n) und H ∈ R(n,n) wie in (1). Aus
den Eigenschaften der Spur ergibt sich damit

Sp(BHA) = Sp(HAB) = α(AB) = α(BA) = Sp(HBA),

und damit Sp((HB −BH)A) = 0 für alle A,B ∈ R(n,n).
Nach (2) bedeutet das HB−BH = 0 für alle B ∈ R(n,n). Nach 12.8 ist dann

B = rE für ein geeignetes r ∈ R.
Aus (1) ergibt sich nun α(A) = r · Sp(A) für alle A ∈ R(n,n). 2

17.10 Aufgaben

(1) Sei A = (aij) ∈ R(n,n). Zeigen Sie Sp(AAt) =
m∑
i=1

n∑
j=i

(aij)
2.

(2) Zeigen Sie für A ∈ R(2,2): A2 = 0 genau dann, wenn Sp(A) = Sp(A2) = 0.

(3) Betrachten Sie die Linearform

α : R(4,4) → R, (aij) 7→ a11 + · · ·+ a14.

Bestimmen Sie eine Matrix H ∈ R(4,4) mit α = Sp(H−).



Kapitel 6

Eigenwerte und Jordansche
Normalform

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Feinstruktur von Endomorphismen
und Matrizen befassen. Es wird unter anderem darum gehen, durch Wahl einer
geeigneten Basis eine vorteilhafte Form der einem Endomorphismus zugeordne-
ten Matrix zu finden (etwa Diagonalform, Dreiecksform). Dazu suchen wir Un-
terräume, die von einem gegebenen Endomorphismus in sich übergeführt werden.

18 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei K ein Körper. Beschäftigen wir uns zunächst mit den Elementen, die von
einem Endomorphismus eines K-Vektorraums V in ein Vielfaches von sich selbst
abgebildet werden.

18.1 Definition
Sei V ein K-Vektorraum und f : V → V ein Endomorphismus.
Ein Element 0 6= m ∈ V heißt Eigenvektor von f , wenn

f(m) = rm für ein r ∈ R.

Man nennt dann r einen Eigenwert von f .
Für jedes s ∈ R bezeichnet man den Unterraum

E(s) = {n ∈ V | f(n) = sn} = Kern(f − s id) ⊂ V

als Eigenraum von f zu s.

Man beachte, daß man den Nullvektor 0 ∈ V nicht Eigenvektor nennt, obwohl
er formal die definierende Gleichung erfüllt. Dagegen kann 0 ∈ K durchaus ein
Eigenwert sein. So ist s ∈ K genau dann Eigenwert von f , wenn E(s) 6= 0.

E(0) = Kern f und E(1) = {n ∈ V | f(n) = n} (Fixelemente).

147
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18.2 Definition
Sei f ∈ EndK(V ). Ein Untervektorraum U ⊂ V heißt f -invariant oder f -stabil,
wenn f(U) ⊂ U .

Es ist offensichtlich, daß für f ∈ EndK(V ) alle Eigenräume dazu f -invariant
sind. Sie haben noch weitere wichtige Eigenschaften:

18.3 Satz
Sind r1, . . . , rn ∈ K paarweise verschiedene Eigenwerte von f ∈ EndK(V ), dann
bilden die Eigenräume E(r1) . . . , E(rn) von f eine unabhängige Familie von Un-
termoduln (vgl. 8.9), also

n∑
i=1

E(ri) = E(r1)⊕ · · · ⊕ E(rn).

Beweis: Zu zeigen ist, daß aus

(∗) 0 =
n∑
i=1

zi, zi ∈ E(ri),

stets zi = 0 folgt. Wir beweisen dies durch vollständige Induktion über n. Dabei
ist n = 1 klar.

Nehmen wir an, die Behauptung sei für n− 1 richtig. Aus (∗) folgt

0 = f(0) =
n∑
i=1

f(zi) =
n∑
i=1

rizi

und damit

0 =
n−1∑
i=1

(ri − rn)zi.

Wegen (ri − rn)zi ∈ E(ri) folgt aus der Induktionsannahme (ri − rn)zi = 0 für
i ≤ n− 1, also zi = 0, da nach Voraussetzung ri − rn 6= 0. 2

Aus Dimensionsbetrachtungen erhalten wir das

18.4 Korollar
Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum, so hat jedes f ∈ EndK(V ) höchstens
Rang f (≤ dimV ) verschiedene Eigenwerte.

Beispiel
Zu einem Endomorphismus braucht es keine Eigenwerte zu geben. Betrachten
wir dazu

f : IR2 → IR2, (1, 0) 7→ (0, 1), (0, 1) 7→ (−1, 0).
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Angenommen, k ∈ IR ist ein Eigenwert mit Eigenvektor (r1, r2), also

k(r1, r2) = f(r1, r2) = (−r2, r1).

Dies bedeutet r2 = −kr1, r1 = kr2 und damit r2
1 + r2

2 = 0. Also gilt E(k) = 0
und k ist kein Eigenwert.

Endomorphismen mit möglichst vielen Eigenvektoren lassen sich folgender-
maßen kennzeichnen:

18.5 Satz
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ∈ End(V ).
Gibt es zu f genau n verschiedene Eigenwerte r1, . . . , rn, und bezeichnet bi jeweils
den Eigenvektor zu ri, dann gilt:

(1) E(ri) = Kbi (also hat jeder Eigenraum Dimension 1).

(2) V =
n⊕
i=1

Kbi, d.h. B = (b1, . . . , bn) ist eine Basis.

(3) MatB,B(f) =


r1 0

r2
. . .

0 rn

.

Beweis: (1), (2) Nach Voraussetzung hat jeder Eigenraum E(ri) mindestens
Dimension 1, und somit gilt dim(

⊕n
i=1E(ri)) ≥ n.

Nach 18.3 bedeutet dies
⊕n

i=1E(ri) = V und dimE(ri) = 1.

(3) Da f(bi) = ribi für alle i ≤ n, folgt die Behauptung aus der Definition
von MatB,B(f). 2

18.6 Definition
Ein Endomorphismus f ∈ EndK(V ) heißt diagonalisierbar, wenn bezüglich einer
geeigneten Basis B von V die Matrix MatB,B(f) Diagonalform hat.

Eine Matrix A ∈ R(n,n) nennt man diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare
Matrix C ∈ K(n,n) gibt, so daß C−1AC Diagonalform hat (also wenn A zu einer
Diagonalmatrix ähnlich ist).

Als Beispiele für diagonalisierbare Endomorphismen haben wir in 18.5 die
Endomorphismen mit genügend vielen verschiedenen Eigenwerten kennengelernt.

Nach den gegebenen Definitionen ist klar, daß f ∈ EndK(K) genau dann
diagonalisierbar ist, wenn dies für MatB,B(f) (mit beliebiger Basis B) gilt.
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Bemerkung: Die Definitionen dieses Abschnitts sind offensichtlich auch sinn-
voll für Endomorphismen von freien Moduln und Matrizen über kommutativen
Ringen. Jedoch ist etwa die Aussage in 18.5 (2) in dieser allgemeinen Situation
nicht mehr gültig, da der Schluß mit der Dimension nicht mehr möglich ist.

Sehen wir uns zum Beispiel folgenden Homomorphismus an:

f : ZZ2 → ZZ2, (1, 0) 7→ (1, 0), (0, 1) 7→ (1,−1).

Es gilt f 2 = id, und f ist ein Isomorphismus. Als Eigenwerte findet man 1 und
−1 mit den Eigenräumen

E(1) = ZZ(1, 0), E(−1) = ZZ(1,−2).

Nun kann aber (0, 1) nicht als ZZ-Linearkombination von (1, 0) und (1,−2) dar-
gestellt werden. Daher gilt E(1)⊕ E(−1) 6= ZZ2.

Wir haben gesehen, daß r ∈ K genau dann Eigenwert für f ∈ EndK(V ) ist,
wenn Kern(f − r id) 6= 0, d.h. wenn f − r id kein Isomorphismus ist. Wir suchen
also nach solchen r ∈ K, für die det(f − r id) = 0 gilt. Dieses Problem wird im
nächsten Abschnitt angegangen.
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19 Das charakteristische Polynom

Sei R ein kommutativer Ring, M ein freier R-Modul mit Basis (b1, . . . , bn) und
f ∈ EndR(M). Wie können wir die r ∈ R finden mit det(f − r id) = 0?

Betrachten wir die Matrix A = (aij) := MatB,B(f) ∈ R(n,n).
Dann ist det(r id−f) = 0 genau dann, wenn det(rE − A) = 0.
Setzen wir für r eine Unbestimmte X und bilden

XE − A =


X − a11 −a12 . . . −a1n

−a21 X − a22 . . . −a2n
...

...
. . .

...
−an1 −an2 . . . X − ann

 ∈ R[X](n,n).

Da R[X] ein kommutativer Ring ist, können wir davon die Determinante als ein
Element aus R[X] bestimmen.

19.1 Definition
Zu einer Matrix A = (aij) ∈ R(n,n) bilden wir

ch(A) = det(XE − A) ∈ R[X]

und nennen dies das charakteristische Polynom von A.

Schreiben wir ch(A) als Linearkombination der Potenzen von X,

ch(A) = Xn + c1X
n−1 + . . .+ cn−1X + cn,

so haben wir als zweiten und letzten Koeffizienten

c1 = − Sp(A), cn = (−1)n det(A).

Beweis: Nach der Determinantenformel gilt

ch(A) =
n∏
i=1

(X − aii) +
∑

σ∈Sn\id
(. . .)

︸ ︷︷ ︸
Q

.

Dabei ist Q vom Grad ≤ n− 2, da für σ 6= id mindestens für zwei verschiedene i
gilt, daß i 6= σ(i). Also sind mindestens zwei der Faktoren nicht aus der Diagonale
und

ch(A) = Xn + (−1)n(a11 + . . .+ ann)X
n−1 +Q′,

mit degQ′ ≤ n− 2. Ersetzt man X durch 0, so ergibt sich cn = (−1)n det(A). 2
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Eigenschaften von ch(A)
Für eine Matrix A ∈ R(n,n) gilt:

(1) ch(A) = ch(At).

(2) Ist T ∈ R(n,n) invertierbar, so ist ch(A) = ch(TAT−1). Somit haben ähnli-
che Matrizen das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis: (1) Da transponierte Matrizen die gleiche Determinante haben, gilt

ch(At) = det(XE − At) = det(XE − A)t

= det(XE − A) = ch(A).

(2) Für invertierbares T erhalten wir XE − TAT−1 = T (XE − A)T−1 und
somit

ch(TAT−1) = det(XE − TAT−1) = det(XE − A) = ch(A).

2

Die Bildung des charakteristischen Polynoms ist also invariant gegenüber Ba-
sistransformationen und somit durch einen Endomorphismus eindeutig bestimmt.

19.2 Definition
Sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (b1, . . . , bn).

Für einen Endomorphismus f ∈ EndR(M) nennen wir

ch(f) = ch(MatB,B(f))

das charakteristische Polynom von f .

Nach den obigen Betrachtungen ist diese Definition unabhängig von der Wahl
der Basis B. Auf die Bedeutung von ch(f) für Bestimmung und Eigenschaften
der Eigenwerte und Eigenräume werden wir später zurückkommen.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft von ch(A) ist der

19.3 Satz von Cayley-Hamilton

Jede Matrix A ∈ R(n,n) ist Nullstelle ihres charakteristischen Polynoms,

ch(A)|X=A = An − Sp(A)An−1 + . . . (−1)n det(A) = 0.

Jeder Endomorphismus f eines R-Moduls mit endlicher Basis ist Nullstelle sei-
nes charakteristischen Polynoms,

ch(f)|X=f = fn − Sp(f)fn−1 + . . . (−1)n det(f) = 0.
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Beweis: Es genügt, die erste Behauptung zu beweisen.
Man könnte dazu verleitet sein, das Problem durch Einsetzen

ch(A)|X=A = det(XE − A)|X=A = det(AE − A) = det(0) = 0

zu lösen. Dies ist nicht zulässig, da die Matrix A ja nicht im Grundring R liegt.
Wir wollen daher das Problem über einem Ring behandeln, der A enthält.

Bezeichne E die (n, n)-Einheitsmatrix, und betrachte den Untermodul

R[A] =
{ k∑
i=0

riA
i | k ∈ IN, ri ∈ R

}
⊂ R(n,n).

Dies ist ein kommutativer Unterring von R(n,n) mit Einselement A0 = E.
Vermöge der Einbettung R → R[A], r 7→ rE, fassen wir R als Unterring
von R[A] auf und betrachten die Matrix

Ã = (aijE) ∈ R(n2,n2).

Damit wird ch(Ã) ein Polynom aus R[A][X], das wir mit ch(A) ∈ R[X] identifi-
zieren dürfen (genauer: ch(Ã) = ch(A)E). Es hat den Wert

det(XE − Ã) = det
(X 0

. . .

0 X

− Ã
)

= det


X − a11E · · · −a1nE

−a21E
. . . −a2nE

...
−an1E · · · X − annE

 .

Da nun A Element im Grundring R[A] ist, dürfen wir X = A setzen, und die
Determinante der entstehenden Matrix – oder der transponierten davon – soll
gleich Null sein, also etwa der Matrix

C := (cij) =


A− a11E −a21E · · · −an1E
−a12E A− a22E −an2E

...
. . .

−a1nE · · · A− annE

 .

Mit den kanonischen Einheitsvektoren (Zeilen) e1, . . . , en gilt für i ≤ n,

eiA =
n∑
j=1

ejaij, also ei(A− aii)−
∑
j 6=i

ejaij = (0, . . . , 0).

Für die oben definierte Matrix bedeutet dies

n∑
j=1

ejcji = (0, . . . , 0) für i = 1, . . . , n.
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Von der zu C adjunkten Matrix Ad(C) = (Cij) wissen wir (vgl. 15.9, 16.7)

det(C)δjk =
n∑
i=1

cjiCik für j, k ≤ n.

Durch Multiplikation der oben stehenden Beziehung mit Cik und Summieren
über i erhalten wir für k ≤ n

(0, . . . , 0) =
n∑
i=1

( n∑
j=1

ejcji
)
Cik =

n∑
j=1

ej
( n∑
i=1

cjiCik
)

=
n∑
j=1

ej det(C)δjk.

Damit ist ek det(C) = (0, . . . , 0) für alle k ≤ n und auch det(C) = 0. 2

Beispiele

(1) Für A =

 0 ∗
. . .

0 0

 ist ch(A,X) = Xn und somit An = 0.

(2) Für A =
(
a b
c d

)
ist A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E = 0.

(vgl. 12.19, Aufgabe 1).

19.4 Aufgaben

Für eine Matrix A ∈ R(n,n) sei das charakteristische Polynom

ch(A) = Xn + c1X
n−1 + . . .+ cn ∈ R[X].

Zeigen Sie für invertierbare A, daß

Ad(A) = (−1)n−1(An−1 + c1A
n−2 + . . .+ cn−2A+ cn−1E).

Damit ist die Adjunkte (und die Inverse) Linearkombination von Potenzen ≤
n− 1 von A.
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20 Dreiecksform von Matrizen

Wir waren bei der Suche nach Eigenwerten einer Matrix auf das charakteristi-
sche Polynom aufmerksam geworden. Diese Wechselbeziehung wollen wir noch
weiter analysieren. Da es dabei um Nullstellen von Polynomen geht, werden wir
die Betrachtungen über einem Körper K durchführen.

Zunächst sei an den Beginn von Abschnitt 19 erinnert, wo wir festgestellt
hatten:

20.1 Eigenwerte – charakteristisches Polynom
Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum. Dann sind die Eigenwerte von
f ∈ EndK(V ) genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms ch(f).

Die Existenz von Eigenwerten zu f hängt also auch von Eigenschaften des
Körpers K ab: Gibt es in K Nullstellen von ch(f) oder nicht? Wir wissen zum
Beispiel von den komplexen Zahlen, daß jedes Polynom aus C[X] Nullstellen in
C hat. Entsprechendes gilt aber nicht von IR.

Wie schon in Abschnitt 18 angesprochen, können wir in gewissen Fällen die
Matrix eines Endomorphismus’ durch geeignete Basistransformation in Diago-
nalform bringen. Sehen wir uns das in einem konkreten Fall an.

Beispiel
Bezeichne E die kanonische Basis von IR2, und sei f : IR2 → IR2 gegeben durch

MatE,E(f) =
(

8 18
−3 −7

)
. Das charakteristische Polynom von f ist dann

ch(f) = det
(
X − 8 −18

3 X + 7

)
= X2 −X − 2.

Die Nullstellen ergeben die Eigenwerte r1 = −1 und r2 = 2.
Wir haben lauter verschiedene Eigenwerte und wissen daher, daß f diago-

nalisierbar ist. Die Matrix von f hat genau dann Diagonalform, wenn man sie
bezüglich einer Basis von Eigenvektoren bildet. Wir bekommen die Eigenvektoren
als Lösung der Gleichungssysteme (transponierte Form)( −9 3

−18 6

)(
x
y

)
= 0 und

( −6 3
−18 9

)(
x
y

)
= 0.

Die Lösungen sind ( 2 −1 ) und ( 3 −1 ). Somit ist

B = {( 2 −1 ) , ( 3 −1 )}

eine Basis von Eigenvektoren, und es gilt

MatB,B(f) =
(−1 0

0 2

)
.
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Die bisher betrachteten diagonalisierbaren Endomorphismen f von n-dimen-
sionalen Vektorräumen hatten n verschiedene Eigenwerte. Dies ist jedoch keine
notwendige Bedingung für Diagonalisierbarkeit.

Ist ri ein Eigenwert von f , so läßt sich ch(f) durch (X − ri) teilen. Zudem
gibt es eine natürliche Zahl ki und ein Polynom P (X) ∈ K[X] mit

ch(f) = (X − ri)
ki · P (X), P (ri) 6= 0.

ki heißt dann die Vielfachheit von ri in ch(f).
Als entscheidendes Kriterium für Diagonalisierbarkeit wird sich die Beziehung

zwischen Vielfachheit eines Eigenwertes und der Dimension des zugehörigen Ei-
genraums herausstellen. Dazu eine erste Abschätzung:

20.2 Lemma
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ∈ EndK(V ). Für jeden Ei-
genwert r ∈ K von f gilt

Vielfachheit von r ≥ dimE(r).

Beweis: Sei v1, . . . , vl eine Basis des Eigenraums E(r) ⊂ V . Ergänzt man diese
(beliebig) zu einer Basis B = {v1, . . . , vl, vl+1, . . . , vn} von V , so erhält man

A = MatB,B(f) =


r 0

. . . 0
0 r

0 A′

 , A′ ∈ K(n−l,n−l).

Das charakteristische Polynom hat dann die Gestalt

ch(f) = det(XE − A) = (X − r)l · det(XE − A′),

woraus sich mit l = dimE(r) die Behauptung ergibt. 2

Nun lassen sich die diagonalisierbaren Endomorphismen allgemein kennzeich-
nen:

20.3 Satz
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Für ein f ∈ EndK(V ) sind folgende
Aussagen äquivalent:

(a) f ist diagonalisierbar;

(b) ch(f) zerfällt in Linearfaktoren, und
für jeden Eigenwert r von f ist die Vielfachheit k gleich der Dimension
des Eigenraums E(r);
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(c) für die verschiedenen Eigenwerte r1, . . . , rl von f gilt

V = E(r1)⊕ · · · ⊕ E(rl).

Beweis: Seien r1, . . . , rl die verschiedenen Eigenwerte von f .

(a)⇒(b) Da f diagonalisierbar ist, muß ch(f) gleich dem charakteristischen
Polynom einer Diagonalmatrix sein, also

ch(f) =
l∏

i=1

(X − ri)
ki .

Damit haben wir die Gleichung

k1 + . . .+ kl = n = dimE(r1) + . . .+ dimE(rl).

Wegen ki ≥ dimE(ri) folgt daraus ki = dimE(ri).

(b)⇒(c) Aus den beiden Bedingungen ergibt sich

k1 + . . .+ kl = n und dimE(r1) + · · ·+ E(rl) = n.

Mit 18.3 haben wir dann V =
l⊕

i=1
E(ri).

(c)⇒(a) Ist B eine Basis, die aus Eigenvektoren besteht (in richtiger Reihen-
folge), so hat MatB,B(f) Diagonalgestalt. 2

Auch die oben beschriebene Situation wollen wir uns in einem konkreten Fall
ansehen.

Beispiel
Mit der kanonischen Basis E sei die lineare Abbildung f : IR3 → IR3 gegeben
durch

MatE,E(f) =

 0 −3 −2
−1 −2 −2

1 3 3

 .
Das charakteristische Polynom ist

ch(f) = det

 X 3 2
1 X + 2 2
−1 −3 X − 3

 = (X − 1)2(X + 1).

Also ist 1 ein Eigenwert mit Vielfachheit 2, und −1 ist einfacher Eigenwert. Die
Eigenvektoren zu 1 erhalten wir als Lösung des Systems

(x1, x2, x3)

 1 3 2
1 3 2

−1 −3 −2

 = 0.
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Der Rang dieses Systems ist 1, und daher ist die Dimension des Lösungsraumes
gleich 2, mit der Basis (1, 0, 1), (0, 1, 1).

Die Eigenvektoren zu −1 sind die Lösungen von

(x1, x2, x3)

−1 3 2
1 1 2

−1 −3 −4

 !
= 0,

welche von (1, 3, 2) erzeugt werden. Somit ist

B =
(
(1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 3, 2)

)
eine Basis von Eigenvektoren und

MatB,B(f) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , MatB,E(id) =

 1 0 1
0 1 1
1 3 2

 .
Das folgende Diagramm stellt die Zusammenhänge dar:

E IR3 f−→ IR3 E

id ↓ ↓ id

B IR3 f−→ IR3
B

Daraus lesen wir für die beteiligten Matrizen ab:

MatE,E(f) = MatE,B(id) ·MatB,B(f) ·MatB,E(id),

MatB,B(f) = MatB,E(id) ·MatE,E(f) ·MatE,B(id).

Allgemeiner als in 20.2 wollen wir nun fragen, welche Matrixform man für
Endomorphismen erreichen kann, deren charakteristisches Polynom in Linear-
faktoren (ohne Zusatzbedingungen) zerfällt. Dazu eine Definition:

20.4 Definition
Ein Endomorphismus f eines endlich dimensionalen K-Vektorraums V heißt tri-
gonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, für die MatB,B(f) untere Drei-
ecksform hat.

Eine Matrix A ∈ K(n,n) heißt trigonalisierbar, wenn sie zu einer unteren
Dreiecksmatrix ähnlich ist, wenn es also ein invertierbares T ∈ K(n,n) gibt, so
daß TAT−1 untere Dreiecksmatrix ist.

Wir werden sehen, daß wir für solche Endomorphismen eine Familie von Un-
terräumen in V mit besonderen Eigenschaften finden können.
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20.5 Definition
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Eine Kette von Unterräumen

V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn = V

nennt man Fahne in V , wenn dimVi = i für alle i = 1, . . . , n.
Sie heißt f -stabil bzgl. f ∈ EndK(V ), wenn f(Vi) ⊂ Vi für i = 1, . . . , n.

Die Existenz solcher Fahnen hängt von den Eigenheiten des Endomorphismus
f ab. Wir haben dazu folgende Kennzeichnung:

20.6 Trigonalisierbare Endomorphismen
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Für f ∈ EndK(V ) sind folgende Aus-
sagen äquivalent:

(a) Es gibt eine f -stabile Fahne V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn in V ;

(b) f ist trigonalisierbar;

(c) für jede Basis C von V ist MatC,C(f) trigonalisierbar;

(d) ch(f) zerfällt in (nicht notwendig verschiedene) Linearfaktoren.

Beweis: (a)⇒(b) Ist V1, . . . , Vn eine f -stabile Fahne, so wähle man eine Basis
B = {v1, . . . , vn} mit vi ∈ Vi. Wegen f(Vi) ⊂ Vi gilt

f(vi) = ai1v1 + ai2v2 + . . .+ aiivi,

also

MatB,B(f) =


a11

a21 a22 0
...

. . .

an1 . . . . . . . . . . ann

 .
(b)⇔(c) Dies folgt aus dem Verhalten der f zugeordneten Matrizen bei Ba-

sistransformationen.

(b)⇒(d) Offensichtlich zerfällt die Determinante einer Dreiecksmatrix in Li-
nearfaktoren.

(d)⇒(a) Wir zeigen dies durch Induktion nach n = dimV . Für n = 1 ist
die Aussage trivial. Nehmen wir an, die Behauptung sei richtig für alle n − 1-
dimensionalen K-Vektorräume.

Sei nun dimV = n. Wir suchen eine f -stabile Fahne in V .
Zur Nullstelle r1 von ch(f) wählen wir einen Eigenvektor v1 ∈ V und ergänzen
ihn zu einer Basis B = (v1, w2, . . . , wn) von V . Setzen wir

V1 := Kv1 und W :=
n∑
i=2

Kwi ⊂ V,
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so gilt f(V1) ⊂ V1, aber nicht notwendig f(W ) ⊂ W .
Für die Bilder der wi ∈ W gilt

f(wi) = kiv1 + ci2w2 + . . .+ cinwn, ki, cij ∈ K.

Wir definieren ein f ′ : W → W durch Weglassen der v1,

f ′(wi) := ci2w2 + . . .+ cinwn für i = 2, . . . , n.

Mit dieser Festlegung gilt [f − f ′](W ) ⊂ V1 und

MatB,B(f) =


r1 0 . . . 0
∗
... (bij)
∗

 ,
woraus wir ch(f) = (X − r1) ch(f ′) ablesen.

Somit ist auch ch(f ′) Produkt von Linearfaktoren, und nach Induktions-
annahme gibt es eine f ′-stabile Fahne W1 ⊂ · · · ⊂ Wn−1 in W . Dann ist

Vi =
{
Kv1 für i = 1
V1 +Wi−1 für i = 2, . . . , n

eine f -stabile Fahne in V , denn aus Wi ⊂ Wi+1 folgt Vi ⊂ Vi+1 und

dimVi = dimV1 + dimWi−1 = 1 + (i− 1) = i.

Außerdem ist f(V1) ⊂ V1 (v1 Eigenvektor), und für w ∈ Wi−1 gilt

f(w) = (f − f ′)(w) + f ′(w) ∈ V1 +Wi−1 = Vi.

Somit erhalten wir die gewünschte Beziehung

f(Vi) = f(V1 +Wi−1) ⊂ V1 +Wi−1 = Vi.

2

Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom aus K[X]
eine Nullstelle hat, wenn also jedes Polynom aus K[X] in Linearfaktoren zerfällt.
Wir hatten bereits angemerkt, daß die komplexen Zahlen diese Eigenschaft ha-
ben.

20.7 Korollar
Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper K. Dann gilt:

(1) Zu jedem Endomorphismus f : V → V gibt es eine f -stabile Fahne.
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(2) Jede Matrix A ∈ K(n,n) ist trigonalisierbar.

20.8 Aufgaben

(1) Seien f : IR3 → IR3 und g : IR3 → IR3 lineare Abbildungen mit

MatE3,E3(f) =

 3 1 1
2 4 2
1 1 3

 und MatE3,E3(g) =

 1 2 2
1 2 −1

−1 1 4

 .
(i) Man bestimme die Eigenwerte und Eigenräume von f und g.

(ii) Sind f und g diagonalisierbar?

(2) Es sei

A :=

 6 −3 −2
4 −1 −2

10 −5 −3

 ∈ IR(3,3)

gegeben. Man untersuche, ob A zu einer reellen oder komplexen Diagonalmatrix
D ähnlich ist. Ist dies der Fall, so bestimme man eine invertierbare Matrix T mit
D = TAT−1.

(3) Es sei

A :=

 5 2 16
4 −2 8

−4 −1 −11

 ∈ IR(3,3)

gegeben. Man finde eine zu A ähnliche Diagonalmatrix D ∈ IR(3,3). Außerdem
bestimme man eine invertierbare Matrix T ∈ IR(3,3) mit D = TAT−1.
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21 Nilpotente Endomorphismen

Bei den Betrachtungen zur Darstellbarkeit gewisser Endomorphismen wollen wir
uns in diesem Abschnitt mit nilpotenten Endomorphismen f befassen, für die es
also ein k ∈ IN gibt mit fk = 0.

Welche Matrixdarstellung kann man durch geschickte Basiswahl für solche
Abbildungen erreichen? Wir wollen dies über Körpern K untersuchen.

21.1 Satz
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f ∈ EndK(V ), und es gebe ein
k ∈ IN mit fk−1 6= 0 und fk = 0. Dann gilt:

(1) Für v ∈ V \ Kern fk−1 sind die Vektoren v, f(v), . . . , fk−1(v) linear un-
abhängig und spannen einen f -stabilen Unterraum auf.

(2) Ist k = n, so gilt für die Basis B = (v, f(v), . . . , fk−1(v)) von V

MatB,B(f) =


0 1 0 . . . 0

0 1
. . .

...
. . . . . . 0

0 0 1
0

 =: N(n) ∈ K(n,n).

Man nennt N(n) einen elementaren Nilpotenzblock.

In diesem Fall erlaubt V keine echte Zerlegung in f -invariante Unterräume.

Beweis: (1) Zur Untersuchung der linearen Unabhängigkeit betrachten wir eine
Linearkombination

k−1∑
i=0

aif
i(v) = 0 mit ai ∈ K.

Durch wiederholte Anwendung von Potenzen von f erhalten wir

a0f
k−1(v) = 0, a1f

k−1(v) = 0, . . .

also a0 = a1 = . . . = ak−1 = 0.

Jede Linearkombination
k−1∑
i=1

aif
i(v) geht unter f wieder in eine Linear-

kombination gleichen Typs über. Somit spannen die f i(v) einen f -invarianten
Unterraum auf.

(2) Die angegebene Gestalt der Matrix folgt unmittelbar aus der Definition
von MatB,B(f).

Angenommen, V = U1 ⊕ U2 mit nicht-trivialen f -invarianten Unterräumen
U1, U2. Mit Dimensionsbetrachtungen folgt dann aus (1), daß

fki|Ui
= 0 für ki ≤ dimUi < n, i = 1, 2,
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und somit fk = 0 für k = max(k1, k2) < n.
Dies steht im Widerspruch zur Annahme k = n. 2

Im allgemeinen kann für f ∈ EndK(V ) natürlich fk = 0 für k < n gelten.
Durch geeignete Zerlegung von V kann man dann auf den oben beschriebenen
Fall zurückgreifen:

21.2 Zerlegungssatz für nilpotente Endomorphismen
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f ∈ EndK(V ) und k < n mit

fk−1 6= 0 und fk = 0. Dann gilt:

(1) Es gibt eine f -invariante Zerlegung V = Z ⊕D mit

fk−1|Z 6= 0, fk|Z = 0 und dimZ = k.

(2) Es gibt eine f -invariante Zerlegung V = Z1 ⊕ . . .⊕ Zl mit

fki−1|Zi
6= 0, fki|Zi

= 0 und dimZi = ki.

(3) Für eine geeignete Basis B von V ist

MatB,B(f) =

N(k1) 0
. . .

0 N(kl)

 ,
wobei die N(ki) Nilpotenzblöcke der Größe ki sind.

Beweis: (1) Für v ∈ V \Kern fk−1 ist Z =
k−1⊕
i=0

Kf i(v) nach 21.1 ein f -invarianter

Unterraum mit Dimension k.
Wir ergänzen fk−1(v) durch w2, . . . , wn zu einer Basis von V und setzen

W :=
n⊕
i=2

Kwi, D := W ∩ f−1(W ) ∩ . . . ∩ (fk−1)−1(W ).

Wir zeigen zunächst, daß D f -invariant und Z ∩D = 0 ist.

Für u ∈ D sind alle f i(u) ∈ W . Somit sind auch für f(u) alle f i(f(u)) ∈ W
(beachte fk = 0), und wir folgern daraus f(u) ∈ D. Also ist D f -invariant.

Für a ∈ Z ∩D gilt f i(a) ∈ W für alle i ∈ IN und

a = a0v + a1f(v) + · · ·+ ak−1f
k−1(v).

Bedenkt man fk = 0, so erhalten wir daraus

W 3 fk−1(a) = a0f
k−1(v) 6∈ W, falls a0 6= 0.
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Damit muß a0 = 0 sein und – mit ähnlichem Schluß – a1 = . . . = ak−1 = 0.
Dies bedeutet a = 0 und Z ∩D = 0.

Es genügt, noch zu zeigen, daß dimD ≥ n− k.

Nun ist dimW = n− 1, und aus V
f→ V

p→ V/W folgern wir

dim f−1(W ) = dim Kern p ◦ f = n− dim Bild p ◦ f ≥ n− 1.

Aus Korollar 11.4 folgt dim(W ∩ f−1(W )) ≥ n− 2 und schließlich

dimD = dim(W ∩ . . . ∩ (fk−1)−1(W )) ≥= n− k.

(2) Nach (1) gibt es eine Zerlegung V = Z ⊕D, mit f -invarianten Z und D.
Dann ist f ′ := f |D ein nilpotenter Endomorphismus von D und dimD < dimV .

Nach der in (1) aufgezeigten Methode kann man nun inD einen f ′-invarianten
Unterraum abspalten. Dies führt nach endlich vielen Schritten zu der angegebe-
nen Zerlegung.

(3) Ist V = Z1 ⊕ . . .⊕ Zl (nach (2)), so ist

Mat(f) =

MatB1,B1(f1) 0
. . .

0 MatBl,Bl
(fl)

 ,
und nach 21.1 gilt

MatBi,Bi
(fi) = N(ki)

bezüglich geeigneter Basen Bi von Zi. 2

Praktische Bestimmung von D
Um nach dem Beweis von 21.2 konstruktiv eine Zerlegung V = Z⊕D zu finden,
braucht man eine Möglichkeit, den Unterraum D zu ermitteln. Dies läßt sich
folgendermaßen durchführen:

Jedes W ist als (n−1)-dimensionaler Unterraum von V Kern einer geeigneten
linearen Abbildung h : V → K, wobei h(fk−1(V )) 6= 0.

Dann ist

f−1(W ) = {v ∈ V | f(v) ∈ Kernh}
= {v ∈ V | h ◦ f(v) = 0} = Kernh ◦ f,

(f i)−1(W ) = Kernh ◦ f i,

und man erhält D = W ∩ f−1(W ) ∩ . . . ∩ (fk−1)−1(W ) als Lösungsmenge des
linearen Gleichungssystems

h(x) = 0

h ◦ f(x) = 0
...

h ◦ fk−1(x) = 0.
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Wird f : Kn → Kn durch die Matrix A ∈ K(n,n) (bzgl. der kanonischen Basis)
und h ∈ HomK(V,K) durch H = (h1, . . . , hn)

t ∈ K(n,1) dargestellt, so ergibt dies
das lineare Gleichungssystem (x ist Zeilenvektor)

x ·H = 0

x · AH = 0
...

x · Ak−1H = 0

Diese theoretischen Vorgaben sollen an einem praktischen Fall nachvollzogen
werden.

Beispiel
Sei f : IR5 → IR5 eine lineare Abbildung, die bezüglich der kanonischen Basis E
gegeben ist durch

MatEE(f) =


−1 −2 1 2 −1
−1 −2 2 2 −1

0 0 0 0 0
−2 −4 3 4 −2
−1 −2 1 2 −1

 .

Wir suchen eine Basis im IR5, bezüglich welcher die Matrix von f aus Nilpotenz-
blöcken besteht. Das charakteristische Polynom ergibt sich als

ch(f) = − det


−1−X −2 1 2 −1
−1 −2−X 2 2 −1
0 0 −X 0 0
−2 −4 3 4−X −2
−1 −2 1 2 −1−X

 = X5.

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt damit f 5 = 0. Somit wissen wir, daß
es eine Basis mit den gewünschten Eigenschaften gibt. Man kann direkt nach-
rechnen, daß bereits f 2 = 0.

Um Kern g zu bestimmen, ist folgendes Gleichungssystem zu lösen (Matrix
transponieren)


−1 −1 0 −2 −1
−2 −2 0 −4 −2

1 2 0 3 1
2 2 0 4 2

−1 −1 0 −2 −1




x1

x2

x3

x4

x5

 =


0
0
0
0
0

 .
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Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir die Matrix(
1 1 0 2 1
0 1 0 1 0

)

und lesen daraus als Basis für den Lösungsraum ab

(0, 0, 1, 0, 0), (−1,−1, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 0, 1).

Wegen f 2 = 0 ist Kern f 2 = IR5. Als erste Basiselemente nehmen wir

b1 := (1, 0, 0, 0, 0) ∈ IR5 \Kern f,

b2 := f(b1) = (−1,−2, 1, 2,−1).

Nun suchen wir ein h1 : IR5 → IR mit b2 6∈ Kernh1, etwa Mat(h1) = (1, 0, 0, 0, 0)t.
Dann ist Mat(h1 ◦ f) = (−1,−1, 0,−2,−1), und wir bekommen D1 als Lösung
des homogenen Systems mit der Matrix(

1 0 0 0 0
−1 −1 0 −2 −1

)
,

für die wir als Basis erhalten

(0, 0, 1, 0, 0), (0,−2, 0, 1, 0), (0,−1, 0, 0, 1).

Als weitere Basisvektoren für IR5 wählen wir

b3 := (0,−2, 0, 1, 0) ∈ D1 \Kern f,

b4 := f(b3) = (0, 0, 1, 0, 0).

Um den letzten Basisvektor zu finden, brauchen wir ein h2 : IR3 → IR mit
b4 6∈ Kernh2. Dies wird mit Mat(h2) = (0, 0, 1, 0, 0)t erfüllt, und Mat(h2 ◦ f) =
(1, 2, 0, 3, 1).
Zusammen mit obigen Gleichungen bekommen wir das System mit Matrix

1 0 0 0 0
−1 −1 0 −2 −1

0 0 1 0 0
1 2 0 3 1

 .

Die Lösung dazu liefert als fünften Basisvektor von IR5

b5 := (0, 1, 0,−1, 1).
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Bezüglich der so gewählten Basis B = (b1, b2, b3, b4, b5) gilt nun

MatBB(f) =


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Die Transformationsmatrix setzt sich aus den Basisvektoren zusammen,

MatBE(id) =


1 0 0 0 0

−1 −2 1 2 −1
0 −2 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 −1 1

 .

21.3 Aufgaben

Sei g : IR4 → IR4 eine lineare Abbildung mit

MatEE(g) =


0 1 2 0
0 0 2 0
0 0 −3 3
0 0 −3 3

 .

Man zeige, daß g nilpotent ist und bestimme eine Basis B im IR4, bezüglich
welcher MatBB(g) aus Nilpotenzblöcken besteht.
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22 Haupträume und

Jordansche Normalform

Sozusagen als Defekt bei der Suche nach der Diagonaldarstellung einer linearen
Abbildung f : V → V war die Tatsache anzusehen, daß für einen Eigenwert r ∈
K die Dimension von E(r) = Kern(r id−f) echt kleiner als die Vielfachheit des
Eigenwertes r im charakteristischen Polynom sein konnte. War dies der Fall, so
konnten wir keine Diagonalmatrix für f finden, sondern nur eine Dreiecksgestalt,
wenn ch(f) in Linearfaktoren zerfiel.

Durch verfeinertes Studium dieser Situation können wir dies etwas verbes-
sern. Dazu betrachten wir nicht nur Kern(r id−f), sondern auch die Kerne der
Potenzen (r id−f)i mit i ∈ IN .

Wir stellen diese Untersuchungen über einem Körper K an.

22.1 Definition
Seien V ein K-Vektorraum und f ∈ EndK(V ). Ist r ∈ K ein Eigenwert von f ,
so nennt man

H(r) = {v ∈ V | (r id−f)k(v) = 0 für ein k ∈ IN}
=

⋃
k∈IN

Kern (r id−f)k

den Hauptraum (verallgemeinerten Eigenraum) von f zum Eigenwert r.

Natürlich ist für jeden Eigenwert r ∈ K von f ∈ EndK(V ) der Eigenraum
E(r) im Hauptraum H(r) enthalten. Wir werden sehen, daß bei zerfallendem
charakteristischem Polynom die (direkte) Summe der Haupträume schon ganz V
ergibt.

Zunächst stellen wir einige allgemeine Beziehungen für Haupträume fest, die
denen von Eigenräumen recht ähnlich sind (vgl. 18.3).

22.2 Eigenschaften von Haupträumen
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f ∈ EndK(V ) und r, s ∈ K Eigen-
werte von f . Dann gilt:

(1) Der Hauptraum H(r) ist ein f -stabiler Unterraum von V .

(2) H(r) = Kern(r id−f)k0 für ein geeignetes k0 ≤ n.

(3) Gilt r 6= s, dann ist H(r) ∩H(s) = 0.

(4) Sind r1, . . . , rk verschiedene Eigenwerte von f , so bilden die Haupträume
H(r1) . . . , H(rk) eine unabhängige Familie von Untermoduln (vgl. 8.9), also

k∑
i=1

H(ri) = H(r1)⊕ · · · ⊕H(rk).
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Beweis: (1) Sei u ∈ H(r), also (r id−f)k(u) = 0 für ein k ∈ IN . Dann gilt auch

(r id−f)k[f(u)] = f [(r id−f)k(u)] = 0,

also f(u) ∈ H(r), und somit ist H(r) f -invariant.
Mit (2) wird sich ergeben, daß H(r) ein K-Unterraum ist.

(2) Aus dem Fittingschen Lemma 13.8 folgt, daß die aufsteigende Kette

Kern(r id−f) ⊂ Kern(r id−f)2 ⊂ Kern(r id−f)3 ⊂ . . .

stationär wird, d.h. es gibt ein k0 ≤ n mit

Kern(r id−f)k0 = Kern(r id−f)k0+l für alle l ∈ IN.

Dies impliziert H(r) = Kern(r id−f)k0 .

(3) Nach (2) gibt es kr, ks ∈ IN mit

H(r) = Kern(r id−f)kr und H(s) = Kern(s id−f)ks .

Nehmen wir an, daß D := H(r) ∩ H(s) nicht Null ist. Nach (1) ist D
ein f -invarianter Unterraum und somit auch invariant gegenüber (r id−f) und
(s id−f). Damit können wir folgende Endomorphismen von D bilden:

g := (r id−f)|D und (s id−f)|D = (g + t id)|D mit t := s− r,

mit den Eigenschaften (nach Definition von D)

gkr = 0 und (g + t idD)ks = 0.

Die rechte der beiden Gleichungen ergibt die Beziehung

tks idD = −g(tks−1 idD + . . .),

bei der die linke Seite nicht nilpotent (da t 6= 0), die rechte aber nilpotent ist (da
g nilpotent). Dies ist ein Widerspruch. Also ist die Annahme D 6= 0 falsch.

(4) Den Beweis führen wir durch Induktion nach k (vgl. 18.3). Für k = 1 ist
die Behauptung klar, für k = 2 wurde sie in (3) gezeigt.

Nehmen wir an, die Behauptung sei für k− 1 richtig. Es ist zu zeigen, daß in
einer Summe

(∗) z1 + · · ·+ zk = 0 mit zi ∈ H(ri)

alle zi = 0 sein müssen. Ist H(rk) = Kern(rk id−f)k0 , so folgt aus (∗)

(rk id−f)k0(z1) + · · ·+ (rk id−f)k0(zk−1) = 0.
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Wegen der f -Invarianz der H(ri), gilt auch (rk id−f)k0(zi) ∈ H(ri), und nach
Induktionsannahme folgt daraus

(rk id−f)k0(zi) = 0 für i < k.

Dies wiederum bedeutet zi ∈ H(ri) ∩ H(rk) = 0 (wegen (3)), also zi = 0 für
i < k. Nach (∗) ist dann auch zk = 0. 2

Wir können nun für Endomorphismen mit zerfallendem charakteristischem
Polynom zeigen:

22.3 Zerlegungssatz
Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum und f ∈ EndK(V ). Zerfällt ch(f) in
Linearfaktoren, und sind r1, . . . , rk die verschiedenen Eigenwerte von f , so ist

V = H(r1)⊕ · · · ⊕H(rk).

Beweis: Wegen 22.2 bleibt nur noch zu zeigen, daß V von den Haupträumen
erzeugt wird. Dies beweisen wir durch Induktion nach der Dimension von V .
Für n = 1 ist die Aussage trivial. Nehmen wir an, die Behauptung gelte für alle
Vektorräume mit Dimension < n.

Sei nun dimV = n und t ∈ IN mit H(rk) = Kern(rk id−f)t. Setzen wir
U := Bild(rk id−f)t, so bekommen wir mit dem Fitting-Lemma eine Zerlegung

V = H(rk)⊕ U

in offensichtlich f -invariante Unterräume, und dimU < n.
Ist U = 0, so bleibt nichts mehr zu zeigen. Für U 6= 0 wollen wir die

Induktionsannahme auf die Restriktion

f ′ := f |U ∈ EndK(U)

anwenden. Dazu müssen wir uns überlegen, ob auch ch(f ′) in Linearfaktoren
zerfällt. Wählen wir eine Basis B′ in U und ergänzen sie (irgendwie) zu einer
Basis B von V . Wegen der f -Invarianz von U gilt dann

MatB,B(f) =
(

MatB′,B′(f ′) 0
∗ C

)
.

Daraus sieht man, daß ch(f ′) ebenfalls in Linearfaktoren zerfällt.
Die Eigenwerte r1, . . . , rm von f ′ sind auch Eigenwerte von f , und nach In-

duktionsannahme ist

U =
m⊕
i=1

H ′(ri).

Außerdem ist H ′(ri) ⊂ H(ri), denn für u ∈ H ′(ri) ⊂ U gilt

0 = (ri id−f ′)(u) = (ri id−f)(u).

Somit haben wir V = H(r1)⊕ · · · ⊕H(rk). 2
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Bemerkung: Durch die Zerlegung von V =
⊕
H(ri) mit f -invarianten H(ri)

können wir f durch die

fi := f |H(ri) ∈ End(H(ri))

darstellen. Für diese gilt (ri id−fi)ki = 0.

Wir wollen nun die Zerlegung von V in Haupträume und die früher gewonnene
Darstellung von nilpotenten Endomorphismen benutzen, um eine spezielle Dar-
stellung eines Endomorphismus mit zerfallendem charakteristischem Polynom zu
gewinnen.

22.4 Jordansche Normalform
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f ∈ EndK(V ), und das charak-

teristische Polynom von f zerfalle in Linearfaktoren. Dann gibt es eine Zerlegung

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vt

in f -invariante Unterräume Vi mit Basen Bi, so daß für die damit gebildete
Basis B = (B1, . . . , Bt) von V gilt

MatB,B(f) =

 J(k1, r1) 0
. . .

0 J(kt, rt)


mit elementaren Jordanblöcken

J(ki, ri) = riEki
+N(ki) =

 ri 1 0
. . . 1

0 ri

 ∈ K(ki,ki),

wobei die N(ki) elementare Nilpotenzblöcke und die ri (nicht notwendig verschie-
dene) Eigenwerte von f sind.

Eine solche Basis nennt man Jordanbasis zu f .

Beweis: Sind r1, . . . , rk die verschiedenen Eigenwerte von f , so haben wir nach
22.3 eine f -invariante Zerlegung

V = H(r1)⊕ . . .⊕H(rk) mit H(ri) = Kern(ri id−f)ki .

Betrachten wir die Endomorphismen von H(ri),

gi := (f − ri id)|H(ri) und fi := f |H(ri).

Die gi sind nilpotent vom Grad ≤ ki.
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Konzentrieren wir uns zunächst auf g1. Nach dem Zerlegungssatz für nilpo-
tente Endomorphismen 21.2 gibt es eine Zerlegung

H(r1) = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr

in g1-invariante Teilräume Vs mit Basen Bs, für die MatBs,Bs(g1) elementare
Nilpotenzblöcke der Größe ks = dimVs sind.

Wegen f1 = r1 id +g1 haben wir damit

MatBs,Bs(f1) = r1MatBs,Bs(id) + MatBs,Bs(g1).

Die g1-invarianten Teilräume Vs sind auch invariant gegenüber f1 und f . Daher
setzt sich die Matrix von f1 bezüglich der Basis B1, . . . , Br von H(r1) gerade aus
den MatBs,Bs(f1) in der Diagonalen zusammen.

Die entsprechenden Zerlegungen lassen sich natürlich auch für die anderen
Eigenwerte durchführen. Setzt man die dabei gefundenen Basen der H(ri) zu
einer Basis B von V zusammen, so hat MatBB(f) die angegebene Gestalt.

Nach Konstruktion ist klar, daß zu einem Eigenwert mehrere elementare
Jordanblöcke auftreten können. 2

Formulieren wir den vorangehenden Satz auch für Matrizen:

22.5 Jordansche Normalform von Matrizen
Sei A ∈ K(n,n) eine Matrix, für die das charakteristische Polynom in Linear-

faktoren zerfällt. Dann gibt es eine invertierbare Matrix T ∈ K(n,n) mit

TAT−1 =

 J(k1, r1) 0
. . .

0 J(kt, rt)


mit elementaren Jordanblöcken

J(ki, ri) = riEki
+N(ki) =

 ri 1 0
. . . 1

0 ri

 ∈ K(ki,ki),

wobei die ri (nicht notwendig verschiedene) Eigenwerte von f sind.

Zum Auffinden der angegebenen Matrix T kann man sich am Beweis von 22.4
orientieren. Sehen wir uns das an einem konkreten Fall an.

Beispiel
Gegeben sei die Matrix

A =


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

 ∈ IR(4,4),



22. Haupträume und Jordansche Normalform 173

und wir betrachten die dadurch bestimmte lineare Abbildung

f : IR4 → IR4, (x1, x2, x3, x4) 7→ (x1, x2, x3, x4).

Berechnen wir das charakteristische Polynom,

det(XE − A) = det


X − 3 1 0 0
−1 X − 1 0 0
−3 0 X − 5 3
−4 1 −3 X + 1

 = (X − 2)4.

Zu g := f − 2 id erhalten wir die Matrix

B :=


1 −1 0 0
1 −1 0 0
3 0 3 −3
4 −1 3 −3

 ,

für die wir B2 = 0 ermitteln, also auch g2 = 0. Die Bestimmung der Jordanbasis
geht nun von dem nilpotenten Endomorphismus g aus (vgl. 21.2). Wegen g2 = 0
ist Kern g2 = IR4, und wir nehmen als erste Basiselemente (von Z)

b1 := (1, 0, 0, 0) ∈ IR4 \Kern g,

b2 := g(b1) = (1,−1, 0, 0).

Zur Bestimmung von D brauchen wir ein h : IR4 → IR mit h(b2) 6= 0. Wählen
wir Mat(h) = (0, 1, 0, 0)t, so ergibt sich für h ◦ g die Matrix

Mat(h ◦ g) =


1 −1 0 0
1 −1 0 0
3 0 3 −3
4 −1 3 −3




0
1
0
0

 =


−1
−1

0
−1

 ,

und für D = Kernh∩Kernh◦g haben wir das Gleichungssystem mit der Matrix

(
Mat(h)t

Mat(h ◦ g)t
)

=
(

0 1 0 0
−1 −1 0 −1

)
.

Als Basis für D erhalten wir (0, 0, 1, 0) und (1, 0, 0,−1). Somit setzen wir als
nächste Basisvektoren für IR4

b3 := (0, 0, 1, 0) ∈ D \Kern g,

b4 := g(b3) = (3, 0, 3,−3).
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Aus der Jordanbasis b1, b2, b3, b4 ergibt sich die Transformationsmatrix

T = MatBE(id)


1 0 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 0
3 0 3 −3

 ,

für die man (mit entsprechender Rechnung) bestätigt:

TAT−1 =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

22.6 Aufgaben

(1) Sei V ein IR-Vektorraum mit Basis B = (b1, b2, b3, b4, b5), und es sei f ∈
EndIR(V ) gegeben mit

MatB,B(f) =


0 −1 −4 −3 −7
0 −1 −2 −2 −4
1 −1 0 2 −5
0 1 2 1 6
0 0 1 1 1

 .

(i) Bestimmem Sie die Eigenwerte und Haupträume von f .

(ii) Bestimmem Sie die Jordansche Normalform und eine Jordanbasis für f .

(2) Sei V ein IR-Vektorraum mit Basis B = (b1, b2, b3, b4, b5, b6), und es sei
f ∈ EndIR(V ) gegeben mit

MatB,B(f) =



4 2 2 3 0 1
0 5 0 1 3 2
0 −2 4 −2 −1 −4
0 1 0 5 −1 2
0 0 0 0 4 0
0 −1 0 −1 −1 2


.

(i) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Haupträume von f .

(ii) Bestimmen Sie die Jordansche Normalform und eine Jordanbasis von f .
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(3) Gegeben sei die Matrix

A =


−5 −9 −7 12 17
−3 −11 −7 12 19

0 0 −2 0 6
−3 −9 −7 10 22

0 0 0 0 −2

 ∈ IR(5,5).

(a) Zeigen Sie, daß sich A durch eine geeignete Basistransformation über IR in
Jordansche Normalform bringen läßt.

(b) Berechnen Sie die Haupträume von A.

(c) Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix T ∈ IR(5,5), so daß TAT−1 die
Jordansche Normalform von A ist.

(4) Sei folgende Matrix gegeben:

B =


−4 1 0 0
−6 0 1 0
−4 0 0 1
−1 0 0 0

 ∈ IR(4,4)

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von B.

(b) Geben Sie die Jordansche Normalform von B an (ohne Angabe einer Jor-
danbasis), und begründen Sie deren Gestalt.



Kapitel 7

Bilinearformen

23 Linearformen und der Dualraum

Wir haben bereits in Abschnitt 10 festgestellt, daß die Homomorphismen zwi-
schen zwei R-Linksmoduln M und N eine Gruppe HomR(M,N) bilden. Für
kommutatives R ist dies sogar ein R-Modul.

Von besonderer Bedeutung sind die Homomorphismen von M in den Grund-
ring R. Nun ist R selbst Links- und Rechtsmodul über sich selbst. Deswegen kann
auch bei nicht kommutativem R die Gruppe HomR(M,R) zu einem Rechtsmodul
gemacht werden, nämlich durch die Festlegung der Skalarmultiplikation von s ∈
R mit f ∈ HomR(M,R)

fs(m) = f(m)s für alle m ∈M.

Damit gilt für jedes r ∈ R und m ∈M

fs(rm) = f(rm)s = rf(m)s = r(fs)(m),

das heißt fs ∈ HomR(M,R). Es ist leicht nachzuprüfen, daß HomR(M,R) damit
zu einem R-Rechtsmodul wird.

23.1 Definition
Für einen R-Linksmodul M bezeichnet man den R-Rechtsmodul

M∗ = HomR(M,R)

als den Dualraum von M , oder auch als den zu M dualen Modul. Die Elemente
aus M∗ nennt man Linearformen auf M .

Zu einem Morphismus M → N von R-Linksmoduln läßt sich ein Morphismus
zwischen den dualen Moduln definieren – allerdings in der anderen Richtung:

176
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23.2 Transponierter Homomorphismus
Ist h : M → N ein Homomorphismus von R-Linksmoduln, so nennt man den
Homomorphismus von R-Rechtsmoduln

ht : N∗ →M∗, f 7→ f ◦ h,

den zu h transponierten Homomorphismus. Er hat die Eigenschaften

(1) Für idM : M →M gilt (idM)t = idM∗.

(2) Für k : M → N gilt (h+ k)t = ht + kt.

(3) Für p : N → P gilt (p ◦ h)t = ht ◦ pt.

(4) Ist h surjektiv, so ist ht injektiv.

(5) Ist h ein Isomorphismus, so ist auch ht ein Isomorphismus, und (ht)−1 =
(h−1)t.

Beweis: ht ist ein Homomorphismus von R-Rechtsmoduln, denn aus den Defi-
nitionen folgt für f, g ∈ N∗ und s ∈ R

ht(f + g) = (f + g) ◦ h = f ◦ h+ g ◦ h = ht(f) + ht(g),
ht(fs) = (fs) ◦ h = (f ◦ h)s = ht(f)s.

(1) folgt unmittelbar aus der Definition.

(2) Nach Definition gilt für jedes f ∈ N∗:

(h+ k)t(f) = f ◦ (h+ k) = f ◦ h+ f ◦ k = ht(f) + kt(f).

(3) Für jedes g ∈ P ∗ gilt

(p ◦ h)t(g) = g ◦ p ◦ h = ht(g ◦ p) = ht ◦ pt(g).

(4) Angenommen, für f ∈ N∗ gelte 0 = ht(f) = f ◦ h. Ist h surjektiv, so
bedeutet dies f = 0, und somit ist ht injektiv.

(5) Sei h : M → N invertierbar. Dann ist h−1 ◦ h = idM , und aus (1) und (3)
folgt

idM∗ = (idM)t = (h−1 ◦ h)t = ht ◦ (h−1)t.

2

In 12.4 wurde gezeigt, daß für endlich erzeugte freie ModulnM , N über einem
kommutativen Ring R auch HomR(M,N) einen freien R-Modul bildet. Dies gilt
entsprechend für den Dualraum von freien Moduln. Wir können sogar folgendes
zeigen:
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23.3 Dualraum von freien Moduln
Sei M ein freier R-Modul mit Basis {mλ | λ ∈ Λ}. Für jedes λ ∈ Λ definieren

wir eine Linearform durch Vorgabe der Werte auf den Basiselementen:

m∗
λ : M → R, m∗

λ(mµ) =
{

0 falls λ 6= µ
1 falls λ = µ.

Diese haben folgende Eigenschaften:

(1) {m∗
λ | λ ∈ Λ} ist eine linear unabhängige Teilmenge von M∗.

(2) Für m =
∑
λ∈Λ0

rλmλ, Λ ⊃ Λ0 endlich, gilt m∗
µ(m) = rµ.

(3) Ist Λ endlich, dann ist {m∗
λ | λ ∈ Λ} eine Basis von M∗.

Man nennt sie die duale Basis zu {mλ | λ ∈ Λ}.
(4) Ist Λ endlich und R kommutativ, dann ist M 'M∗ als R-Modul.

Beweis: (1) Angenommen,
∑
λ∈Λ0

m∗
λsλ = 0, Λ ⊃ Λ0 endlich. Dann gilt für jedes

µ ∈ Λ0

0 =
∑
λ∈Λ0

m∗
λsλ(mµ) =

∑
λ∈Λ0

m∗
λ(mµ)sλ = sµ.

Also sind die {m∗
λ | λ ∈ Λ} linear unabhängig.

(2) Nach Definition von m∗
µ gilt

m∗
µ(m) =

∑
λ∈Λ0

rλm
∗
µ(mλ) = rµ.

(3) Für beliebiges f ∈M∗ und m =
∑
λ∈Λ

rλmλ haben wir nach (2)

∑
λ∈Λ

m∗
λf(mλ)

 (m) =
∑
λ∈Λ

m∗
λ(m)f(mλ)

=
∑
λ∈Λ

rλf(mλ) = f(m).

Dies bedeutet f =
∑
λ∈Λ

m∗
λf(mλ), und somit ist {m∗

λ | λ ∈ Λ} ein Erzeugenden-

system von M∗.

(4) Durch die Zuordnung der Basiselemente mλ 7→ m∗
λ ist ein ZZ-Homomor-

phismus M →M∗ bestimmt. Dies ist offensichtlich ein Isomorphismus.
Man beachte, daß die Abbildung von der gewählten Basis von M abhängig

ist. 2

Ein Morphismus zwischen freien R-Moduln kann durch eine Matrix beschrie-
ben werden. Aus dieser bekommt man auch die Matrix für den transponierten
Morphismus:
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23.4 Matrix der Transponierten
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen X = {x1, . . . , xm} ⊂M und
Y = {y1, . . . , yn} ⊂ N . Bezeichne X∗ = {x∗1, . . . , x∗m} ⊂M∗ und
Y ∗ = {y∗1, . . . , y∗n} ⊂ N∗ die dualen Basen.

Ist f : M → N ein R-Homomorphismus, so gilt für f t : N∗ →M∗

MatY ∗X∗(f t) = MatXY (f)t,

d.h. bezüglich der gewählten Basen ist die Matrix von f t gleich der Transponierten
der Matrix von f .

Beweis: Setzen wir f(xi) =
n∑
j=1

aijyj und f t(y∗k) =
m∑
l=1

bklx
∗
l , also

MatXY (f) = (aij) ∈ R(m,n), MatY ∗X∗(f t) = (bkl) ∈ R(n,m).

Nach Definition gilt f t(g) = g ◦ f für alle g ∈ N∗, also

f t(g)(xi) = g(f(xi)) für i = 1, . . . ,m.

Für g = y∗k ∈ N∗ erhalten wir aus der ersten Gleichung

y∗kf(xi) =
n∑
j=1

aijy
∗
k(yj) = aik.

Setzen wir die xi in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich

f t(y∗k)(xi) =
m∑
l=1

bkl x
∗
l (xi) = bki.

Also ist MatY ∗X∗(f t) die Transponierte von MatXY (f). 2

Beispiel
(1) Sei R ein kommutativer Ring und M = Rm mit kanonischer Basis ei =

(0, . . . , 1i, . . . , 0), i ≤ n.
Die duale Basis ist festgelegt durch

e∗i (ej) = δij (Kronecker-Symbol) ,

und die Matrix von e∗i bezüglich der kanonischen Basen ist

MatE,1(e
∗
i ) = eti =



0
...
1i
...
0

 .
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Damit haben wir einen R-Homomorphismus

Rm → (Rm)∗, ei 7→ e∗i ,

(r1, . . . , rm) 7→ ∑
rie

∗
i =

 r1
...
rm

.
(2) Über einem Ring R sei f : Rm → Rn gegeben durch MatEE(f) = A ∈

R(m,n), also
f : Rm → Rn, (r1, . . . , rm) 7→ (r1, . . . , rm)A.

Dann wird die duale Abbildung beschrieben durch

f t : (Rn)∗ → (Rm)∗, (s1, . . . , sn) 7→ (s1, . . . , sn)A
t.

Symmetrisch zu den Bildungen für Linksmoduln wird auch der Dualraum zu
einem R-Rechtsmodul K als der R-Linksmodul

K∗ = HomR(K,R)

definiert.

23.5 Bidualraum
Ist M ein Linksmodul, so können wir also zu dem R-Rechtsmodul M∗ wiederum
den Dualraum bilden,

M∗∗ = (M∗)∗ = HomR

(
HomR(M,R), R

)
,

den wir als den Bidualraum von M bezeichnen.

Für nicht kommutatives R haben M und M∗ wenig miteinander zu tun, da
M ein Links- und M∗ ein Rechtsmodul über R ist.

M∗∗ dagegen ist wieder ein R-Linksmodul, der durch einen Homomorphismus
eng mit M verbunden ist. Die Elemente von M∗∗ sind ja Linearformen M∗ → R,
und für jedes m ∈ M ist die Auswertung von f ∈ M∗, f 7→ f(M) ein Element
aus M∗∗. Somit haben wir den Auswertungshomomorphismus

ΦM : M →M∗∗, m 7→
[
f 7→ f(m)

]
.

Es ist leicht nachzuprüfen, daß ΦM ein Homomorphismus von R-Linksmoduln
ist. Bei freien Moduln werden wir später noch mehr dazu sagen.

Sei h : M → N ein Homomorphismus von R-Linksmoduln und dazu ht :
N∗ → M∗ die Transponierte. Auch zu ht können wir die Transponierte bilden
und erhalten

htt = (ht)t : M∗∗ → N∗∗, g 7→ g ◦ ht.
Dies ist ein Homomorphismus von R-Linksmoduln, für den folgende bemerkens-
werte Beziehung gilt:
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23.6 Eigenschaft des Auswertungsmorphismus
Zu jedem Homomorphismus h : M → N von R-Linksmoduln ist folgendes Dia-
gramm kommutativ:

M
h−→ N

ΦM ↓ ↓ ΦN

M∗∗ htt

−→ N∗∗

Beweis: Für m ∈M ergibt ΦN ◦ h(m) die Linearform

N∗ → R, α 7→ α(h(m)).

Andererseits entspricht htt ◦ ΦM(m) der Abbildung

N∗ ht

−→M∗ ΦM (m)−−−→R, α 7→ α ◦ h(m) = α(h(m)).

Also ist das Diagramm kommutativ. 2

Für freie Moduln M hat ΦM besonders schöne Eigenschaften:

23.7 Der Bidualraum von freien Moduln
Für einen freien R-Modul M gilt:

(1) ΦM : M →M∗∗ ist injektiv.

(2) Ist M zudem endlich erzeugbar, so ist ΦM ein Isomorphismus.

Beweis: (1) Sei {mλ | λ ∈ Λ} Basis von M und {m∗
λ | λ ∈ Λ} ⊂ M∗ die

duale Basis. Nehmen wir an, daß m =
∑
λ∈Λ0

rλmλ im Kern von ΦM liegt, also

insbesondere

0 = m∗
λ(m) = rλ für alle λ ∈ Λ0.

Damit sind alle rλ = 0 und auch m = 0, d.h. ΦM ist injektiv.

(2) Sei nun Λ endlich. Aus den Beziehungen

ΦM(mλ)(m
∗
µ) = m∗

µ(mλ) =
{

0 falls λ 6= µ
1 falls λ = µ,

ersehen wir, daß {ΦM(mλ) | λ ∈ Λ} die zu {m∗
λ | λ ∈ Λ} duale Basis von M∗∗

bildet. Somit ist ΦM ein Isomorphismus. 2
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23.8 Aufgaben
(1) Seien f1, . . . , fm Linearformen eines n-dimensionalen Vektorraumes. Zei-

gen Sie: Für U := Kern f1 ∩ . . . ∩Kern fm gilt dimU ≥ n−m.

(2) f und g seien Linearformen auf einem Vektorraum V über einem Körper
K mit f 6= 0. Zeigen Sie, daß folgende Aussagen äquivalent sind:

(a) es gibt ein c ∈ K \ {0} mit g = cf ;

(b) Kern f = Kern g.

(3) Seien f : M → N ein Homomorphismus von Vektorräumen über einem
Körper K und f t : N∗ →M∗ die zu f transponierte Abbildung.
Beweisen Sie, daß f genau dann surjektiv ist, wenn f t injektiv ist.

(4) Zu den folgenden Basen von Pol3(IR) = {p ∈ IR[X] | grad(p) ≤ 3}
bestimme man jeweils die duale Basis von Pol3(IR)∗:

(i) B := (1, x, x2, x3)

(ii) C := (1, 1 + x, 2x2 − 1, 4x3 − 3x)

(5) Seien V ein IR-Vektorraum und f, g ∈ V ∗ Linearformen. Zeigen Sie:
Ist h : V → IR mit h(v) := f(v) · g(v) eine Linearform auf V , so ist f = 0 oder
g = 0.
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24 Tensorprodukt

In diesem Abschnitt betrachten wir einige fundamentale Bildungen über (nicht-
kommutativen) Ringen, die von allgemeinem Interesse sind. Als Anwendung wer-
den wir dann Aussagen und Sätze für bilineare Abbildungen von Moduln über
kommutativen Ringen ableiten.

24.1 Definition
Seien MR ein Rechtsmodul, RN ein Linksmodul über dem Ring R und G eine
abelsche Gruppe (ZZ-Modul). Eine Abbildung

β : M ×N → G

heißt R-balanciert, wenn gilt

β(m+m′, n) = β(m,n) + β(m′, n),

β(m,n+ n′) = β(m,n) + β(m,n′),

β(mr, n) = β(m, rn),

für alle m,m′ ∈ M, n, n′ ∈ N, r ∈ R. β ist also ZZ-linear in jeder der beiden
Komponenten, und es gilt zusätzlich eine Vertauschungseigenschaft für Elemente
aus R.

Die Menge aller balancierten Abbildungen M × N → G bezeichnen wir mit
BalR(M ×N,G).

24.2 Beispiele

(1) Die Multiplikation in R ergibt eine balancierte Abbildung

µ : R×R→ R, (r, s) 7→ rs.

Die Rechengesetze in R entsprechen gerade den Bedingungen, die µ balan-
ciert machen.

(2) Für einen R-Modul M mit Dualraum M∗ ist

µ : M∗ ×M → R, (f,m) 7→ f(m),

eine balancierte Abbildung (kanonische Abbildung).

Die nachfolgende Begriffsbildung dient dazu, die balancierten Abbildungen
durch gewisse lineare Abbildungen darzustellen. Wir definieren das Tensorpro-
dukt von M und N als abelsche Gruppe mit einer universellen Eigenschaft
bezüglich aller R-balancierten Abbildungen auf M ×N .
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24.3 Definition
Seien MR ein Rechtsmodul, RN ein Linksmodul über dem Ring R. Eine abelsche
Gruppe T zusammen mit einer R-balancierten Abbildung

τ : M ×N → T

heißt Tensorprodukt von M und N , wenn sich jede R-balancierte Abbildung
β : M ×N → G, G abelsche Gruppe, eindeutig über T faktorisieren läßt, d.h. es
gibt genau einen Gruppenhomomorphismus γ : T → G, der folgendes Diagramm
kommutativ macht:

M ×N
τ−→ T

β ↘ ↙ γ
G

Noch wissen wir nicht, ob es eine Gruppe T mit diesen Eigenschaften gibt.
Dennoch können wir uns schon überlegen, daß es bis auf Isomorphie höchstens
eine solche Gruppe geben kann.

24.4 Eindeutigkeit des Tensorprodukts
Sind τ1 : M ×N → T1 und τ2 : M ×N → T2 zwei Tensorprodukte von MR und

RN , dann gibt es einen Isomorphismus γ : T1 → T2 mit γτ1 = τ2.

Beweis: Wir haben das Diagramm

M ×N
τ1−→ T1

τ2 ↘
T2.

Wegen der universellen Eigenschaft von T1 gibt es ein γ : T1 → T2 mit γτ1 = τ2.
Aus Symmetriegründen können wir auch ein δ : T2 → T1 mit δτ2 = τ1 finden.
Also haben wir

τ1 = δτ2 = δγτ1.

Das Diagramm

M ×N
τ1−→ T1

τ1 ↘
T1

kann nach Definition von T1 nur durch einen Homomorphismus T1 → T2 kommu-
tativ ergänzt werden. Nun erfüllen aber sowohl idT1 als auch δγ diese Bedingung,
also gilt idT1 = δγ.

Analog folgert man idT2 = γδ, und somit ist γ (und δ) ein Isomorphismus. 2
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Zeigen wir nun, daß es tatsächlich eine Gruppe mit den in 24.3 geforderten
Eigenschaften gibt:

24.5 Existenz des Tensorprodukts
In den R-Moduln MR, RN nehmen wir M × N als Indexmenge und bilden den
freien ZZ-Modul

F = ZZ(M×N).

Zu (m,n) ∈ M × N bezeichnen wir das entsprechende Basiselement in F mit
[m,n]. Damit gilt

F =
⊕
M×N

ZZ[m,n].

In F bilden wir die Elemente

[m1 +m2, n]− [m1, n]− [m2, n],
[m,n1 + n2]− [m,n1]− [m,n2],
[mr, n]− [m, rn].

Bezeichne K den Untermodul von F , der von allen diesen Elementen mit
m1,m2,m ∈M , n1, n2, n ∈ N und r ∈ R erzeugt wird.

Wir setzen nun M ⊗R N = F/K und betrachten die Komposition der kano-
nischen Abbildungen M → F → F/K, nämlich

τ : M ×N →M ⊗R N, (m,n) 7→ m⊗ n := [m,n] +K.

Nach der Definition von K ist τ offensichtlich R-balanciert.
Sei β : M ×N → G eine R-balancierte Abbildung. Durch Vorgabe der Werte

auf der Basis definieren wir einen ZZ-Homomorphismus

γ̃ : F → G, [m,n] 7→ β(m,n).

Dabei gilt etwa für die Bilder von [mr, n] und [m, rn]

γ̃([mr, n]) = β(mr, n) = β(m, rn) = γ̃([m, rn]).

Ähnlich sieht man, daß in der Tat K ⊂ Kern γ̃ gilt. Somit faktorisiert γ̃ über
τ , d.h. wir haben das kommutative Diagramm

M ×N −→ F −→M ⊗R N
β ↘ ↓ γ̃ ↙ γ

G

Die Abbildung τ : M ×N →M ⊗R N ist zwar nicht surjektiv, ihr Bild

Bild τ = {m⊗ n | m ∈M, n ∈ N}
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ist jedoch ein Erzeugendensystem von M ⊗R N als ZZ-Modul.

Da im obigen Diagramm die γ(m⊗n) = β(m,n) eindeutig bestimmt sind, ist
auch γ eindeutig festgelegt. Somit ist τ : M ×N →M ⊗R N ein Tensorprodukt
von M und N .

Man beachte, daß jedes Element aus M ⊗R N als endliche Summe

m1 ⊗ n1 + . . .+mk ⊗ nk

dargestellt werden kann. Die Darstellung ist jedoch nicht eindeutig.

Sind β1, β2 : M × N → G zwei balancierte Abbildungen, so ist mit der
üblichen Addition auch

β1 + β2 : M ×N → G, (m,n) 7→ β1(m,n) + β2(m,n),

eine balancierte Abbildung. Also ist BalR(M ×N,G) ein ZZ-Modul.

Andererseits ist für jedes β ∈ BalR(M ×N,G) und n ∈ N die Zuordnung

β(−, n) : M → G, m 7→ β(m,n),

ein ZZ-Homomorphismus, also aus HomZZ(M,G).

Wir betrachten HomZZ(M,G) als R-Linksmodul mit der Operation

rf(m) = f(rm) für r ∈ R, m ∈M.

Damit ergeben sich aus den obigen Definitionen folgende Zusammenhänge
zwischen balancierten Abbildungen und Homomorphismen, die sich als sehr nütz-
lich erweisen werden:

24.6 Hom-Tensor-Relation
Seien MR ein Rechtsmodul, RN ein Linksmodul über dem Ring R, G eine abel-
sche Gruppe und τ : M ×N →M ⊗R N die kanonische Abbildung.

Dann sind folgende Abbildungen Isomorphismen von ZZ-Moduln:

HomZZ(M ⊗R N,G)
ψ1−→ BalR(M ×N,G),

α 7−→ ατ.

BalR(M ×N,G)
ψ2−→ HomR(N,HomZZ(M,G)),

β 7−→ [n→ β(−, n)].

HomZZ(M ⊗R N,G)
ψM−→ HomR(N,HomZZ(M,G)),

δ 7−→ [n 7→ δ(− ⊗ n)].



24. Tensorprodukt 187

Beweis: Es ist leicht nachzuprüfen, daß die angegebenen Abbildungen in dem
angegebenen Sinn definiert und ZZ-linear sind.

Die Bijektivität von ψ1 folgt aus der definierenden Eigenschaft des Tensor-
produkts.

Für jedes ϕ ∈ HomR(N,HomZZ(M,G)) ist

ϕ̃ : M ×N → G, (m,n) 7→ ϕ(n)[n],

eine R-balancierte Abbildung, und die Zuordnung ϕ 7→ ϕ̃ ist invers zu ψ2.
ψM ist gerade die Komposition von ψ1 und ψ2. 2

Wir kommen nun zu weiteren Konstruktionen mit dem Tensorprodukt.

24.7 Tensorprodukt von Homomorphismen
Sind f : MR → M ′

R, g : RN → RN
′ R-Homomorphismen, so gibt es genau eine

ZZ-lineare Abbildung
f ⊗ g : M ⊗R N →M ′ ⊗R N

′

mit f ⊗ g(m⊗ n) = f(m)⊗ g(n), m ∈M , n ∈ N .

Man nennt f ⊗ g das Tensorprodukt von f und g. Dafür gilt:

(1) idM ⊗ idN = idM⊗N .

(2) f ⊗(g1 + g2) = f ⊗ g1 + f ⊗ g2, (f1 + f2)⊗ g = f1⊗ g + f2⊗ g.
(3) Für R-Homomorphismen h : M ′

R →M ′′
R, k : RN

′ → RN
′′ ist

(h⊗ k) ◦ (f ⊗ g) = (h ◦ f)⊗(k ◦ g).

Beweis: Wir definieren die Abbildung

f × g : M ×N →M ′ ⊗R N
′, (m,n) 7→ f(m)⊗ g(n).

Diese ist ZZ-bilinear und R-balanciert, da

f(mr)⊗ g(n) = f(m)⊗ g(rn).

Also faktorisiert f×g über M⊗RN , und wir erhalten die gewünschte Abbildung
f ⊗ g. 2

Bemerkung: Die Unterscheidung zwischen ⊗ und ⊗ ist bei der Definition hilf-
reich. In der Praxis schreibt man aber meist auch ⊗ an Stelle von ⊗.

24.8 Tensorprodukt und direkte Summen
Seien MR und RN R-Moduln. Ist N = N1 ⊕ . . .⊕Nk, dann gilt

M ⊗R N '
k⊕
i=1

M ⊗R Ni.

Man sagt, das Tensorprodukt ist mit direkten Summen vertauschbar.
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Beweis: Wir zeigen die Behauptung für N = N1⊕N2. Der allgemeine Fall ergibt
sich daraus durch Induktion.

Bezeichne ε1 : N1 → N, ε2 : N2 → N
π1 : N → N1, π2 : N → N2

die kanonischen Injektionen und Projektionen. Dann ist

ε1π1 + ε2π2 = idN und

idM⊗N = idM ⊗ idN = idM ⊗(ε1π1 + ε2π2) = idM ⊗ε1π1 + idM ε2π2.

idM ⊗ε1π1 und idM ⊗ε2π2 sind orthogonale Idempotente im Endomorphis-
menring EndZZ(M ⊗R N), und somit gilt

M ⊗R N = [idM ⊗ε1π1 + idM ⊗ε2π2](M ⊗N) 'M ⊗R N1 ⊕M ⊗R N2.

2

Bemerkung: Es ist lediglich eine schreibtechnische Übung, zu zeigen, daß die
Aussage in 24.8 auch für unendliche direkte Summen gilt.

24.9 Beispiele
(1) Für einen Linksmodul M ist die Abbildung

µ : M∗ ×M → R, (f,m) 7→ f(m),

balanciert, sie faktorisiert also über einen ZZ-Homomorphismus

µ : M∗ ⊗RM → R.

(2) Für Linksmoduln M , N ist die Abbildung

ϑM,N : M∗ ×N → HomR(M,N), (f, n) 7→ [m 7→ f(m) · n]

R-balanciert, denn nach Definition der R-Modulstruktur von M∗ gilt für r ∈ R

(fr)(m) · n = f(rm) · n.

Somit faktorisiert sie über einen Gruppenhomomorphismus

ϑM,N : M∗ ⊗R N −→ HomR(M,N).

Ist M endlich erzeugt und frei, so ist ϑM,N ein Isomorphismus.
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Beweis: Seien x1, . . . , xm eine Basis von M und x∗1, . . . , x
∗
m die dazu duale Basis

von M∗. Wir definieren eine Abbildung

γM,N : HomR(M,N) →M∗ ⊗R N, f 7→
m∑
i=1

x∗i ⊗ f(xi),

und zeigen, daß diese invers zu ϑM,N ist.

Für x =
m∑
i=1

ri xi ∈M (ri ∈ R) gilt nach Definition der dualen Basis:

ϑM,N

(
m∑
i=1

x∗i ⊗ f(xi)

)
(x) =

m∑
i=1

x∗i (x) · f(xi) =
m∑
i=1

rif(xi) = f(x).

Also gilt ϑM,N ◦ γM,N(f) = f und ϑM,N ◦ γM,N = idM∗⊗RN .

Mit ähnlichen Argumenten erhält man auch γM,NϑM,N = idHomR(M,N). 2

(3) Sei M ein endlich erzeugter, freier R-Linksmodul. Dann können wir die
in (1) und (2) gewonnenen Abbildungen hintereinander ausführen und erhalten

Sp : EndR(M)
γM,M−−−→M∗ ⊗M

µ−→ R,

die sogenannte Spurform auf EndR(M).
Ist f ∈ EndR(M), X = {x1, . . . , xn} eine Basis von M und

MatXX(f) = (aij), so gilt

Sp(f) = µ(γM,M(f)) = µ
(

n∑
i=1

x∗i ⊗ f(xi)
)

= µ

(
n∑
i=1

n∑
j=1

x∗i ⊗ aijxj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

aijx
∗
i (xj) =

n∑
i=1

aii.

Somit ist Sp(f) gerade die Spur der Matrix MatXX(f), unabhängig von der
gewählten Basis X von M .

Über kommutativen Ringen R ist das Tensorprodukt nicht nur ein ZZ-Modul
(abelsche Gruppe), sondern erlaubt zudem eine R-Modulstruktur:

24.10 Tensorprodukt über kommutativen Ringen
Sei R ein kommutativer Ring, und M , N , L seien R-Moduln. Dann gilt:

(1) M ⊗R N ist ein R-Modul.

(2) M ⊗R N ' N ⊗RM und (M ⊗R N)⊗R L 'M ⊗R (N ⊗R L).
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Beweis: (1) Für r ∈ R ist die Abbildung r : M → M , m 7→ rm, ein R-Homo-
morphismus. Nach 24.7 gibt es daher einen Homomorphismus

r ⊗ id : M ⊗N →M ⊗N, m⊗ n 7→ (rm)⊗ n.

Setzen wir r(m ⊗ n) := r ⊗ id(m ⊗ n) = (rm) ⊗ n, so wird M ⊗R N zu einem
R-Modul.

(2) Die Abbildung M × N → N ⊗R M , (m,n) 7→ n ⊗m, ist balanciert und
faktorisiert daher über M ⊗R N . Entsprechend erhalten wir eine Abbildung in
der umgekehrten Richtung, und die Komposition der beiden ergibt die Identität.

Zur Assoziativität: Zu l ∈ L definieren wir zunächst

fl : N → N ⊗R L, n 7→ n⊕ l.

Dazu bilden wir idM ⊗ fl : M ⊗R N →M ⊗R (N ⊗R L)
und dann

β : (M ⊗R N)× L→M ⊗R (N ⊗R L), (m⊗ n, l) 7→ idM ⊗fl(m⊗ n).

Man bestätigt leicht, daß β R-balanciert ist, und wir erhalten eine Abbildung

β̄ : (M ⊗R N)⊗R L→M ⊗R (N ⊗R L), (m⊗ n)⊗ l 7→ m⊗ (n⊗ l).

Aus Symmetriegründen erhalten wir auch eine Abbildung in der umgekehrten
Richtung, die zu β̄ invers ist. 2

Wir wollen nun das Tensorprodukt von freien Moduln genauer ansehen. Sei
M ein R-Modul und N ein freier R-Modul mit einem Basiselement y ∈ N , also
N = Ry. Dann läßt sich jedes Element in M ⊗RRy als Summe der Form m⊗ ry
mit m ∈ M und r ∈ R schreiben. Wegen m ⊗ ry = mr ⊗ y läßt sich also jedes
Element aus M ⊗R Ry darstellen durch

k∑
i=1

(mi ⊗ n) =

(
k∑
i=1

mi

)
⊗ n, mi ∈M.

Somit ist jedes Element vom Typ m⊗y für ein geeignetes m ∈M . Die Abbildung

M ×Ry →M, (m, ry) 7→ rm,

ist R-balanciert, induziert also einen ZZ-Homomorphismus

M ⊗R Ry →M, m⊗ ry 7→ rm.

Andererseits haben wir einen ZZ-Homomorphismus

M →M ⊗R Ry, m 7→ m⊗ y.
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Diese Abbildungen sind zueinander invers, und daher gilt

M ⊗R Ry 'M.

Jedes Element aus M ⊗R Ry hat eine eindeutige Darstellung m⊗ y, m ∈M .
Ausgehend von dieser Beobachtung, können wir zeigen:

24.11 Tensorprodukt von freien Moduln
Seien M ein Rechtsmodul und N ein freier Linksmodul über dem Ring R mit

Basis {y1, . . . , yn}. Dann gilt:

(1) Jedes Element von M ⊗R N läßt sich eindeutig darstellen als

n∑
i=1

mi ⊗ yi, mi ∈M.

(2) Ist R kommutativ und {x1, . . . , xm} eine Basis von M , dann ist

{xi ⊗ yj | i ≤ m, j ≤ n}

eine Basis von M ⊗R N .

(3) Ist R ein Körper, dann ist

dim(M ⊗R N) = dim(M) · dim(N).

Beweis: (1) Da das Tensorprodukt mit direkten Summen vertauschbar ist (siehe
24.8), folgt aus N = Ry1 ⊕ . . .⊕Ryn,

M ⊗R N = (M ⊗R Ry1)⊕ . . .⊕ (M ⊗R Ryn).

In der Vorbereitung haben wir M ⊗ Ry ' M gezeigt und dafür die gewünschte
Darstellung angegeben.

(2) Wende (1) analog auf M ⊗Ryi an.

(3) Ist dim(M) unendlich, so gilt dies auch für dim(M ⊗R N). Damit folgt
die Behauptung aus (2). 2

Beispiel
Seien f : IR3 → IR4 und g : IR2 → IR2 gegeben durch

A = MatE3,E4(f) =

 1 0 3 2
4 1 1 0
2 −1 4 1

 , B = MatE2,E2(g) =
(

1 −1
2 1

)
.

Wir wollen die Matrix zu f ⊗ g : IR3⊗ IR2 → IR4⊗ IR2 bezüglich der kanoni-
schen Basen berechnen.
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Als Basis von IR3 ⊗ IR2 erhalten wir die Vektoren

v1 = (1, 0, 0)⊗ (1, 0), v2 = (1, 0, 0)⊗ (0, 1),

v3 = (0, 1, 0)⊗ (1, 0), v4 = (0, 1, 0)⊗ (0, 1),

v5 = (0, 0, 1)⊗ (1, 0), v6 = (0, 0, 1)⊗ (0, 1),

und als Basis von IR4 ⊗ IR2:

w1 = (1, 0, 0, 0)⊗ (1, 0), w2 = (1, 0, 0, 0)⊗ (0, 1),
...

w7 = (0, 0, 0, 1)⊗ (1, 0), w8 = (0, 0, 0, 1)⊗ (0, 1).

Damit berechnen wir nun

f ⊗ g(v1) = (1, 0, 3, 2)⊗ (1,−1)

=
(
1(1, 0, 0, 0) + 3(0, 0, 1, 0) + 2(0, 0, 0, 1)

)
⊗ (1,−1)

= (1, 0, 0, 0)⊗ (1,−1) + 3 · (0, 0, 1, 0)⊗ (1,−1)

+ 2 · (0, 0, 0, 1)⊗ (1,−1)

= (1, 0, 0, 0)⊗
(
(1, 0)− (0, 1))

)
+ 3 · (0, 0, 1, 0)⊗

(
(1, 0)− (0, 1))

)
+ 2 · (0, 0, 0, 1)⊗

(
(1, 0)− (0, 1))

)
= 1 · (1, 0, 0, 0)⊗ (1, 0)− 1 · (1, 0, 0, 0)⊗ (0, 1)

+ 3 · (0, 0, 1, 0)⊗ (1, 0)− 3 · (0, 0, 1, 0)⊗ (0, 1)

+ 2 · (0, 0, 0, 1)⊗ (1, 0)− 2 · (0, 0, 0, 1)⊗ (0, 1)

= 1 · w1 − 1 · w2 + 0 · w3 + 0 · w4

+ 3 · w5 − 3 · w6 + 2 · w7 − 2 · w8

Durch analoge Rechnung bekommt man

f ⊗ g(v2) = (1, 0, 3, 2)⊗ (2, 1)

= 2 · w1 + 1 · w2 + 0 · w3 + 0 · w4

+ 6 · w5 + 3 · w6 + 4 · w7 + 2 · w8
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Damit finden wir schließlich bezüglich der kanonischen Basen

Mat(f ⊗ g) =



1 −1 0 0 3 −3 2 −2
2 1 0 0 6 3 4 2

4 −4 1 −1 1 −1 0 0
8 4 2 1 2 1 0 0

2 −2 −1 1 4 −4 1 −1
4 2 −2 −1 8 4 2 1



=

 a11 ·B a12 ·B a13 ·B a14 ·B
a21 ·B a22 ·B a23 ·B a24 ·B
a31 ·B a32 ·B a33 ·B a34 ·B

 .
Diese Matrix bezeichnet man auch als das Kroneckerprodukt von A und B.

24.12 Aufgaben
(1) Seien R ein Ring, MR ein Rechts- und RN ein Linksmodul. Man zeige:

Sind f : MR →MR, g : RN → RN epimorph, so ist auch f ⊗ g epimorph.

(2) R sei ein Unterring eines Ringes S und RM ein Linksmodul über R.
Beweisen Sie, daß es eine S-Linksmodulstruktur auf S ⊗RM gibt mit

s(t⊗m) = (st)⊗m für alle s, t ∈ S, m ∈M.

(3) R sei ein Ring. Zeigen Sie: Für jeden R-Linksmodul RM gibt es einen
R-Isomorphismus µM : R⊗RM →M .

(4) R sei ein kommutativer Integritätsring. M und N seien freie R-Moduln
mit Basen (m1, . . . ,mk) bzw. (n1, . . . , nl), k, l ∈ IN , und τ : M ×N →M ⊗R N
die kanonische Abbildung. Man zeige:

(i) Ist k ≥ 2 und l ≥ 2, so ist m1 ⊗ n2 +m2 ⊗ n1 6∈ Bild τ .

(ii) τ ist surjektiv ⇔ k = 1 oder l = 1.

(5) V und W seien endlich-dimensionale Vektorräume über einem Körper K.
Man beweise:

(i) Für alle v ∈ V , w ∈ W gilt: v ⊗K w = 0⇔ v = 0 oder w = 0.

(ii) V ⊗K W = 0⇔V = 0 oder W = 0.

(6) f : V → V und g : W → W seien Endomorphismen von Moduln über
einem kommutativen Ring R. Beweisen Sie:
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(i) Ist f nilpotent, so ist f ⊗ g nilpotent.

Ist R ein Körper, und sind V , W endlich dimensional, so gilt:

(ii) Ist f ⊗ g nilpotent, so ist f nilpotent oder g nilpotent.

(iii) Ist λ ∈ R ein Eigenwert von f und µ ∈ R ein Eigenwert von g, so ist λ · µ
ein Eigenwert von f ⊗ g.
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25 Bilinearformen

Wie wir am Ende des letzten Abschnitts schon festgestellt haben, erhalten wir
über kommutativen Ringen noch weitere Bildungen mit dem Tensorprodukt.
Diese werden im folgenden eine Rolle spielen.

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daß R ein kommutativer Ring ist.

25.1 Definition
M , N und L seien R-Moduln. Eine Abbildung

β : M ×N → L

heißt bilinear, wenn β R-balanciert ist und zudem für alle m ∈ M , n ∈ N und
r ∈ R gilt

β(rm, n) = rβ(m,n) (= β(m, rn)).

Eine bilineare Abbildung auf M ×N ist also R-linear in jeder der beiden Kom-
ponenten.

Die Menge der bilinearen Abbildungen M × N → L bezeichnen wir mit
BilR(M ×N,L).

Die bilinearen Abbildungen in den Grundring, M × N → R, nennt man
Bilinearformen auf M ×N und bezeichnet sie mit BilR(M,N).

25.2 Beispiele (beachte R kommutativ)
(1) Die Multiplikation in R ergibt eine Bilinearform (vgl. 24.2)

µ : R×R→ R, (r, s) 7→ rs.

(2) Für einen R-Modul M mit Dualraum M∗ ist (vgl. 24.2)

µ : M∗ ×M → R, (f,m) 7→ f(m),

eine Bilinearform (kanonische Bilinearform auf M∗ ×M).

(3) Für jede Matrix B ∈ R(m,n) ist

Rm ×Rn → R, (x, y) 7→ xByt,

eine Bilinearform. Wir werden sehen, daß auf endlich erzeugten, freien Moduln
alle Bilinearformen von diesem Typ sind.

25.3 Bilineare Abbildungen und Tensorprodukt
M , N und L seien R-Moduln.

(1) Die kanonische Abbildung τ : M ×N →M ⊗R N ist R-bilinear.
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(2) Jede R-bilineare Abbildung M ×N → L läßt sich über eine R-lineare Ab-
bildung M ⊗R N → L faktorisieren.

Beweis: (1) Dies ergibt sich aus der Definition der Skalarmultiplikation aufM⊗R

N (vgl. 24.10).

(2) Eine R-bilineare Abbildung β : M ×N → L ist insbesondere balanciert,
d.h. wir haben einen ZZ-Homomorphismus

γ : M ⊗R N → L, m⊗ n 7→ β(m,n).

Dafür gilt nun

γ(r(m⊗ n)) = γ((rm)⊗ n) = β(rm, n) = rβ(m,n) = rγ(m⊗ n),

d.h. γ ist ein R-Homomorphismus. 2

Sind β1, β2 : M ×N → L bilinear und r ∈ R, so sind auch mit der üblichen
Addition und Skalarmultiplikation die Abbildungen

β1 + β2 : M ×N → R, (m,n) 7→ β1(m,n) + β2(m,n), und
rβ1 : M ×N → R, (m,n) 7→ rβ1(m,n),

bilinear. Also ist BilR(M ×N,L) ein R-Modul.
Andererseits sind für β ∈ BilR(M × N,L) und m ∈ M bzw. n ∈ N die

Abbildungen
β(m,−) : N → L, x 7→ β(m,x),
β(−, n) : M → L, y 7→ β(y, n),

R-Homomorphismen, also aus HomR(N,L) bzw. HomR(M,L).

Es ist leicht nachzuprüfen, daß über kommutativen Ringen die in 24.6 angege-
benen Isomorphismen von abelschen Gruppen zu Isomorphismen von R-Moduln
werden:

25.4 Homomorphismen und Tensorprodukt
M , N und L seien R-Moduln und τ : M × N → M ⊗R N die kanonische

Abbildung. Dann sind folgende Abbildungen Isomorphismen von R-Moduln:

HomR(M ⊗R N,L)
ψ1−→ BilR(M ×N,L),

α 7−→ ατ.

BilR(M ×N,L)
ψ2−→ HomR(N,HomR(M,L)),

β 7−→ [n→ β(−, n)].

HomR(M ⊗R N,L)
ψM−→ HomR(N,HomR(M,L)),

δ 7−→ [n 7→ δ(− ⊗ n)].

Speziell für Bilinearformen leiten wir daraus ab:
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25.5 Bilinearformen und Tensorprodukte

(1) Für R-Moduln M , N haben wir die R-Isomorphismen

BilR(M,N) ' (M ⊗R N)∗

' HomR(M,N∗)

' HomR(N,M∗).

(2) Ist M oder N endlich erzeugt und frei, so gilt für die Dualräume

(M ⊗R N)∗ 'M∗ ⊗R N
∗.

(3) Sind M und N endlich erzeugt und frei, so ist

EndR(M)⊗R EndR(N) → EndR(M ⊗R N), f ⊗ g 7→ f ⊗ g,

ein Isomorphismus von Ringen und R-Moduln.

Beweis: (1) Dies sind die Isomorphismen aus 25.4.

(2) Ist M endlich erzeugt und frei, so ist nach 24.9,(2)

M∗ ⊗R N
∗ ' Hom(M,N∗).

Die angegebene Beziehung folgt damit aus (1).
Ist N endlich erzeugt und frei, so läßt sich analog argumentieren.

(3) Mit Hilfe von 24.9 und Eigenschaften des Tensorprodukts (aus 24.10)
haben wir die Isomorphismen

EndR(M)⊗R EndR(N) ' (M∗ ⊗M)⊗ (N∗ ⊗N)

' (M∗ ⊗N∗)⊗ (M ⊗N)

' (M ⊗N)∗ ⊗ (M ⊗R N)

' EndR(M ⊗R N).

Die zugehörigen Abbildungen sind

f ⊗ g 7→
(∑

i

x∗i ⊗ f(xi)

)
⊗

∑
j

y∗j ⊗ f(yj)


7→

∑
i,j

(x∗i ⊗ y∗j )⊗ f(xi)⊗ g(yj)

7→
∑
i,j

(xi ⊗ yj)
∗ ⊗ f ⊗ g(xi ⊗ yj)

7→ f ⊗ g.

2
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Wie wir gesehen haben, sind mit einer Bilinearform β : M ×N → R folgende
R-Homomorphismen festgelegt:

β` : M → N∗, m 7→ β(m,−),

βr : N →M∗, n 7→ β(−, n).

Eigenschaften dieser Abbildungen bestimmen auch Eigenschaften von β:

25.6 Definition
Eine Bilinearform β auf M ×N → R nennt man

links nicht-ausgeartet, wenn β` injektiv ist;

rechts nicht-ausgeartet, wenn βr injektiv ist;

links nicht-singulär, wenn β` Isomorphismus ist;

rechts nicht-singulär, wenn βr Isomorphismus ist.

Da Homomorphismen genau dann injektiv sind, wenn ihr Kern trivial ist,
haben wir folgendes Kriterium:

25.7 Nicht-ausgeartete Bilinearformen
Eine Bilinearform β auf M ×N ist genau dann links nicht-ausgeartet, wenn

Kern β` = {m ∈M | β(m,n) = 0 für alle n ∈ N} = 0.

β ist genau dann rechts nicht-ausgeartet, wenn

Kern βr = {n ∈ N | β(m,n) = 0 für alle m ∈M} = 0.

Wir wollen uns nun die Begriffe an einem speziellen Fall veranschaulichen.

25.8 Kanonische Bilinearform auf M∗ × M
Für die kanonische Bilinearform µ : M∗ ×M → R (vgl. 25.2(2)) gilt:

(1) µ ist links nicht-singulär.

(2) Ist M freier Modul, so ist µ rechts nicht-ausgeartet.

(3) Ist M endlich erzeugt und frei, dann ist µ rechts nicht-singulär.

Beweis: (1) Die Abbildung

µ` : M∗ →M∗, f 7→ [µ(f,−) : m 7→ f(m)],

ist die Identität.

(2),(3) Die Abbildung

µr : M →M∗∗, m 7→ [µ(−,m) : g 7→ g(m)],

ist gerade der Auswertungsmorphismus ΦM . Wie in 23.7 gezeigt, ist ΦM für freies
M injektiv und für endlich erzeugtes, freies M sogar bijektiv. 2
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Betrachten wir ein β ∈ BilR(M,N), das links nicht-singulär ist, also M ' N∗.
Dann ist jede Linearform auf N von der Gestalt β(m,−) mit geeignetem m ∈M .

Liegt nun ein weiteres γ ∈ BilR(M,N) vor, so ist für jedes x ∈M die Abbil-
dung γ(x,−) ∈ N∗ und daher

γ(x,−) = β(m,−) für geeignetes m ∈M.

Zu jedem x ∈ M ist dieses m ∈ M eindeutig bestimmt, und wir haben somit
eine Abbildung

f : M →M, x 7→ f(x) mit γ(x,−) = β(f(x),−).

Aus den Beziehungen

γ(x1 + x2,−) = β(f(x1 + x2),−) =

γ(x1,−) + γ(x2,−) = β(f(x1),−) + β(f(x2),−)

= β(f(x1) + f(x2),−)

folgern wir
f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)

und – mit einem ähnlichen Argument –

f(rx) = rf(x).

Somit ist f : M → M ein Endomorphismus. Diese Beobachtung fassen wir
zusammen:

25.9 Adjungierte Abbildungen bezüglich β
M , N seien R-Moduln und β ∈ BilR(M,N) links nicht-singulär. Dann gilt:

(1) Zu jeder Bilinearform γ : M ×N → R gibt es ein f ∈ End(M) mit

γ(x,−) = β(f(x),−) für jedes x ∈M.

(2) Zu jedem h ∈ End(N) gibt es ein h̃ ∈ End(M) mit

β(x, h(y)) = β(h̃(x), y) für alle x ∈M , y ∈ N.

Man nennt h̃ die Adjungierte von h (bezüglich β).

Beweis: (1) Dies wurde in den Vorbetrachtungen gezeigt.

(2) Es ist leicht nachzuprüfen, daß

β(−, h(−)) : M ×N → R, (m,n) 7→ β(m,h(n)),

bilinear ist. Wendet man darauf (1) an, so erhält man die Behauptung. 2
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Analoge Bildungen lassen sich natürlich auch für rechts nicht-singuläre Bili-
nearformen durchführen.

Sehen wir uns wieder einen Spezialfall an:

25.10 Adjungierte und Transponierte
Die kanonische Bilinearform µ : M∗ ×M → R ist nicht-singulär (vgl. 25.8).

Für h ∈ EndR(M) ist h̃ : M∗ →M∗ bestimmt durch

g(h(m)) = µ(g, h(m)) = µ(h̃(g),m) = h̃(g)(m)

für alle g ∈M∗, m ∈M , also h̃(g) = g ◦ h.
Somit ist h̃ gleich der Transponierten ht (vgl. 23.2).

Wir befassen uns weiterhin mit Elementen aus M × N , auf denen eine Bili-
nearform verschwindet. Dazu eine weitere

25.11 Definition (Orthogonalität)
M und N seine R-Moduln und β ∈ BilR(M,N).

Elemente x ∈M , y ∈ N heißen orthogonal bzgl. β, wenn β(x, y) = 0.
Für Teilmengen K ⊂M , U ⊂ N bezeichnen wir die Untermoduln

K⊥ = {y ∈ N | β(k, y) = 0 für alle k ∈ K} ⊂ N

U⊥ = {x ∈M | β(x, u) = 0 für alle u ∈ U} ⊂M

als das orthogonale Komplement von K bzw. U .

Damit ist β genau dann links (rechts) nicht-ausgeartet, wenn N⊥ = 0 (bzw.
M⊥ = 0).

Folgende Beziehungen sind leicht zu verifizieren:

(1) K ⊂ K⊥⊥, U ⊂ U⊥⊥;

(2) Für K1 ⊂ K2 gilt K⊥
2 ⊂ K⊥

1 ;

(3) K⊥⊥⊥ = K⊥.

Bei endlich-dimensionalen Vektorräumen lassen sich für die Komplemente
weitergehende Aussagen machen:

25.12 Dimensionsformel
Seien V , W endlich-dimensionale Vektorräume über dem Körper K und β ∈

(V,W ). Dann gilt für Unterräume X ⊂ V , Y ⊂ W :

(1) dimX + dimX⊥ = dimW + dim(W⊥ ∩X),

dimY + dimY ⊥ = dimV + dim(V ⊥ ∩ Y ).
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(2) Ist β nicht-singulär, also insbesondere dimV = dimW , so gilt

dimX + dimX⊥ = dimV = dimY + dimY ⊥ und
X = X⊥⊥, Y = Y ⊥⊥.

Beweis: (1) Betrachte die Abbildung V → W ∗, v 7→ β(v,−). Die Einschränkung
auf X ⊂ V hat als Kern gerade X ∩W⊥ und als Bild β(X,−) = {β(x,−) | x ∈
X}. Aus der Dimensionsformel für Morphismen haben wir damit

dim β(X,−) = dimX − dim(X ∩W⊥).

Wählen wir x1, . . . , xr ∈ X so, daß β(x1,−), . . . , β(xr,−) eine Basis von β(X,−)
bilden. Dann ist

X⊥ =
r⋂
i=1

Kern β(xi,−).

Nach Wahl der β(xi,−) folgt daraus (durch Induktion)

dimX⊥ = dimW − r = dimW − dim β(X,−).

Zusammen mit der oberen Gleichung ergibt dies die Behauptung.

(2) Ist β nicht-singulär, so müssen V und W (' W ∗) gleiche Dimension
haben, und W⊥ = 0, V ⊥ = 0. Damit folgt die Dimensionsgleichung aus (1). Diese
wiederum ergibt wegen X ⊂ X⊥⊥ und X⊥ ⊂ X⊥⊥⊥ die Gleichheit X = X⊥⊥.

Analog sieht man Y = Y ⊥⊥. 2

Für endlich-dimensionale Vektorräume ist die kanonische Bilinearform nicht-
singulär. Somit haben wir als Folgerung:

25.13 Orthogonalität bezüglich V ∗ × V → K
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K und

µ : V ∗ × V → K, (f, y) 7→ f(y).

Dann ist für jeden Unterraum U ⊂ V

U⊥ = {f ∈ V ∗ | f(U) = 0},

und es gilt:

(1) dimU⊥ = dimV − dimU und U = U⊥⊥.

(2) Die Zuordnung U 7→ U⊥ ergibt eine ordnungsumkehrende Bijektion zwi-
schen den Unterräumen von V und V ∗.
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Beweis: (1) erhält man unmittelbar aus 25.12.

(2) Aus U = U⊥⊥ sehen wir, daß die Zuordnung umkehrbar ist. 2

25.14 Aufgaben
(1) Man zeige: Sind f und g Linearformen auf dem R-Modul M , so wird

durch
ψ(m,n) := f(m) · g(n) für alle m,n ∈M

eine Bilinearform auf M definiert.

(2) Untersuchen Sie, welche der folgenden Abbildungen IR2 × IR2 → IR bili-
near sind:

(i) f1((x1, x2), (y1, y2)) = 3x1 + 4y1

(ii) f2((x1, x2), (y1, y2)) = x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2

(iii) f3((x1, x2), (y1, y2)) = π

(iv) f4((x1, x2), (y1, y2)) = (x2 − x1)(3y1 + y2)

(3) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K, und
β : V × V → K sei eine nicht-singuläre Bilinearform. Für Untervektorräume
K,L ⊂ V zeige man:

(i) (K + L)⊥ = K⊥ ∩ L⊥

(ii) (K ∩ L)⊥ = K⊥ + L⊥.
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26 Bilinearformen auf freien Moduln

Ähnlich wie die linearen Abbildungen, sind auch die bilinearen Abbildungen
auf freien Moduln durch die Werte auf den Basiselementen bestimmt, die durch
Matrizen dargestellt werden.

R sei wiederum ein kommutativer Ring.

26.1 Matrix einer Bilinearform
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen {x1, . . . , xm} ⊂M und
{y1, . . . , yn} ⊂ N .

(1) Eine Bilinearform β : M×N → R ist eindeutig bestimmt durch die (m,n)-
Matrix

Bβ =
(
β(xi, yj)

)
.

Man nennt Bβ die Matrix von β (bezüglich der gewählten Basen).

(2) Für eine Matrix B ∈ R(m,n), x =
m∑
i=1

rixi ∈ M , y =
n∑
j=1

sjyj ∈ N , wird

durch

βB(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

ribijsj = (r1, . . . , rm)B(s1, . . . , sn)
t

eine Bilinearform βB : M ×N → R definiert.

(3) Ist B = Bβ, so gilt β = βB. Für fest gewählte Basen haben wir daher eine
Bijektion

Bil(M,N) → R(m,n), β 7→ Bβ.

Beweis: (1) Für beliebige Elemente x =
m∑
i=1

rixi ∈ M , y =
n∑
j=1

sjyj ∈ N , ri, sj ∈

R, gilt

β(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

riβ(xi, yj)sj.

Damit ist die Behauptung klar.

(2) Die Bedingungen für eine Bilinearform sind leicht nachzuprüfen.

(3) Dies folgt aus (1) und (2). 2

Wie schon angemerkt, ist die Matrix einer Bilinearform von den gewählten
Basen abhängig. Schauen wir, wie sie sich bei einem Basiswechsel verändert.
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26.2 Matrizen bei Basiswechsel
Seien M und N freie R-Moduln mit je zwei Basen

X = {x1, . . . , xm} ⊂M bzw. Y = {y1, . . . , yn} ⊂ N ,
X ′ = {x′1, . . . , x′m} ⊂M bzw. Y ′ = {y′1, . . . , y′n} ⊂ N

mit den Transformationsmatrizen

S = (sij) = MatX′X(idM), T = (tij) = MatY ′Y (idN).

Ist β : M ×N → R eine Bilinearform mit den Matrizen

B =
(
β(xi, yj)

)
und B′ =

(
β(x′i, y

′
j)
)
,

so gilt

B′ = SBT t.

Beweis: Durch Einsetzen erhalten wir für jedes Paar (i, k)

β(x′i, y
′
k) = β(

m∑
j=1

sijxj,
n∑
l=1

tklyl) =
m∑
j=1

n∑
l=1

sijβ(xj, yk)tkl

= (si1, . . . , sim)B(tk1, . . . , tkn)
t.

Daraus folgt nun B′ = SBT t. 2

Die Matrix einer Bilinearform beschreibt auch die durch β bestimmten Mor-
phismen:

26.3 Matrizen von Bilinearformen und Morphismen
M und N seien R-Moduln mit Basen

X = {x1, . . . , xm} ⊂M und Y = {y1, . . . , yn} ⊂ N .

Die dazu dualen Basen bezeichnen wir mit

X∗ = {x∗1, . . . , x∗m} ⊂M∗ und Y ∗ = {y∗1, . . . , y∗n} ⊂ N∗.

Sei β : M ×N → R eine Bilinearform mit Matrix B =
(
β(xi, yj)

)
und

β` : M → N∗, m 7→ β(m,−), βr : N →M∗, n 7→ β(−, n).

Dann gilt

MatXY ∗(β`) = B, MatY X∗(βr) = Bt.
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Beweis: Bezüglich der Basis Y ∗ ⊂ N∗ läßt sich das Bild des Basiselements
xi ∈M als

β(xi,−) =
n∑
j=1

β(xi, yj) y
∗
j =

n∑
j=1

bij y
∗
j

schreiben. Durch Einsetzen der Basiselemente y1, . . . , yn ∈ N kann man diese
Gleichung bestätigen. Entsprechend erhält man

β(−, yj) =
m∑
i=1

β(xi, yj)x
∗
i =

m∑
i=1

bij x
∗
i .

Also haben die Matrizen B und Bt die angegebenen Eigenschaften. 2

Als Folgerung daraus können wir der Matrix einer Bilinearform ansehen, ob
β nicht-ausgeartet ist:

26.4 Matrix einer nicht-ausgearteten Bilinearform
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen {x1, . . . , xm} ⊂M , {y1, . . . , ym} ⊂ N .

Ist β : M ×N → R eine Bilinearform und B =
(
β(xi, yj)

)
, so gilt:

(1) Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) β ist links nicht-ausgeartet;

(b) detB ist kein Nullteiler;

(c) β ist rechts nicht-ausgeartet.

(2) Auch folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) β ist links nicht-singulär;

(b) detB ist invertierbar;

(c) β ist rechts nicht-singulär.

Man nennt detB die Diskriminante von β.

Beweis: (1) (a)⇔(b) β` : M → N∗ ist genau dann injektiv, wenn detB kein
Nullteiler ist.

(b)⇔(c) Wegen detB = detBt sieht man dies analog zu (a)⇔(b).

(2) β` ist genau dann invertierbar, wenn detB invertierbar ist. 2

Die obigen Ausführungen zeigen, daß man in dem betrachteten Fall nicht
mehr zwischen links oder rechts nicht-ausgearteten (bzw. nicht-singulären) Bili-
nearformen zu unterscheiden braucht.

Es ist klar, daß über einem Körper K eine Bilinearform β : V ×W → K mit
endlich-dimensionalen Vektorräumen V ' W genau dann nicht-ausgeartet ist,
wenn sie nicht-singulär ist oder – gleichbedeutend – die Diskriminante von Null
verschieden ist.
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Beispiel
Sei M ein freier R-Modul mit Basis {x1, . . . , xm}. Bezüglich der Basis
{x∗1, . . . , x∗m} von M∗ hat die kanonische Bilinearform

µ : M∗ ×M → R

die Matrix
B =

(
µ(x∗i , xj)

)
=
(
x∗i (xj)

)
= (δij),

also die (m,m)-Einheitsmatrix. Die Determinante von B ist gleich 1, was
bestätigt, daß µ nicht-singulär ist.

26.5 Aufgaben
(1) Auf IR2 sei folgende Bilinearform f definiert:

f((x1, x2), (y1, y2)) := 5x1y1 − 3x1y2 − x2y1 + 2x2y2

(i) Bestimmen Sie die Matrix A ∈ IR(2,2) von f bezüglich der Basis
U := ((1, 3), (1, 1)).

(ii) Bestimmen Sie die Matrix B ∈ IR(2,2) von f bezüglich der Basis
V := ((2, 1), (−1, 1)).

(iii) Finden Sie eine invertierbare Matrix S ∈ IR(2,2) mit B = S · A · St.
(2) Bezüglich der Basen X := ((1, 0, 2), (1, 3, 1), (2, 2, 0)) von IR3 und

Y := ((1,−1), (1,−2)) von IR2 sei eine Bilinearform f : IR3 × IR2 → IR gegeben
durch die Matrix

Bf =

 5 0
−2 2

1 7

 .
(i) Für a, b, c, d, e ∈ IR berechne man f((a, b, c), (d, e)).

(ii) Bestimmen Sie die Matrix von f bezüglich der Basen
C := ((1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)) und D := ((1, 4), (4, 1)).
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27 Bilinearformen auf M

Seien R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Wir wollen hier Bilinear-
formen des Typs M × M → R betrachten, die wir als Bilinearformen auf M
bezeichnen.

Natürlich gilt alles für Bilinearformen M × N → R Gezeigte auch für den
speziellen Fall M = N . Darüber hinaus können noch zusätzliche Eigenschaften
auftreten. Schauen wir zunächst, was bei Basiswechsel passiert. Aus den allge-
meineren Betrachtungen in §26 ergibt sich:

27.1 Basiswechsel
Sei M ein freier R-Modul mit Basen X = {x1, . . . , xm}, X ′ = {x′1, . . . , x′m} und
S = MatX′,X(idM).

Ist β : M ×M → R eine Bilinearform mit B =
(
β(xi, xj)

)
,

B′ =
(
β(x′i, x

′
j)
)
∈ R(m,m), so gilt

B′ = SBSt.

27.2 Definition
Zwei Matrizen B, B′ ∈ R(m,m) heißen kongruent, wenn es eine invertierbare
Matrix S ∈ R(m,m) gibt mit

B′ = SBSt.

Dies ist eine Äquivalenzrelation auf R(m,m).

27.3 Definition
Eine Bilinearform β : M ×M → R heißt symmetrisch, wenn

β(m,n) = β(n,m) für alle m,n ∈M.

27.4 Die Matrix symmetrischer Bilinearformen
Sei M ein freier R-Modul mit Basis X = {x1, . . . , xm}.

Eine Bilinearform β : M × M → R ist genau dann symmetrisch, wenn
B =

(
β(xi, xj)

)
eine symmetrische Matrix ist, d.h. B = Bt.

Beweis: Man überlegt sich leicht, daß β(x, y) = β(y, x), wenn für alle Basisele-
mente β(xi, xj) = β(xj, xi) gilt. 2

27.5 Beispiele
(1) Auf Rn definiert man für x = (r1, . . . , rn), y = (s1, . . . , sn) ∈ Rn

βE(x, y) =
n∑
i=1

risi.
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Dies ergibt eine symmetrische Bilinearform, die Standardform. Für die Standard-
basis {e1, . . . , en} gilt

(
β(ei, ej)

)
= E.

Für jede Matrix B = (bij) definiert

βB(x, y) =
∑
i,j

ribijsj = (r1, . . . , rn)B(s1, . . . , sn)
t

eine Bilinearform. Diese ist genau dann symmetrisch, wenn B eine symmetrische
Matrix ist.

(2) V = IR4, M =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

,

βM(x, y) = r1s1 + r2s2 + r3s3 − r4s4.
Diese Bilinearform nennt man Minkowski-Form.

(3) R = IR, V = {integrierbare Funktionen auf [0, 1]}.
Für ϕ, ψ ∈ V ergibt

β(ϕ, ψ) =
∫ 1

0
ϕ(x)ψ(x)dx

eine symmetrische Bilinearform auf V .

27.6 Definition
Sei β : M ×M → R eine Bilinearform. Ein Endomorphismus f : M → M heißt
Isometrie (bzgl. β), wenn

β(m,n) = β(f(m), f(n))

für alle m,n ∈M .

Bezüglich nicht-singulärer Bilinearformen lassen sich Isometrien durch Eigen-
schaften der adjungierten Abbildung kennzeichnen.

27.7 Isometrien und nicht-singuläre Bilinearformen
Sei M ein R-Modul und β : M×M → R eine links nicht-singuläre Bilinearform.
Dann sind für f ∈ End(M) folgende Aussagen äquivalent:

(a) f ist eine Isometrie bezüglich β;

(b) für die Adjungierte f̃ bezüglich β gilt f̃f = id.

Hat M eine Basis X = {x1, . . . , xm}, dann sind zudem äquivalent:

(c) f ist invertierbar und f−1 = f̃ ;

(d) für B =
(
β(xi, xj)

)
gilt

B = MatX(f)BMatX(f)t.
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Beweis: (a)⇒ (b) Für eine Isometrie f ∈ End(M) gilt nach Definition der Ad-
jungierten f̃ :

β(x, y) = β(f(x), f(y)) = β(f̃f(x), y)

für alle x, y ∈M und damit f̃ ◦ f = idM .

(b)⇒ (a) Aus f̃ ◦ f = idM folgt aus obiger Gleichung, daß f eine Isometrie
bezüglich β ist.

(c)⇔ (b) Da M endlich erzeugt und frei ist, folgt aus f̃ ◦ f = idM schon, daß
f invertierbar ist, und f̃ = f−1.

(c)⇒ (d) Für MatX(f) = (aij) ∈ R(m,m) gilt:

β(xi, xk) = β(f(xi), f(xk)) = β(
∑
j

aijxj,
∑
l

alkxl)

=
∑
j

∑
l

aijβ(xj, xl)alk

= (ai1, . . . , aim)B(a1k, . . . , amk)
t

und somit B = Mat(f)BMat(f)t. 2

Zu einer Bilinearform β : M ×M → R ergibt die Orthogonalität eine Abbil-
dung zwischen den Untermoduln U von M :

U 7→ U⊥ = {m ∈M | β(m,U) = 0}.

Man nennt ein Element x ∈M isotrop, wenn es zu sich selbst orthogonal ist,
d.h. wenn β(x, x) = 0. Auch zu nicht-singulären Bilinearformen kann es isotrope
Elemente geben.

Allgemeiner kann man für einen Untermodul U ⊂ M nach den Beziehungen
zu U⊥ fragen. Für endlich-dimensionale Vektorräume erhalten wir dabei weiter-
gehende Aussagen.

27.8 Orthogonale Komplemente
Seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K und β :
V × V → K eine nicht-ausgeartete Bilinearform. Für einen Unterraum U ⊂ V
sind dann folgende Aussagen äquivalent:

(a) U ∩ U⊥ = 0;

(b) β|U ist nicht-ausgeartet;

(c) V = U ⊕ U⊥.
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Beweis: (a)⇔ (b) Es ist klar, daß die Einschränkung von β auf U eine Bilinear-
form auf U ergibt.

Angenommen, für ein x ∈ U gilt β(x, y) = 0 für alle y ∈ U , so bedeutet das
x ∈ U ∩ U⊥ = 0.

Also ist β|U genau dann nicht-ausgeartet, wenn U ∩ U⊥ = 0.

(a)⇔ (c) Nach der Dimensionsformel 25.12 gilt dimU + dimU⊥ = dimV .
Damit folgen die Behauptungen aus Dimensionsbetrachtungen. 2

Als Folgerung daraus halten wir fest:

27.9 Korollar
Sei β eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf V . Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

(a) Es gibt keine isotropen Elemente in V , d.h. aus β(x, x) = 0 folgt x = 0;

(b) Für jeden Unterraum U ⊂ V gilt U ⊕ U⊥ = V .

Wie bei linearen Abbildungen von freien Moduln kann man auch hier fra-
gen, wie man durch geeignete Basiswahl die Matrix einer Bilinearform β auf M
besonders vorteilhaft – etwa in Diagonalform – bekommt. Dazu zeigen wir:

27.10 Die Orthogonalbasis
Sei K ein Körper mit CharK 6= 2 und V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum. Ist β eine symmetrische Bilinearform, so gilt:

(1) Es gibt eine Basis v1, . . . , vn von V mit

β(vi, vj) = 0 für i 6= j.

Eine solche Basis heißt Orthogonalbasis von V .

(2) Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) β ist nicht-ausgeartet;

(b) für eine Orthogonalbasis v1, . . . , vn von V ist β(vi, vi) 6= 0 für i ≤ n.

Beweis: (1) Wir zeigen dies durch Induktion nach n = dimV . Für n = 1 ist die
Aussage klar.

Angenommen, die Behauptung ist richtig für alle Vektorräume mit Dimension
≤ n− 1. Ist β identisch Null, so ist nichts zu zeigen.

Ist β nicht trivial, so gibt es ein v1 ∈ V mit β(v1, v1) 6= 0. Wir werden dies in
28.15 für einen etwas allgemeineren Fall zeigen. Dafür gilt Kv1 ∩ (Kv1)

⊥ = 0.
(Kv1)

⊥ ist Lösungsmenge der linearen Gleichung

β(v1, x) = 0.
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Also gilt dim(Kv1)
⊥ = n− 1 und somit

V = Kv1 ⊕ (Kv1)
⊥.

Nach Annahme gibt es für die Einschränkung von β auf den (n− 1)-dimensiona-
len Vektorraum (Kv1)

⊥ eine Orthogonalbasis. Zusammen mit v1 haben wir dann
eine Orthogonalbasis für V .

Man beachte, daß eine Orthogonalbasis isotrope Vektoren enthalten kann.

(2) Ist v1, . . . , vn eine Orthogonalbasis von V , so ist die zugehörige Matrix
von β eine Diagonalmatrix:

(
β(vi, vj)

)
=

 β11 0
. . .

0 βnn

 .
Nach 26.4 ist β genau dann nicht-ausgeartet, wenn

det
(
β(vi, vi)

)
=

n∏
i=1

β(vi, vi) 6= 0.

Daraus folgt die Behauptung. 2

Es hängt von Eigenschaften des Körpers K ab, ob man die Matrix einer
Bilinearform noch weiter standardisieren kann. Die Möglichkeiten, die sich über
den reellen bzw. komplexen Zahlen ergeben, werden wir im nächsten Kapitel
untersuchen.

Über den komplexen Zahlen wird dabei noch die Konjugation zu berück-
sichtigen sein, also der Isomorphismus C → C, z → z. Die dabei auftretenden
Abweichungen von linearen und bilinearen Abbildungen wollen wir zuvor im
nachfolgenden Abschnitt zusammenstellen.

27.11 Aufgaben

Bezüglich der kanonischen Basis des Q-Vektorraumes Q4 sei eine Bilinearform
β : Q4 × Q4 → Q durch die folgende Matrix gegeben:

C =


1 2 −1 3
2 −3 1 2

−1 1 5 4
3 2 4 12

 ∈ Q(4,4).

(i) Begründen Sie, warum es eine Orthogonalbasis von Q4 bezüglich β gibt.

(ii) Berechnen Sie eine Orthogonalbasis, und geben Sie die Matrix von β be-
züglich dieser Basis an.

(iii) Für den Unterraum U := Q · (1, 1,−1,−1) + Q · (2, 1, 1,−1) berechne man
U⊥ bezüglich β.
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28 Semi- und Sesquilinearformen

Neben den linearen Abbildungen spielen auch additive Abbildungen von R-
Moduln eine wichtige Rolle, die einen Ringhomomorphismus R → R berück-
sichtigen. Auch bei bilinearen Abbildungen gibt es entsprechende Variationen,
die wir uns später ansehen werden.

In diesem Abschnitt seien R ein kommutativer Ring und ϕ : R → R ein
Ringhomomorphismus.

28.1 Semilineare Abbildungen
M und N seien R-Moduln. Eine ZZ-lineare Abbildung f : M → N heißt semili-
near (bezüglich ϕ) oder ϕ-semilinear, wenn

f(rm) = ϕ(r)f(m) für alle m ∈M , r ∈ R.

Der R-Modul RN kann durch

r · n := ϕ(r)n für r ∈ R, n ∈ N

mit einer neuen Skalarmultiplikation versehen werden. Den so definierten R-
Modul bezeichnen wir mit ϕ(R)N .

Damit entsprechen die ϕ-linearen Abbildungen RM → RN genau den R-
Modulhomomorphismen RM → ϕ(R)N .

Die Eigenschaften solcher Abbildungen hängen auch von den Eigenschaften
von ϕ ab. Für id : R→ R ergeben sich daraus die linearen Abbildungen.

Beispiel
Sei M ein R-Modul. Die Linksmultiplikation

M →M, m 7→ rm,

mit r ∈ R ist für nicht kommutatives R kein R-Homomorphismus. Für invertier-
bares r ist sie jedoch eine semilineare Abbildung bezüglich des Homomorphismus

ϕ : R→ R, s 7→ rsr−1.

Dies folgt aus der Gleichung r(sm) = (rsr−1)rm.

Die Abbildungen in den Grundring bekommen wieder einen eigenen Namen:

28.2 Semilinearformen
ϕ-semilineare Abbildungen M → R nennt man Semilinearformen (bzgl. ϕ) und
bezeichnet sie mit Homϕ(M,R).
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Für jedes f ∈ HomR(M,R) gilt

ϕ ◦ f(rm) = ϕ(rf(m)) = ϕ(r) · ϕ ◦ f(m).

Damit haben wir eine semilineare Abbildung

HomR(M,R) → Homϕ(M,R), f 7→ ϕf.

Bei speziellen Homomorphismen wird diese Beziehung sogar bijektiv:

28.3 Definition
Eine Ringhomomorphismus ϕ : R → R heißt Involution, wenn ϕ2 = idR, wenn
also

ϕ2(a) = a für alle a ∈ R.

Es ist klar, daß ϕ ein Isomorphismus ist mit ϕ = ϕ−1. Für jeden Ring R ist
die Identität eine Involution.

Auf den komplexen Zahlen C ist die Konjugation

: C → C, z 7→ z,

eine Involution, das wichtigste Beispiel für die späteren Anwendungen.

28.4 Hilfssatz
Ist ϕ : R→ R eine Involution, dann ist

HomR(M,R) → Homϕ(M,R), f 7→ ϕf,

eine bijektive semilineare Abbildung.

Beweis: Wegen ϕ2 = idR ist Homϕ(M,R) → HomR(M,R), g 7→ ϕ ◦ g, eine
semilineare Abbildung, die zu der oben betrachteten Zuordnung invers ist. 2

Für freie Moduln hat auch Homϕ(M,R) besondere Eigenschaften:

28.5 ϕ-Dualraum von freien Moduln
Sei M ein freier R-Modul mit Basis {mλ | λ ∈ Λ}.

Zu λ ∈ Λ definieren wir Semilinearformen durch Vorgabe der Werte auf den
Basiselementen

m∗
λ : M → R, m∗

λ(mµ) =
{

0 falls λ 6= µ
1 falls λ = µ,

und der Festlegung

m∗(rmλ) = ϕ(r)m∗(mλ) für λ ∈ Λ, r ∈ R.

Diese haben die Eigenschaften:
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(1) {m∗
λ | λ ∈ Λ} ist eine R-linear unabhängige Teilmenge von Homϕ(M,R).

(2) Für m =
∑
rλmλ gilt m∗

µ(m) = ϕ(rµ).

(3) Ist Λ endlich, dann ist {m∗
λ | λ ∈ Λ} eine Basis von Homϕ(M,R).

Beweis: Die Aussagen ergeben sich aus dem Beweis von 23.3. 2

Für den Rest des Abschnitts setzen wir voraus, daß ϕ : R→ R eine Involution
ist.

28.6 Definition
M und N seien R-Moduln. Wir nennen β : M × N → R eine Sesquilinear-
form (d.h. 11

2
-Linearform) (bezüglich ϕ), wenn β R-linear in der ersten und

ϕ-semilinear in der zweiten Komponente ist.
Die Bedingung an Bilinearformen ist also ersetzt durch die Forderung

β(rm, n) = rβ(m,n) = β(m,ϕ(r)n).

Die Menge der Sesquilinearformen bezüglich ϕ auf M×N bezeichnen wir mit
Bilϕ(M,N).

Für ϕ = idR gilt natürlich BilR(M,N) = Bilϕ(M,N).

28.7 Beispiele (R kommutativ, ϕ : R→ R Involution)
(1) Die Abbildung

ν : R×R→ R, (r, s) 7→ rϕ(s),

ist eine Sesquilinearform, denn es gilt

ν(r, ts) = rϕ(ts) = ϕ(t)rϕ(s) = ϕ(t)ν(r, s).

(2) Ähnlich sieht man, daß

Homϕ(M,R)×M → R, (g,m) 7→ g(m),

eine Sesquilinearform ist.

(3) Für eine Matrix B ∈ R(m,n) ist

Rm ×Rn −→ R,(
(r1, . . . , rm), (s1, . . . , sn)

)
7−→ (r1, . . . , rm)B(ϕ(s1), . . . , ϕ(sn))

t,

eine Sesquilinearform.
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Ist β : M ×N → R eine Sesquilinearform, dann ist

β(m,−) : N → L, x 7→ β(m,x),

semilinear, also β(m,−) ∈ Homϕ(N,R), und

β(−, n) : M → L, y 7→ β(y, n),

ist Linearform. Es sind somit folgende Abbildungen festgelegt:

β` : M → Homϕ(N,R), m 7→ β(m,−),

βr : N → HomR(M,R), n 7→ β(−, n).

wobei β` R-linear und βr R-semilinear ist.

28.8 Definition
Entsprechend den Festlegungen bei Bilinearformen (vgl. 25.6), nennt man β

links (rechts) nicht-ausgeartet, wenn β` (bzw. βr) injektiv ist, und

links (rechts) nicht-singulär, wenn β` (bzw. βr) Isomorphismus ist.

Ähnlich wie lineare und bilineare Abbildungen sind auch semilineare und
sesquilineare Abbildungen auf freien Moduln durch die Werte auf den Basisele-
menten bestimmt.

28.9 Matrix einer Sesquilinearform
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen {x1, . . . , xm} ⊂M
und {y1, . . . , yn} ⊂ N .

(1) Eine Sesquilinearform β : M × N → R ist eindeutig bestimmt durch die
Matrix von β (bezüglich der gewählten Basen)

Bβ =
(
β(xi, yj)

)
∈ R(m,n).

(2) Für B ∈ R(m,n), x =
m∑
i=1

rixi ∈M , y =
n∑
j=1

sjyj ∈ N , wird durch

βB(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

ribijϕ(sj) = (r1, . . . , rm)B(ϕ(s1), . . . , ϕ(sn))
t

eine Sesquilinearform βB : M ×N → R definiert.

Beweis: Die Aussagen aus 26.1 zu Bilinearformen übertragen sich problemlos
auf Sesquilinearformen.

Die von β bestimmte Matrix Bβ ergibt mit (2) wieder β. 2
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Auch das Verhalten bei Basiswechsel ist fast wie bei Bilinearformen:

28.10 Matrizen bei Basiswechsel
Seien M und N freie R-Moduln mit je zwei Basen

X = {x1, . . . , xm} ⊂M bzw. Y = {y1, . . . , yn} ⊂ N ,
X ′ = {x′1, . . . , x′m} ⊂M bzw. Y ′ = {y′1, . . . , y′n} ⊂ N ,

mit den Transformationsmatrizen

S = (sij) = MatX′,X(idM), T = (tij) = MatY ′,Y (idN).

Ist β : M ×N → R eine Sesquilinearform mit den Matrizen

B =
(
β(xi, yj)

)
und B′ =

(
β(x′i, y

′
j)
)
,

so gilt mit ϕ(T ) :=
(
ϕ(tij)

)
B′ = SBϕ(T )t.

Beweis: Man folgt den gleichen Argumenten wie in 26.2. 2

28.11 Definition
Eine Sesquilinearform β : M ×M → R heißt ϕ-symmetrisch, wenn

β(m,n) = ϕ(β(n,m)) für alle m,n ∈M.

Speziell für ϕ : C → C, z 7→ z, nennt man ϕ-symmetrische Sesquilinearfor-
men meist hermitesch. Die Bedingung dafür ist dann

β(m,n) = β(n,m),

und für m = n bedeutet das β(m,m) = β(m,m), also β(m,m) ∈ IR.

Bei freien Moduln kann man die ϕ-Symmetrie wieder von der Matrix ablesen.
Dazu legen wir fest:

28.12 Definition
Eine Matrix A = (aij) ∈ R(n,n) heißt ϕ-symmetrisch, wenn

aij = ϕ(aji) für i, j ≤ n, also A = ϕ(A)t.

Eine Matrix A = (aij) ∈ C(n,n) heißt hermitesch, wenn

aij = aji für i, j ≤ n, also A = A
t
.
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Damit können wir nun feststellen:

28.13 Die Matrix ϕ-symmetrischer Bilinearformen
Sei M ein freier R-Modul mit Basis X = {x1, . . . , xn} und β : M ×M → R eine
Sesquilinearform.

(1) β ist genau dann ϕ-symmetrisch, wenn

β(xi, xj) = ϕ(β(xj, xi)),

wenn also die Matrix
(
β(xi, xj)

)
ϕ-symmetrisch ist.

(2) Sei R = C. Dann ist β genau dann hermitesch, wenn

β(xi, xj) = β(xj, xi),

wenn also
(
β(xi, xj)

)
eine hermitesche Matrix ist.

Beweis: (1) Es ist klar, daß die angegebene Beziehung notwendig ist. Ist sie
andererseits gegeben, so gilt für x =

∑
rixi, y =

∑
sjxj,

β(x, y) = β(
∑
i

rixi,
∑
j

sjxj)

=
∑
i

∑
j

riβ(xi, xj)ϕ(sj)

=
∑
i

∑
j

riϕ(β(xj, xi))ϕ(sj)

= ϕ
(∑

i

∑
j

ϕ(ri)β(xj, xi)sj
)

= ϕ
(
β(
∑
j

sjxj,
∑
i

rixi)
)

= ϕ(β(y, x)).

(2) ist ein Spezialfall von (2). 2

28.14 Beispiele
Sei V = Cn. Für x = (r1, . . . , rn), y = (s1, . . . , sn) ∈ Cn wird durch

βE(x, y) =
n∑
i=1

risi

eine hermitesche Sesquilinearform definiert.

Für jede Matrix B ∈ C(n,n) definiert

βB(x, y) =
∑
i,j

ribijsj = (r1, . . . , rn)B(s1, . . . , sn)
t

eine Sesquilinearform auf Cn. Diese ist genau dann hermitesch, wenn dies auch
für B gilt.
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Wie bei linearen und bilinearen Abbildungen von freien Moduln wollen wir
durch geeignete Basiswahl die Matrix einer Sesquilinearform in eine vorteilhafte
Gestalt bringen. Dazu zeigen wir zunächst die Existenz nicht-isotroper Vektoren.

28.15 Die Existenz nicht-isotroper Elemente
Sei K ein Körper mit Involution ϕ : K → K und CharK 6= 2.

Ist β : V × V → K eine nicht-triviale ϕ-symmetrische Bilinearform auf dem
K-Vektorraum V , so gibt es nicht-isotrope Vektoren in V .

Beweis: Angenommen, β(x, x) = 0 für alle x ∈ V . Dann ist für k ∈ K, y ∈ V ,

0 = β(kx+ y, kx+ y) = k2β(x, x) + β(kx, y) + β(y, kx) + β(y, y)

= β(kx, y) + ϕβ(kx, y).

Nach Voraussetzung gibt es ein Paar x0, y0 ∈ V mit β(x0, y0) 6= 0. Setzen wir
k0 = β(x0, y0)

−1, so gilt

1 = β(k0x0, y0) = ϕβ(k0x0, y0),

und aus obiger Gleichung folgt 1 + 1 = 0. Dies steht im Widerspruch zur Vor-
aussetzung CharK 6= 2. 2

28.16 Die Orthogonalbasis
Sei K ein Körper mit Involution ϕ : K → K und CharK 6= 2, und sei V ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Ist β eine ϕ-symmetrische Sesquilinearform auf V , so gilt:

(1) Es gibt eine Basis v1, . . . , vn von V (Orthogonalbasis) mit

β(vi, vj) = 0 für i 6= j.

(2) Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) β ist nicht-ausgeartet;

(b) für eine Orthogonalbasis v1, . . . , vn von V ist β(vi, vi) 6= 0 für alle
i ≤ n.

Beweis: Man kann den Beweis von 27.10 übernehmen. 2

28.17 Aufgaben

(1) Man zeige: Sind f eine Linearform auf V und g eine Semilinearform auf
dem R-Modul M , so wird durch

ψ(m,n) := f(m) · g(n) für alle m,n ∈M

eine Sesquilinearform auf M definiert.

(2) Seien R ein kommutativer Ring und ϕ : R→ R eine Involution.



28. Semi- und Sesquilinearformen 219

(i) Zeigen Sie: Ist A ∈ R(n,n) ϕ-symmetrisch, so ist für jedes S ∈ R(n,n) auch
SA(ϕ(S))t ϕ-symmetrisch.

(ii) Formulieren Sie entsprechende Aussagen für den Fall, daß A symmetrisch
bzw. R = C und A hermitesch ist.
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Vektorräume mit Skalarprodukt

Gegenüber allgemeinen Körpern haben die Körper der reellen und komplexen
Zahlen einige besondere Eigenschaften. Zum Beispiel gibt es auf IR eine lineare
Ordnung, jedes Quadrat ist größer Null, und die Summe von Quadraten 6= 0 in
IR ist nicht Null.

Über C zerfällt jedes nicht-konstante Polynom in Linearfaktoren.

Diese Eigenschaften ermöglichen es, Bilinearformen und Sesquilinearformen
über IR bzw. C noch genauer zu beschreiben als über beliebigen Körpern. Dies
werden wir im nächsten Abschnitt tun.

29 Skalarprodukte

Sehen wir uns zunächst an, wie sich Bilinearformen über IR darstellen lassen.

29.1 Bilinearformen über IR
Sei β eine symmetrische Bilinearform auf dem n-dimensionalen IR-Vektorraum
V . Dann gilt:

Es gibt eine Basis v1, . . . , vn von V und ganze Zahlen p, q mit p+ q ≤ n, so
daß für x =

∑
xivi, y =

∑
yivi gilt

β(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xpyp − xp+1yp+1 − · · · − xp+qyp+q.

β ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn p+ q = n.

Bezüglich einer solchen Basis hat β die Matrix

220
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p︷ ︸︸ ︷ q︷ ︸︸ ︷n− (p + q)︷ ︸︸ ︷

1
. . . 0

1
−1

. . .
−1

0
0

. . .
0



Beweis: Wir wählen eine Orthogonalbasis {v′1, . . . , v′n} und können o.E. anneh-
men

β(v′i, v
′
i)


> 0 für 1 ≤ i ≤ p
< 0 für p < i ≤ p+ q
= 0 für p+ q < i ≤ n.

Setzen wir nun

vi =


1√

β(v′i,v
′
i)
v′i für 1 ≤ i ≤ p

1√
−β(v′i,v

′
i)
v′i für p < i ≤ p+ q

v′i für p+ q < i ≤ n,

so hat die Basis v1, . . . , vn die gewünschten Eigenschaften.
Nach 28.16 ist β genau dann nicht-ausgeartet, wenn alle β(vi, vi) 6= 0, d.h.

wenn p+ q = n. 2

Mit dem gleichen Beweis erhalten wir

29.2 Sesquilinearformen über C
Sei β eine hermitesche Sesquilinearform auf dem n-dimensionalen C-Vektor-

raum V . Dann gibt es eine Basis v1, . . . , vn von V und p, q ∈ IN , so daß gilt

β(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xpyp − xp+1yp+1 − · · · − xp+qyp+q.

β ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn p+ q = n.

Man kann natürlich verschiedene Basen finden, die den in 29.1 oder 29.2
angegebenen Bedingungen genügen. Interessant ist jedoch die Beobachtung, daß
die Zahlen p und q dabei immer die gleichen sind.
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29.3 Der Sylvestersche Trägheitssatz
Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum über IR (bzw. C) und β eine symme-

trische Bilinearform (bzw. hermitesche Sesquilinearform) auf V . Sind v1, . . . , vn
und u1, . . . , un Basen von V mit

β(vi, vi)


1 für i ≤ pv

−1 für pv < i ≤ pv + qv
0 für pv + qv < i ≤ n

und

β(ui, ui)


1 für i ≤ pu

−1 für pu < i ≤ pu + qu
0 für pu + qu < i ≤ n,

dann gilt pv = pu und qv = qu.

Beweis: Sei x =
∑
xivi =

∑
yiui. Setzen wir

V + =
pv⊕
i=1

Rvi, V − =
pv+qv⊕
i=pv+1

Rvi,

U+ =
pu⊕
i=1

Rui, U− =
pu+qu⊕
i=pu+1

Rui,

dann gilt
V = V + ⊕ V − ⊕ V ⊥ = U+ ⊕ U− ⊕ V ⊥.

Mit r = dimV ⊥ haben wir pv + qv + r = n = pu + qu + r.
Nun gilt für x ∈ U+ ∩ (V − ⊕ V ⊥)

β(x, x) =
∑

y2
i ≥ 0 und β(x, x) =

∑
−x2

i ≤ 0,

d.h. U+ ∩ (V − ⊕ V ⊥) = 0. Daraus folgt pu + (qv + r) ≤ n und somit pu ≤ pv.
Analog erhält man pv ≤ pu, also pv = pu und qu = qv. 2

Die Zahlen p und q bestimmen das Verhalten von β. Dazu die

29.4 Definition
Sei β eine hermitesche Sesquilinearform auf dem n-dimensionalen Vektorraum V
über C (bzw. IR). Man nennt β

positiv definit, wenn β(x, x) > 0 für alle 0 6= x ∈ V ;

negativ definit, wenn β(x, x) < 0 für alle 0 6= x ∈ V ;

positiv semidefinit, wenn β(x, x) ≥ 0 für alle 0 6= x ∈ V ;
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negativ semidefinit, wenn β(x, x) ≤ 0 für alle 0 6= x ∈ V ;

indefinit, wenn es x, y ∈ V mit β(x, x) > 0 und β(y, y) < 0 gibt.

Die entsprechenden Eigenschaften einer Sesquilinearform lassen sich nun aus
den Vorzeichen der Matrix bzgl. einer Orthogonalbasis ablesen:

29.5 Kennzeichnung von Sesquilinearformen
Sei β eine hermitesche Sesquilinearform auf dem n-dimensionalen C-Vektorraum
V , p und q die in 29.1 definierten Zahlen. Dann gilt

(1) p = n genau dann, wenn β positiv definit ist.

(2) q = n genau dann, wenn β negativ definit ist.

(3) q = 0 genau dann, wenn β positiv semidefinit ist.

(4) p = 0 genau dann, wenn β negativ semidefinit ist.

(5) p 6= 0, q 6= 0 genau dann, wenn β indefinit ist.

(6) p+ q = n genau dann, wenn β nicht-ausgeartet ist.

Beweis: Bezüglich einer geeigneten Orthogonalbasis v1, . . . , vn von V gilt für
x =

∑
xivi

β(x, x) =
p∑
i=1

xixi −
p+q∑
i=p+1

xixi.

(1) Ist p = n, dann ist β(x, x) =
∑
xixi > 0, falls x 6= 0.

(2) bis (5) sieht man auf ähnliche Weise.

(6) Falls p + q = n, so ist dim(V ⊥) = 0, also V ⊥ = 0, und somit ist β nicht-
ausgeartet.

2

Wir werden uns im folgenden hauptsächlich für die positiv definiten Bi- und
Sesquilinearformen interessieren.

29.6 Definition
Sei V ein Vektorraum über IR oder C.

Eine positiv definite, symmetrische Bilinearform β : V × V → IR, bzw.
eine positiv definite hermitesche Form β : V × V → C

nennt man Skalarprodukt auf V .
Ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt heißt euklidischer Vektorraum, ein

komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt wird als unitärer Vektorraum bezeich-
net.
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Wir geben zunächst eine Kennzeichnung von positiv definiten Formen.

29.7 Kennzeichnung von positiv definiten Formen
Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über IR (bzw. C).

Für eine symmetrische Bilinearform (bzw. hermitesche Form) β auf V sind
folgende Aussagen äquivalent:

(a) β ist positiv definit;

(b) es gibt eine Basis v1, . . . , vn von V mit

β(vi, vj) = δij (Kronecker-Symbol).

Eine solche Basis nennt man Orthonormalbasis.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus 29.5 für p = n. 2

Wir hatten in 27.10 durch einen Induktionsbeweis gezeigt, daß es zu jeder
Bilinearform eine Orthogonalbasis gibt, und daraus dann in gewissen Fällen ei-
ne Orthonormalbasis gewonnen (vgl. 29.1 ff.). Es gibt auch ein konstruktives
Verfahren, um aus einer beliebigen Basis eine Orthonormalbasis zu gewinnen:

Wir schreiben ‖x‖ :=
√
β(x, x).

29.8 Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren
Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über IR (bzw. C) und β ein Skalarprodukt
auf V . Ist v1, . . . , vn eine Basis von V , so erhalten wir eine Orthonormalbasis
u1, . . . , un auf folgende Weise:

Wir setzen u1 := 1
‖v1‖ v1 und bilden schrittweise

w2 := v2 − β(v2, u1)u1 −→ u2 := 1
‖w2‖ w2

wi+1 := vi+1 −
i∑
l=1

β(vi+1, ul)ul −→ ui+1 := 1
‖wi+1‖ wi+1

Nach Konstruktion ist wi+1 orthogonal zu u1, . . . , ui, und u1, . . . , un ist eine Or-
thonormalbasis.

Beispiel
Betrachte IR3 mit Standard-Skalarprodukt

β
(
(r1, r2, r3), (t1, t2, t3)

)
= r1t1 + r2t2 + r3t3

und mit Basis v1 = (1, 1, 1), v2 = (0, 1, 1), v3 = (0, 0, 1).

u1 =
1√
3

(1, 1, 1)
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w2 = v2 − β(v2, u1)u1

= (0, 1, 1)− 2√
3
√

3
(1, 1, 1) = (−2

3
, 1

3
, 1

3
)

u2 =
w2

‖w2‖
=

1√
6

(−2, 1, 1)

w3 = (0, 0, 1)− 1
3
(1, 1, 1)− 1

6
(−2, 1, 1) = (0,−1

2
, 1

2
)

u3 =
1√
2

(0, 1, 1)

Man kann auch aus der Matrix einer Bilinearform bezüglich einer beliebigen
Basis ablesen, ob sie positiv definit ist:

29.9 Satz
Seien β eine symmetrische Bilinearform auf dem n-dimensionalen IR-Vektor-

raum V , v1, . . . , vn eine Basis von V und

A = (aij) :=
(
β(vi, vj)

)
.

β ist genau dann positiv definit, wenn für alle i = 1, . . . , n

det

 a11 . . . a1i
...

...
ai1 . . . aii

 > 0

Diese Untermatrizen von A bezeichnet man als Hauptminoren.

Beweis: Sei β positiv definit. Nach 29.5 ist die Determinante einer positiv de-

finiten Form immer positiv. Für den Unterraum Ui :=
i⊕

j=1
IRvj ist Ui ∩ U⊥

i = 0,

und die Einschränkung von β auf Ui ist positiv definit mit der Matrix a11 . . . a1i
...

...
ai1 . . . aii

 ,
deren Determinante also positiv sein muß.

Nehmen wir nun an, daß die Matrix A die angegebenen Eigenschaften hat.
Wir zeigen durch Induktion, daß β auf Ui, für i = 1, . . . , n, positiv definit ist.

Für i = 1 wissen wir, daß a11 > 0 und daher

β(rv1, rv1) = r2β(v1, v1) = r2a11 > 0 für r 6= 0.

Also ist β positiv definit auf U1.
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Sei die Behauptung für k − 1 richtig, 1 < k ≤ n, d.h. die Einschränkung
von β auf Uk−1 ist positiv definit. Dann gibt es eine Orthonormalbasis in Uk−1.
Durch Ergänzung dieser Basis zu einer Basis von Uk durch Hinzunahme eines
orthogonalen Vektors und Normierung haben wir für β auf Uk eine der (k, k)-
Matrizen


1 0

. . .

k − 1 0 1
−1

,


1 0
. . .

0 1
0

 ,


1 0
. . .

0 1
1

 .

Nach Voraussetzung hat die Matrix von β bezüglich der Basis v1, . . . , vk von Uk
eine positive Determinante. Da sich bei Basiswechsel das Vorzeichen nicht ändert,
kommt nur die dritte Matrix in Frage, d.h. β hat eine Orthonormalbasis in Uk,
ist also positiv definit. 2

Wir werden sehen, daß das Skalarprodukt eine Längenmessung in Vek-
torräumen ermöglicht. Wir wollen zunächst formulieren, was wir von einer sol-
chen Länge erwarten:

29.10 Definition
Sei V ein IR- oder C-Vektorraum. Eine Abbildung N : V → IR heißt Norm auf
V , wenn für alle v, w ∈ V , r ∈ IR (bzw. C) gilt:

(N1) N(rv) = |r|N(v)

(N2) N(v + w) ≤ N(v) +N(w) (Dreiecksungleichung)

(N3) N(v) = 0⇔ v = 0

Aus den Axiomen folgt übrigens, daß N(v) ≥ 0, denn

0 = N(v − v) ≤ N(v) +N(−v) = 2N(v).

In engem Zusammenhang mit der Längenmessung steht die Bestimmung des
Abstandes zwischen zwei Punkten. Eine solche Abstandsfunktion sollte folgende
Eigenschaften haben:

29.11 Definition
Sei X eine Menge. Unter einer Metrik auf X versteht man eine Abbildung
d : X ×X → IR mit den Eigenschaften (x, y, z ∈ X)

(M1) d(x, y) = d(y, x) (Symmetrie)



29. Skalarprodukte 227

(M2) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

(M3) d(x, y) = 0⇔x = y.

Auch aus diesen Axiomen folgt, daß d(x, y) ≥ 0 für alle x, y ∈ X gilt, denn

0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x) = 2d(x, y).

Man beachte, daß die Metriken auf beliebigen Mengen definiert sind, wir
haben daher keine Verknüpfungen zwischen den Elementen von X zu berück-
sichtigen.

Zwischen Norm und Metrik auf einem Vektorraum stellen wir folgenden Zu-
sammenhang fest:

29.12 Lemma
Ist N : V → IR eine Norm auf dem IR- (bzw. C-)Vektorraum V , dann wird durch

d(v, w) = N(v − w), v, w ∈ V,

auf V eine Metrik festgelegt.

Beweis: Dies sei dem Leser als Übung belassen. 2

Man beachte, daß nicht jede Metrik auf einem Vektorraum von einer Norm
abgeleitet werden kann.

Wir wollen nun zeigen, daß wir mit Hilfe des Skalarproduktes auf einem
Vektorraum durch

N(v) =
√
β(v, v) =: ‖v‖

eine Norm – und damit eine Metrik – erhalten. Dazu brauchen wir die

29.13 Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Sei V ein Vektorraum über IR (bzw. C) mit Skalarprodukt β. Dann gilt für alle
v, w ∈ V

|β(v, w)| ≤ ‖v‖ · ‖w‖ .

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn v und w linear abhängig sind.

Beweis: Zunächst gilt für alle r ∈ IR (bzw. C)

0 ≤ β(v − rw, v − rw)

= β(v, v)− rβ(w, v)− rβ(v, w) + rrβ(w,w).
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Ist w 6= 0, so setzen wir r = β(v, w)β(w,w)−1. Multiplizieren wir nun obige
Gleichung mit β(w,w):

0 ≤ β(v, v)β(w,w)− β(v, w)β(w, v)− β(w, v)β(v, w) + β(v, w)β(w, v)

= β(v, v)β(w,w)− |β(v, w)|2 ,

und somit
β(v, w) ≤ ‖v‖ · ‖w‖ .

Gleichheit erhält man nur, falls v = sw für ein s ∈ IR (bzw. C). 2

29.14 Satz
Jeder Vektorraum mit Skalarprodukt wird durch

N(v) =
√
β(v, v) = ‖v‖ für v ∈ V

zu einem normierten Vektorraum.

Beweis: Zunächst halten wir fest: 0 ≤ β(v, v) ∈ IR und
√
β(v, v) ∈ IR.

(N1) ‖rv‖ =
√
β(rv, rv) =

√
rrβ(v, v)

=
√
|r|2 β(v, v) = |r|

√
β(v, v) = |r| · ‖v‖ .

(N2) ‖v + w‖2 = β(v + w, v + w)
= β(v, v) + β(v, w) + β(w, v) + β(w,w)

≤ ‖v‖2 + 2 |β(v, w)|+ ‖w‖2

(Cauchy-Schwarz) ≤ ‖v‖2 + 2 ‖v‖ ‖w‖+ ‖w‖2

=
(
‖v‖+ ‖w‖

)2
,

also ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.

(N3) β ist positiv definit.

2

Nicht jede Norm auf einem Vektorraum ist aus einem Skalarprodukt abgelei-
tet.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ermöglicht es, auf folgende Weise einen
Winkel zwischen zwei Vektoren einzuführen:

29.15 Definition
Sei β ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum V über IR. Zu zwei Vektoren u, v ∈
V , u, v 6= 0 definieren wir den (unorientierten) Winkel zwischen u und v durch

(u|v) = <) (u, v) = arccos
β(u, v)

‖u‖ ‖v‖
,
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also cos(u|v) = β(u,v)
‖u‖‖v‖ oder auch

β(u, v) = ‖u‖ ‖v‖ cos(u|v).

Diese Definition ist sinnvoll, da nach Cauchy-Schwarz

−1 ≤ β(u, v)

‖u‖ ‖v‖
≤ 1.

Beispiel
Wir wollen nachprüfen, ob dies in der Ebene den gewünschten Winkelbegriff
ergibt. Sei also V = IR2 mit Standardbasis e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), und die

Matrix für das Skalarprodukt sei
(

1 0
0 1

)
.

H
HHH

HHH

-

6

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

�����������1

v

u
e1

e2

α

λv

cosα =
‖λv‖
‖u‖

=
λ ‖v‖2

‖u‖ · ‖v‖

Bedingung für λ:

0 = β(u−λv, v) = β(u, v)−λ ‖v‖2

also

cosα =
β(u, v)

‖u‖ · ‖v‖
.

Bemerkung: Sei β ein Skalarprodukt eines reellen Vektorraums und v1, . . . , vn
eine Orthonormalbasis. Für u ∈ V treten die Winkel zwischen vi und u in den
Koeffizienten von u bzw. v1, . . . , vn auf, d.h. für u =

∑
xivi

xj = β(u, vj) = ‖u‖ β(u, vj)

‖u‖
= ‖u‖ cos(u|vj),

also

u = ‖u‖ ·
n∑
i=1

cos(u|vi) vi.

Aus den Eigenschaften des Skalarprodukts erhalten wir folgende geometrische
Eigenschaften:

29.16 Satz
Sei V ein euklidischer (bzw. unitärer) Vektorraum mit Skalarprodukt β und da-
durch induzierte Norm ‖·‖. Dann gilt für alle v, w ∈ V :

(1) ‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 + β(v, w) + β(w, v) (Satz von Pythagoras).

(2) ‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2
(
‖v‖2 + ‖w‖2

)
(Parallelogrammgleichung).
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Beweis: (1) β(v + w, v + w) = β(v, v) + β(v, w) + β(w, v) + β(w,w).

(2) β(v − w, v − w) = β(v, v)− β(v, w)− β(w, v) + β(w,w)
⇒ β(v + w, v + w) + β(v − w, v − w) = 2β(v, v) + 2β(w,w).

Ist v senkrecht zu w, dann gilt ‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2. 2

Bemerkung: Jede Norm, die die Parallelogrammgleichung erfüllt, wird durch
ein Skalarprodukt induziert.

29.17 Aufgaben
(1) Sei V ein C-Vektorraum, und β : V × V → C sei eine Sesquilinearform

bezüglich ϕ : C → C mit ϕ(z) := z für alle z ∈ C. Zeigen Sie:

(i) Für alle v, w ∈ V gilt:

4β(v, w) = β(v + w, v + w)− β(v − w, v − w) +

+iβ(v + iw, v + iw)− iβ(v − iw, v − iw).

(ii) β ist genau dann hermitesch, wenn β(v, v) ∈ IR für alle v ∈ V gilt.

(2) Sei (e1, e2, e3) die kanonische Basis des C-Vektorraumes C3 und
g : C3 × C3 → C eine hermitesche Form auf C3 mit

(
g(ek, el)

)
=

 1 2 i
2 3 2− i
−i 2 + i 4

 .
Bestimmen Sie eine Basis B = (b1, b2, b3) von C3, die bezüglich g orthogonal ist,
d.h. es gilt g(bk, bl) = 0 für k 6= l.

(3) Sei V ein n-dimensionaler IR-Vektorraum mit Basis v1, . . . , vn ∈ V und

x =
n∑
i=1

xivi ∈ V , xi ∈ IR.

(i) Zeigen Sie, daß durch

N1(x) :=
n∑
i=1

|xi| , N2(x) := max
1≤i≤n

|xi| , N3(x) :=

√√√√ n∑
i=1

x2
i

Normen auf V definiert sind.

(ii) Welche dieser Normen werden von einem Skalarprodukt auf V induziert?

(iii) Skizzieren Sie für V = IR2 die Teilmengen
Ei := {v ∈ IR2 | Ni(v) ≤ 1} für i = 1, 2, 3.
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(4) In dem dreidimensionalen IR-Vektorraum V mit Basis v1, v2, v3 ∈ V sei
eine Bilinearform 〈−,−〉 gegeben durch die Matrix

〈vi, vj〉 :=

 1 1 0
1 5 2
0 2 2

 .
(i) Zeigen Sie, daß 〈−,−〉 ein Skalarprodukt auf V ist.

(ii) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von V bezüglich 〈−,−〉.

(iii) Bestimmen Sie das orthogonale Komplement bezüglich 〈−,−〉 des Unter-
raums U := IR(v1 + v2 + v3).

(5) Sei V = {f : [0, 1] → IR | f ist stetig} der IR-Vektorraum der reellwerti-
gen stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1] ⊂ IR.

(i) Man zeige, daß durch

N1(f) :=
∫ 1

0
|f(x)| dx

N2(f) := max
0≤x≤1

|f(x)|

für f ∈ V jeweils eine Norm auf V definiert ist.

(ii) Wird eine der beiden Normen durch ein Skalarprodukt induziert?

(6) Sei V = IR(2,2) der Vektorraum der (2, 2)-Matrizen über IR.

(i) Man zeige, daß durch β(A,B) := Sp(Bt ·A) für A,B ∈ V ein Skalarprodukt
auf V definiert wird.

(ii) Man bestimme eine Orthonormalbasis von V bezüglich β.

(7) Sei V ein IR-Vektorraum und N : V → IR eine Norm auf V .
Beweisen Sie, daß durch d(v, w) := N(v − w) für alle v, w ∈ V eine Metrik auf
V definiert wird.

(8) V sei ein C-Vektorraum und N : V → IR eine Norm auf V , so daß die
Parallelogrammgleichung gilt, d.h.

N(v + w)2 +N(v − w)2 = 2N(v)2 + 2N(w)2 für alle v, w ∈ V.

Man definiert β : V × V → C durch

β(v, w) :=
1

4

(
N(v + w)2 −N(v − w)2 + iN(v + iw)2 − iN(v − iw)2

)
für alle v, w ∈ V (vgl. §27, Aufgabe (2)). Zeigen Sie:



232 Kapitel 8. Skalarprodukt

(i) β(v, w) = β(w, v) für alle v, w ∈ V .

(ii) β ist positiv definit.

(iii) β(u+ v, w) = β(u,w) + β(v, w) für alle u, v, w ∈ V .

Hinweis: N(u+ v + w)2 = 1
2
N(u+ (v + w))2 + 1

2
N(v + (u+ w))2. Formen

Sie beide Terme der rechten Seite dieser Gleichung mit Hilfe der Paralle-
logrammgleichung um, damit vergleichen Sie jeweils den Real- und Ima-
ginärteil der Gleichung in (iii).

(iv) β(zv, w) = zβ(v, w) für alle z ∈ ZZ.

(v) β(qv, w) = qβ(v, w) für alle q ∈ Q.

Mit Hilfe eines Stetigkeitsargumentes folgt nun:
β(rv, w) = rβ(v, w) für alle r ∈ IR (ohne Beweis).

(vi) β(cv, w) = cβ(v, w) für alle c ∈ C.

(vii) β ist ein Skalarprodukt auf V .
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30 Homomorphismen und Skalarprodukte

Lineare Abbildungen zwischen Vektorräumen berücksichtigen die Vektorraum-
struktur. Bei Vektorräumen mit Skalarprodukt sind diejenigen linearen Abbil-
dungen von Interesse, die zusätzlich auf das Skalarprodukt Rücksicht nehmen.

30.1 Definition
Seien (V, β) und (W, γ) Vektorräume mit Skalarprodukten. Ein Vektorraum-
Homomorphismus f : V → W heißt Isometrie, wenn für alle v1, v2 ∈ V gilt

β(v1, v2) = γ
(
f(v1), f(v2)

)
.

Eine Isometrie, die zugleich Isomorphismus ist, nennt man isometrischen Iso-
morphismus.

Zwei Vektorräume heißen isometrisch, wenn es einen isometrischen Isomor-
phismus zwischen ihnen gibt.

Folgende Aussagen lassen sich leicht bestätigen:

Eigenschaften
Für eine Isometrie f : V → W gilt:

(1) ‖f(v1)‖ = ‖v1‖.

(2) <) (f(v1), f(v2)) = <) (v1, v2) (f erhält Winkel).

(3) β(v1, v2) = 0 genau dann, wenn γ(f(v1), f(v2)) = 0
(f erhält Orthogonalität).

(4) f ist Monomorphismus.

(5) Eine Orthonormalbasis von V wird in eine Orthonormalbasis
von Bild f überführt.

Aus den Eigenschaften folgt, daß für endlich-dimensionales V jede Isometrie
V → V schon isometrischer Automorphismus ist.

Der nächste Satz gibt Aufschluß über die Existenz von Isometrien:

30.2 Satz
Seien (V, β) und (W, γ) Vektorräume mit Skalarprodukt, v1, . . . , vn eine Ortho-
normalbasis in V , w1, . . . , wn eine Orthonormalbasis in W . Dann gibt es genau
eine Isometrie f : V → W mit f(vi) = wi für i = 1, . . . , n.
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Beweis: Wir wissen bereits, daß es genau einen Homomorphismus f mit den
gewünschten Eigenschaften gibt, und daß f ein Isomorphismus sein muß. Nach
Wahl der Basen gilt

β(vi, vj) = δij = γ(wi, wj) = γ(f(vi), f(vj)).

Daraus folgt für beliebige v, v′ ∈ V

γ(f(v), f(v′)) = β(v, v′),

d.h. f ist eine Isometrie. 2

Der vorausgegangene Satz besagt, daß zwei Vektorräume mit Skalarprodukt
über IR (bzw. C) genau dann isometrisch sind, wenn sie gleiche Dimension haben.

Einem Homomorphismus f : V → W von Vektorräumen mit Basen v1, . . . , vn
bzw. w1, . . . , wn haben wir eine Matrix zugeordnet durch

f(vi) =
n∑
j=1

aijwj, i = 1, . . . , n.

Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaft der Matrix A = (aij) den Homo-
morphismus f zu einem isometrischen Isomorphismus macht. Da wir in endlich-
dimensionalen Vektorräumen mit Skalarprodukt immer Orthonormalbasen fin-
den können, wollen wir Mat(f) bezüglich solcher Basen bestimmen, d.h. wir
nehmen an

β(vi, vk) = δik, γ(wi, wk) = δik.

Als Bedingung für Isometrie ergibt sich

δik = β(vi, vk) = γ(f(vi), f(vk))

= γ
(∑

j

aijwj,
∑
l

aklwl
)

=
∑
j,l

aijakl γ(wj, wl)

=
n∑
j=1

aijakj,

also AA
t
= E (vgl. 27.7). Solchen Matrizen geben wir eigene Namen:

30.3 Definition
Eine Matrix A ∈ IR(n,n) heißt orthogonal, wenn AAt = E.
Eine Matrix A ∈ C(n,n) heißt unitär, wenn AA

t
= E.
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Diese Bedingungen bedeuten, daß die Zeilen von A bezüglich des Standard-
skalarprodukts in IRn (bzw. Cn) ein Orthonormalsystem bilden. Wir halten noch-
mals fest:

Folgerung
Eine lineare Abbildung f : V → W von euklidischen (bzw. unitären) Vektor-
räumen ist genau dann ein isometrischer Isomorphismus, wenn die Matrix von
f bezüglich Orthonormalbasen von V und W eine orthogonale (bzw. unitäre)
Matrix ist.

Eigenschaften
von orthogonalen (bzw. unitären) Matrizen. Gilt AA

t
= E, so folgt

A
t
= A−1, AAt = E, A

t
A = E,

1 = detE = detA
t
detA = detA detA = |detA|2 .

Somit gilt für orthogonale A ∈ IR(n,n) mit detA = ±1:

detA = 1: A ist eigentlich orthogonal
detA = −1: A ist uneigentlich orthogonal.

Speziell für V = W betrachtet man:

30.4 Definition
Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann heißt

Orth(V ) = {f : V → V | f ist Isometrie}

die orthogonale Gruppe von V . Die Isometrien V → V nennt man auch Drehun-
gen von V .

Ist V ein n-dimensionaler unitärer Vektorraum, dann heißt

Un(V ) = {f : V → V | f ist Isometrie}

die unitäre Gruppe von V (bzw. die Gruppe der unitären Automorphismen).

Bemerkungen: (1) Die orthogonalen Matrizen entsprechen genau den Dre-
hungen. Sie bilden eine Untergruppe der invertierbaren Matrizen in IR(n,n). Die
eigentlichen orthogonalen Matrizen (mit Determinante +1) bilden darin eine Un-
tergruppe. Man spricht von eigentlichen bzw. uneigentlichen Drehungen.

(2) Ein Wechsel von einer Orthonormalbasis zu einer anderen Orthonormal-
basis erfolgt durch orthogonale (bzw. unitäre) Matrizen.
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30.5 Drehungen im IR2

Wir wollen feststellen, welche (2, 2)-Matrizen über IR eigentlich orthogonal sind.
Betrachte also

A =
(
a11 a12

a21 a22

)
∈ IR(2,2)

mit AAt = E und detA = 1, das heißt detA = a11a22 − a21a12 = 1 und(
a2

11 + a2
12 a11a21 + a12a22

a11a21 + a12a22 a2
21 + a2

22

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Aus den Eigenschaften der Winkelfunktionen wissen wir, daß es ϕ, ψ ∈ IR gibt
mit

a11 = cosϕ, a12 = sinϕ,
a21 = sinψ, a22 = cosψ,

und dafür gilt
cos(ϕ+ ψ) = cosϕ cosψ − sinϕ sinψ = 1.

Hieraus ergibt sich ϕ+ ψ = 2kπ, k ∈ ZZ, und wir erhalten

a21 = sin(2kπ − ϕ) = sin(−ϕ) = − sinϕ
a12 = cos(2kπ − ϕ) = cos(−ϕ) = cosϕ .

Die vorgegebene Matrix können wir nun so schreiben:

A =
(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
.

Sei die Isometrie f : IR2 → IR2 gegeben durch x = (x1, x2) 7→ (x1, x2)A, dann ist

f(x1, x2) = (x1 cosϕ− x2 sinϕ, x1 sinϕ+ x2 cosϕ),

cos<) (x, f(x)) =
β(x, f(x))

‖x‖ ‖f(x)‖

=
x1(x1 cosϕ− x2 sinϕ) + x2(x1 sinϕ+ x2 cosϕ)

x2
1 + x2

2

=
(x2

1 + x2
2) cosϕ

x2
1 + x2

2

= cosϕ.

Die Abbildung f ist also eine Drehung um den Winkel ϕ.

Wir können IR2 als Gaußsche Zahlenebene C mit Basis 1, i auffassen.
Sei z = x1 + ix2. Eine Abbildung f : C → C, z 7→ f(z), ist genau dann eine

eigentliche Drehung, wenn gilt

f(z) = (x1 cosϕ− x2 sinϕ) + (x1 sinϕ+ x2 cosϕ)i

= (cosϕ+ i sinϕ)(x1 + ix2) = eiϕz,
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d.h. die eigentlichen Drehungen von C werden genau durch die Abbildungen
z 7→ eiϕz beschrieben.

Analog zeigt man, daß die uneigentlichen Drehungen genau den Abbildungen
z 7→ eiϕz entsprechen.

30.6 Aufgaben

(1) Sei A = (aij) ∈ IR(n,n) mit Spalten aj =

 a1j
...
anj

. Zeigen Sie:

(i) A−1 = At ⇔ ati · aj = δij für alle i, j ≤ n.

(ii) A−1 = At ⇔ det(A) = ±1.

(iii) Ist A−1 = At und λ ein Eigenwert von A, so ist λ = ±1.

(iv) {A ∈ IR(n,n) | A−1 = At} ist bezüglich der Multiplikation eine Untergruppe
von IR(n,n).

(2) Sei K ein Körper mit 1 + 1 6= 0 in K. Für A,B ∈ K(n,n) gelte

(∗) AB + A+B = E

mit der Einheitsmatrix E ∈ K(n,n). Zeigen Sie:

(i) det(A+ E) 6= 0 und det(B + E) 6= 0.

(ii) At = A−1⇔Bt = −B.

(iii) Zu jeder Matrix A1 ∈ K(n,n) mit At1 = A−1
1 und det(A1 + E) 6= 0 gibt es

eine Matrix B1 ∈ K(n,n) mit Bt
1 = −B1 und det(B1 + E) 6= 0, so daß A1

und B1 die Gleichung (∗) erfüllen.

(iv) Ist A−1 = At und det(A+ E) 6= 0, so ist det(A) = 1.

Hinweis zu (ii): Schreiben Sie (∗) in der Form A(B +E) = E −B und multipli-
zieren Sie mit der transponierten Gleichung.

(3) V , W seien euklidische Vektorräume und f ∈ Hom(V,W ). Zeigen Sie:
f ist genau dann Isometrie, wenn ‖v‖V = ‖f(v)‖W für alle v ∈ V .

(4) Man beweise, daß für die Drehmatrizen

D(ϕ) :=
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
∈ IR(2,2)

mit ϕ ∈ IR die folgenden Regeln gelten:

(i) D(ϕ1) ·D(ϕ2) = D(ϕ1 + ϕ2) für alle ϕ1, ϕ2 ∈ IR.

(ii) D(ϕ)−1 = D(−ϕ) für alle ϕ ∈ IR.

Folgern Sie daraus, daß die eigentlich-orthogonalen (2, 2)-Matrizen über IR mit
der Multiplikation eine kommutative Gruppe bilden.
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31 Adjungierte Endomorphismen

Wir haben in §18 untersucht, welche Endomorphismen eines Vektorraums V dia-
gonalisierbar bzw. trigonalisierbar sind. Dazu haben wir geeignete Basen von V
gesucht. Ist auf V ein Skalarprodukt gegeben, so fragt man zudem, ob es eine
Orthonormalbasis gibt, bezüglich welcher die Matrix von f Diagonal- oder Drei-
ecksgestalt hat. Folgender Satz zeigt, daß diese Forderung für trigonalisierbare
Endomorphismen keine Einschränkung bedeutet:

31.1 Satz
Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt:

Ein Endomorphismus f : V → V ist genau dann trigonalisierbar, wenn es eine
Orthonormalbasis B von V gibt, für die MatB(f) Dreiecksgestalt hat.

Beweis: Nach dem Fahnensatz 20.6 ist f genau dann trigonalisierbar, wenn es
eine f -stabile Fahne V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn = V gibt. Dann hat die Matrix von
f Dreiecksgestalt bezüglich der Basis v1, . . . , vn. Durch das Gram-Schmidtsche
Verfahren erhalten wir eine Orthonormalbasis u1, . . . , un mit

V1 = Ku1, V2 = Ku1 +Ku2, . . . , Vk =
k∑
i=1

Kui.

Offensichtlich hat f auch bezüglich dieser Basis Dreiecksgestalt. 2

Bemerkungen: (1) Äquivalent zur Trigonalisierbarkeit von f : V → V ist, daß
ch(f) in Linearfaktoren zerfällt. Da dies über C immer gilt, wissen wir:

In einem endlich-dimensionalen unitären Vektorraum ist jeder Endomorphis-
mus bezüglich einer Orthonormalbasis trigonalisierbar.

(2) Ist B eine Orthonormalbasis von V , f : V → V ein Endomorphismus und
A = MatB(f), so ist A genau dann trigonalisierbar, wenn es eine orthogonale
(bzw. unitäre) Matrix T gibt, so daß TAT−1 Dreiecksgestalt hat.

Für Diagonalisierbarkeit kann ein 31.1 entsprechendes Ergebnis nicht gezeigt
werden. Nur spezielle Endomorphismen sind orthogonal (bzw. unitär) diagona-
lisierbar.

Erinnern wir uns, daß wir in 25.9 zu einem Endomorphismus f : V → V einen
adjungierten Homomorphismus f ad : V → V bezüglich einer nichtsingulären
Bilinearform β : V × V → K durch die Eigenschaft

β(x, f(y)) = β(f ad(x), y) für alle x, y ∈ V

definiert haben. Wir nennen f

selbstadjungiert, wenn f = f ad, und
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normal, wenn f ◦ f ad = f ad ◦ f .

Natürlich ist jeder selbstadjungierte Endomorphimus normal. Auch jede Iso-
metrie f ist normal, da für sie f ad ◦ f = id und damit f ad = f−1 gilt (falls V
endlich-dimensional).

Um anzugeben, wie die Matrizen von selbstadjungierten bzw. normalen En-
domorphismen aussehen, wollen wir uns zunächst die Matrix der adjungierten
Abbildung ansehen:

31.2 Matrix der Adjungierten
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt β und Ortho-
normalbasis B = (v1, . . . , vn).

Ist MatB(f) = A ∈ IR(n,n) (bzw. C(n,n)), so ist

MatB(f ad) = A
t
.

Beweis: Sei A = (aij) und D = (dij) = MatB(f ad). Dann gilt

β(vi, f
ad(vk)) = β(f(vi), vk),

β(vi,
n∑
l=1

dkl vl) = β(
n∑
j=1

aijvj, vk), und damit

dki =
n∑
l=1

dklδil =
n∑
j=1

aijδjk = aik,

also D = A
t
. 2

31.3 Korollar
Sei f : V → V ein Endomorphismus, B eine Orthonormalbasis von V und
A = MatB(f).

(1) Über C gilt:

f ist genau dann selbstadjungiert, wenn A = A
t
(d.h. A hermitesch).

f ist genau dann normal, wenn AA
t
= A

t
A (A heißt dann normal).

(2) Über IR gilt:

f ist genau dann selbstadjungiert, wenn A = At (A symmetrisch).

f ist genau dann normal, wenn AAt = AtA (A normal).

Ist f Isometrie, dann gilt AA
t
= E = A

t
A = E, d.h. A ist normal.

Bezeichnen wir mit Eig(f, r) = Kern(f−r id) den Eigenraum von f zu r ∈ C.
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31.4 Normale Endomorphismen
Sei V ein endlich-dimensionaler unitärer Vektorraum und f ∈ EndC(V ) nor-

mal. Dann gilt:

(1) Kern f = Kern f ad.

(2) Eig(f, r) = Eig(f ad, r) für alle r ∈ C.

(3) β(Eig(f, r),Eig(f, s)) = 0 für r 6= s ∈ C.

Beweis: (1) Für alle v ∈ V gilt

β(f(v), f(v)) = β(v, f ad ◦ f(v)) = β(v, f ◦ f ad(v))

= β(f ad(v), fad(v)),

also f(v) = 0 genau dann, wenn f ad(v) = 0.

(2) Der Eigenraum von f zu r ∈ C ist Kern(f − r id). f − r id ist wiederum
normal, und (f − r id)ad = f ad − r id. Mit (1) gilt dann

Eig(f, r) = Kern(f − r id) = Kern(f ad − r id) = Eig(f ad, r).

(3) Sei v ∈ E(r), also f(v) = rv, und w ∈ E(s), also f(w) = sw. Nach (1)
gilt f ad(w) = sw und damit

rβ(v, w) = β(rv, w) = β(f(v), w) = β(v, f ad(w)) = β(v, sw)

= sβ(v, w),

also (r − s)β(v, w) = 0. 2

Aus (3) folgt übrigens für normale f ∈ EndC(V ) aus der Existenz einer Basis
von Eigenvektoren die Existenz einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren. Es
gilt aber noch mehr:

31.5 Unitär diagonalisierbare Endomorphismen
Sei V ein endlich-dimensionaler unitärer Vektorraum. Für f ∈ EndC(V ) sind

folgende Aussagen äquivalent:

(a) f ist normal;

(b) es gibt eine Orthonormalbasis von V , die aus Eigenvektoren besteht;

(c) ist B eine Orthonormalbasis von V und A = MatB(f), dann gibt es eine
unitäre Matrix T ∈ C(n,n), so daß TAT−1 Diagonalmatrix ist (d.h. A ist
unitär diagonalisierbar).



31. Adjungierte Endomorphismen 241

Beweis: (a)⇒(b) Dies zeigt man durch Induktion nach der Dimension von V .
Für n = 1 ist nichts zu zeigen.

Nehmen wir an, die Aussage ist für unitäre V mit Dimension ≤ n− 1 richtig,
und sei V unitärer Vektorraum mit dimV = n.

Zu einem Eigenwert r wähle einen Eigenvektor v1 ∈ V mit ‖v1‖ = 1. Be-
trachte

W := v⊥1 = {w ∈ V | β(w, v1) = 0}.

Für w ∈ W gilt

β(f(w), v1) = β(w, fad(v1)) = β(w, rv1) = rβ(w, v1) = 0,

also f(w) ∈ W und f(W ) ⊂ W . Somit ist V = Cv1 ⊕ W eine Zerlegung in
orthogonale, f -invariante Unterräume.

f |W ist ein normaler Endomorphismus des (n−1)-dimensionalen Vektorraums
W . Nach Induktionsannahme gibt es in W eine Basis von orthogonalen Eigen-
vektoren. Zusammen mit v1 ergibt dies eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von V .

(b)⇒(a) Sei B = (v1, . . . , vn) eine Basis von orthonormalen Eigenvektoren
von f . Dann hat MatB(f) Diagonalgestalt, ist also normal. Nach 31.3 ist damit
auch f normal.

(b)⇔(c) Dies ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen Basistransforma-
tion und Matrizendarstellung von f . 2

Im Beweis von 31.5 haben wir benutzt, daß es immer nicht-triviale Eigenwerte
und Eigenvektoren gibt. Dies wurde durch die Eigenschaften von C (algebraisch
abgeschlossen) garantiert. Dieser Schluß kann nicht über IR benutzt werden, d.h.
wir bekommen nicht das gleiche Ergebnis für euklidische Vektorräume. Es gilt
jedoch ein ähnliches Ergebnis, wenn man die Endomorphismen spezialisiert, d.h.
für selbstadjungierte f . Dies liegt im wesentlichen an folgendem Sachverhalt:

31.6 Selbstadjungierte Endomorphismen
Sei V ein n-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum.

Ist f ∈ End(V ) selbstadjungiert, dann sind alle Eigenwerte von f reell, und
ch(f) zerfällt in Linearfaktoren, d.h.

ch(f) =
n∏
i=1

(X − ri), ri ∈ IR.

Beweis: Betrachten wir zunächst unitäre V . Sei v ∈ V Eigenvektor von f zum
Eigenwert r ∈ C. Dann ist

rβ(v, v) = β(rv, v) = β(f(v), v) = β(v, f(v)) = β(w, rv) = rβ(v, v),
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und somit r = r (da β(v, v) 6= 0).
Sei nun V ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis B. Für A =

MatB(f) gilt A = At. Faßt man A als Matrix über C auf, so gilt A = A
t
. Also

definiert A einen selbstadjungierten Endomorphismus

f̃ : Cn → Cn, (z1, . . . , zn) 7→ (z1, . . . , zn)A.

Nach dem oben Gezeigten besitzt f̃ nur reelle Eigenwerte (und ch(f̃) zerfällt in
Linearfaktoren). Somit sind auch die Eigenwerte von A reell, und ch(A) zerfällt
in Linearfaktoren. 2

Als Antwort auf unsere Frage erhalten wir damit:

31.7 Orthogonal diagonalisierbare Endomorphismen
Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Für f ∈ EndIR(V ) sind

folgende Aussagen äquivalent:

(a) f ist selbstadjungiert;

(b) es gibt eine Orthonormalbasis von V , die aus Eigenvektoren von f besteht;

(c) ist B eine Orthonormalbasis von V und A = MatB(f), dann gibt es eine
orthogonale Matrix T ∈ IR(n,n), so daß TAT−1 Diagonalmatrix ist (d.h. A
ist orthogonal diagonalisierbar).

Beweis: (a)⇒(b) Unter Berücksichtigung von 31.6 folgt dies mit dem Beweis
(a)⇒(b) von 31.5.

(b)⇒(c) Betrachte Basistransformation zwischen Orthonormalbasen.

(c)⇔(a) Sei T eine Matrix mit T t = T−1, für die D := TAT t Diagonalmatrix
ist. Dann gilt

A = T tDT und At = T tDtT tt = T tDT = A.

Also ist A symmetrisch, und nach 31.3 ist f selbstadjungiert. 2

31.8 Korollar
Jede symmetrische Matrix A ∈ IR(n,n) hat ein zerfallendes charakteristisches

Polynom und ist orthogonal diagonalisierbar.

Bemerkung: Über die Gestalt von normalen Endomorphismen von euklidischen
Räumen (über IR) haben wir keine Aussagen gemacht. Ist A ∈ IR(n,n) mit AtA =
AAt, so kann durch eine geeignete Basiswahl folgende Gestalt erreicht werden:

r1
. . .

rm
Q1

. . .

Qs


, Qi =

(
a b
−b a

)
, b > 0.
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31.9 Aufgaben

(1) A ∈ IR(n,n) sei eine symmetrische Matrix. Zeigen Sie, daß A genau dann
positiv definit ist, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

(2) Sei f : C3 → C3 der durch

f(x, y, z) :=
(
4ix+ (2 + i)z, (5− 2i)x+ (−1 + 3i)y − 5iz,

2x+ (1− i)y − (1− i)z
)

für alle x, y, z ∈ C definierte Endomorphismus. Bestimmen Sie die zu f adjun-
gierte Abbildung f ad(x, y, z).

(3) U , V und W seien endlich-dimensionale unitäre Vektorräume, und es sei
f ∈ Hom(U, V ). Zeigen Sie, daß die zu f adjungierte Abbildung f ad : V → U
C-linear ist und außerdem folgende Eigenschaften hat:

(i) (f ad)ad = f

(ii) (f + g)ad = f ad + gad für alle g ∈ Hom(U, V )

(iii) (g ◦ f)ad = f ad ◦ gad für alle g ∈ Hom(V,W )

(iv) (zf)ad = zf ad für alle z ∈ C.

(4) Sei h : C3 → C3 der Endomorphismus mit

MatE,E(h) =

 1 i −i
−i 2 0
i 0 2

 ∈ C(3,3)

bezüglich der kanonischen Basis E von C3.
Geben Sie eine Orthonormalbasis B des C3 an, so daß MatB,B(h) Diagonalgestalt
hat.

(5) Gegeben sei die Matrix

A :=

−2 2 −3
2 1 −6

−1 −2 0

 .
(i) Betrachten Sie A ∈ C(3,3) und entscheiden Sie, ob A unitär diagonalisierbar

ist.

(ii) Betrachten Sie A ∈ IR(3,3), und entscheiden Sie, ob A

orthogonal diagonalisierbar,

orthogonal trigonalisierbar oder

diagonalisierbar ist.
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(6) Zeigen Sie, daß die Matrix

A =

 17 −8 4
−8 17 −4

4 −4 11

 ∈ IR(3,3)

orthogonal diagonalisierbar ist, und finden Sie eine orthogonale Matrix T ∈
IR(3,3), so daß TAT−1 eine Diagonalmatrix ist.

(7) Sei

B =

 2 10i −2
−10i 5 −8i
−2 8i 11

 ∈ C(3,3)

gegeben. Prüfen Sie, ob B unitär diagonalisierbar ist, und finden Sie gegebe-
nenfalls eine unitäre Matrix S ∈ C(3,3), so daß SBS−1 eine Diagonalmatrix ist.

(8) Gegeben sei die folgende Matrix

D :=


7
25
i 0 24

25
i

0 i 0
24
25
i 0 −7

25
i

 ∈ C(3,3).

(i) Zeigen Sie, daß D unitär diagonalisierbar ist.

(ii) Man finde eine unitäre Matrix S ∈ C(3,3) (d.h. S−1 = S
t
), so daß SDS

t

eine Diagonalmatrix ist.
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32 Vektorprodukt in R3

Sei R ein kommutativer Ring. Speziell in R3 läßt sich ein Produkt von zwei Vek-
toren definieren, das eine handliche Darstellung verschiedener Zusammenhänge
ermöglicht. Insbesondere über den reellen Zahlen, also im Fall R = IR, erweist es
sich bei der Behandlung von geometrischen und physikalischen Fragestellungen
als nützlich. Ähnliche Konstruktionen in Rn werden in Aufgabe (4) skizziert.

Wir bezeichnen die kanonische Basis von R3 mit

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

und schreiben die Standardform von a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) ∈ R3 (vgl.
27.5) als

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Für R = IR ist dies gerade das Standard-Skalarprodukt auf IR3.

32.1 Definiton
Als Vektorprodukt von a, b ∈ R3 bezeichnen wir den Vektor

a× b := (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) ∈ R3 .

Damit haben wir eine Abbildung

R3 ×R3 → R3, (a, b) 7→ a× b,

mit den Eigenschaften (a+ c)× b = a× b+ c× b
a× (b+ c) = a× b+ a× c

(ra)× b = r(a× b) = a× (rb)
a× b = −b× a
a× a = 0

für alle a, b, c ∈ R3 und r ∈ R. Diese Aussagen zeigen, daß die Abbildung R-
bilinear und alternierend ist.

Ähnlich wie bei Bilinearformen kann man hier sehen, daß das Vektorprodukt
schon durch die Produkte der Basisvektoren bestimmt ist. Diese haben die Werte

ei × ei = 0 , ei × ej = − ej × ei , ei × ej = ek ,

wobei für i, j, k zyklische Vertauschungen von 1, 2, 3 einzusetzen sind. Wir können
dies in folgender Multiplikationstafel zusammenstellen:

× e1 e2 e3
e1 0 e3 −e2
e2 −e3 0 e1
e3 e2 −e1 0
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Interessante Bildungen ergeben sich in Verbindung mit der Standard(bilinear)-
form auf R3.

32.2 Grassmann Identitäten. Für alle a, b, c ∈ R3 gelten

a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c und (a× b)× c = (a · c)b− (b · c)a .

Beweis: Diese Gleichungen sind in allen Komponenten linear. Daher genügt es,
ihre Richtigkeit für die Basisvektoren zu zeigen. Für die erste Identität sind dies
die Bedingungen

ei × (ej × ek) = (ei · ek)ej − (ei · ej)ek ,

für alle i, j, k ∈ {1, 2, 3}. Da ei · ej = 0 für i 6= j, bestätigt man diese anhand
der Multiplikationstafel. Die zweite Identität folgt aus der ersten wegen der An-
tikommutativität von ×. 2

Aus den Grassmann-Identitäten sieht man leicht, daß für × nicht das Asso-
ziativgesetz gilt. Zusammen mit der Identität b × (c × a) = (b · a)c − (b · c)a
erhalten wir durch Differenz- und Summenbildung die

32.3 Jacobi Identität. Für alle a, b, c ∈ R3 gilt

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0 .

Betrachten wir (R3,+,×) als algebraische Struktur, so sehen wir, daß alle
Eigenschaften eines Ringes mit Ausnahme der Assoziativität der Multiplikation
erfüllt sind. Man nennt einen solchen ’Ring’, in dem die Jacobi-Identität gilt
und das Quadrat eines jeden Elementes Null ergibt, einen Lie-Ring (nach dem
norwegischen Mathematiker Sophus Lie). Derartige Strukturen sind in verschie-
denen Zweigen der Mathematik und deren Anwendung in der Physik von großem
Interesse.

32.4 Vektorprodukt und Determinanten. Für a, b, c, d ∈ R3 gelten

a · (b× c) = det

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 und (a× b) · (c× d) = det

(
a · c b · c
a · d b · d

)
.

Beweis: Die linke Seite folgt aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz.

Die rechte Identität ist wiederum linear in allen Argumenten. Es genügt da-
her, sie durch Einsetzen der Basisvektoren e1, e2, e3 zu bestätigen. 2
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Wie schon erwähnt, ergibt für R = IR die Standardform ein Skalarprodukt
auf IR3, und wir erhalten die Norm eines Vektors und den Winkel (a|b) zwischen
zwei Vektoren a, b ∈ IR3 durch

‖a‖ =
√
a · a und a · b = ‖a‖ ‖b‖ cos(a|b).

Aus 32.4 erhalten wir in diesem Fall eine Verschärfung der Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung:

32.5 Geometrische Beschreibung. Seien a, b ∈ IR3.

(1) ‖a× b‖2 = ‖a‖2 ‖b‖2 − (a · b)2 und ‖a× b‖ = ‖a‖ ‖b‖ | sin(a|b)|.
(2) a× b = 0 gilt genau dann, wenn a und b linear abhängig sind.

Beweis: (1) Die erste Gleichung ist ein Spezialfall von 32.4.
Mit der oben erwähnten Beziehung für cos(a|b) erhält man

‖a× b‖2 = ‖a‖2 ‖b‖2 − ‖a‖2 ‖b‖2 cos2(a|b) = ‖a‖2 ‖b‖2 sin2(a|b).

(2) Wir dürfen a 6= 0 6= b annehmen. Nach (1) ist a× b = 0 gleichbedeutend
mit

‖a‖ ‖b‖ = |a · b| = ‖a‖ ‖b‖ | cos(a|b)|,

also | cos(a|b)| = 1, d.h. a ist ein Vielfaches von b. 2

Es ist aus der ebenen Geometrie bekannt, daß damit ‖a× b‖ gerade die Fläche
des von a und b aufgespannten Parallelogramms ist. Daraus läßt sich folgern, daß
die Gleichung

|a · (b× c)| = ‖a‖ ‖b× c‖ | cos(a|b× c)|

das Volumen des von a, b und c aufgespannten Parallelotops (Spats) darstellt.
Diese Bildung wird daher auch das Spatprodukt von a, b, c genannt.

32.6 Aufgaben.

(1) Sei R ein kommutativer Ring. Zeigen Sie für a, b, c, d ∈ R3:

(i) Durch formale Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt sich

a× b = det

 e1 a1 b1
e2 a2 b2
e3 a3 b3

 .

(ii) Ist a× b = 0 für alle b ∈ R3, dann ist a = 0.
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(iii) (a× b)× (c× d) = (a · (b× d))c− (a · (b× c))d.

(iv) a× (a× (a× c)) = −(a · a) a× c.

(2) Seien a, b ∈ IR3. Zeigen Sie:

(i) Die Gleichung a× x = b ist genau dann lösbar mit x ∈ IR3, wenn a · b = 0.

(ii) Finden Sie ein x ∈ IR3 mit x+ a× x = b.

(3) Für a ∈ IR3 betrachte man die IR-lineare Abbildung

La : IR3 → IR3, x 7→ a× x.

(i) Bestimmen Sie die Matrix von La bezüglich der Basis (e1, e2, e3).

(ii) Finden Sie das Minimalpolynom von La.

(iii) Geben Sie eine geometrische Interpretation für La, insbesondere falls
a · a = 1 oder a = e1, e2, e3.

(4) Sei R ein kommutativer Ring und n ∈ IN . Zu gegebenen (Spalten-) Vek-
toren a1, . . . , an−1 ∈ Rn ist die Zuordnung

h : Rn → R, x 7→ det(a1, . . . , an−1, x),

eine Linearform auf Rn. Nach 26.4 ist Rn → (Rn)∗, b 7→ b · (−), ein Isomorphis-
mus. Daher gibt es genau einen Vektor c ∈ Rn mit

h(x) = c · x für alle x ∈ Rn.

(i) Bestimmen Sie die Koeffizienten von c (aus den Koeffizienten der ai).
Hinweis: Laplacescher Entwicklungssatz.

(ii) Vergleichen Sie das Ergebnis für n = 3 mit den Aussagen in diesem Ab-
schnitt.

(iii) Welche der Aussagen aus diesem Abschnitt sind für n > 3 noch sinnvoll?
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Affine Geometrie

33 Affine Räume

Wir haben zwar bisher gelegentlich geometrische Anschauung zum Verständnis
der Eigenschaften von Vektorräumen (insbesondere im IR2 und IR3) benutzt –
Geometrie im eigentlichen Sinne haben wir jedoch nicht betrieben. So hatten wir
es zum Beispiel nicht mit Punkten und Geraden zu tun.

Andererseits haben wir in der Linearen Algebra ein Hilfsmittel, mit dem
sich Geometrie sehr vorteilhaft definieren und beschreiben läßt. Wir wählen –
wie meist in den vorangegangenen Paragraphen – den axiomatischen Zugang,
um uns dann mit den

”
natürlichen“ Situationen zu befassen. Der grundlegende

Begriff ist:

33.1 Definition
Sei A eine Menge, V ein K-Vektorraum und α : A × V → A eine Abbildung.
Das Tripel (A, V, α) nennt man affinen Raum über K, wenn gilt

(i) Für alle P,Q ∈ A gibt es ein v ∈ V mit α(P, v) = Q;

(ii) für alle P ∈ A, v ∈ V gilt α(P, v) = P ⇒ v = 0;

(iii) für alle P ∈ A, v, w ∈ V ist α(α(P, v), w) = α(P, v + w).

Die Elemente von A nennt man die Punkte und A selbst die Punktmenge des
affinen Raums (A, V, α). V heißt der zugrundeliegende oder zugehörige Vektor-
raum.

Gilt α(P, v) = Q, so bezeichnet man v auch als den Verbindungsvektor von
P und Q und schreibt v =

−→
PQ. Als Dimension von (A, V, α) bezeichnet man die

Dimension des Vektorraums V .

Man sagt, V operiert transitiv auf A, da ausgehend von einem beliebigen
Punkt P ∈ A jedes Q ∈ A durch ein v ∈ V erreicht werden kann.

Mit der Schreibweise α(P, v) =: P + v sehen die obigen Bedingungen so aus:

249
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(i) Für alle P,Q ∈ A gibt es ein v ∈ V mit P + v = Q;

(ii) für alle P ∈ A, v ∈ V gilt: aus P + v = P folgt v = 0;

(iii) für alle P ∈ A, v, w ∈ V gilt (P + v) + w = P + (v + w).

Aus diesen Vorgaben folgt, daß der Verbindungsvektor v =
−→
PQ eindeutig

bestimmt ist: Angenommen P + v = P + w. Dann gilt

P
(ii)
= P + 0 = P + (v − v)

(iii)
= (P + v) + (−v)

= (P + w) + (−v) (iii)
= P + (w − v),

woraus wir, wegen (ii), w − v = 0 folgern. Daraus ergibt sich

33.2 Satz
Sei (A, V, α) ein affiner Raum. Dann gibt es eine Abbildung

t : A× A→ V, (P,Q) 7→ t(P,Q) =
−→
PQ

mit den Eigenschaften:

(A1) Für jedes P ∈ A und v ∈ V gibt es genau ein Q ∈ A mit t(P,Q) = v.

(A2) Für alle P,Q,R ∈ A gilt

t(P,Q) + t(Q,R) = t(P,R).

Beweis: (A1) Q = α(P, v) = P + v.

(A2) Es gilt R = P + t(P,Q) + t(Q,R) = P + t(P,R) = R.
Wegen der Eindeutigkeit des Verbindungsvektors heißt das

t(P,Q) + t(Q,R) = t(P,R).

2

Bemerkung: Aus 33.2 sieht man, daß die Abbildung t : A × A → V mit den
gegebenen Eigenschaften ebenfalls zur Definition eines affinen Raums geeignet
ist.

Aus (A2) ergibt sich ein elementarer geometrischer Sachverhalt:

33.3 Parallelogrammregel
Für vier Punkte P, P ′, Q,Q′ eines affi-
nen Raums (A, V, α) gilt:

Ist
−→
PQ =

−−→
P ′Q′, dann auch

−−→
PP ′ =

−−→
QQ′. ����������:

�
�
��
����������:

�
�
��

P

P ′
Q

Q′
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Beweis:
−−→
PP ′ =

−→
PQ+

−−→
QP ′ =

−−→
P ′Q′ +

−−→
QP ′ =

−−→
QP ′ +

−−→
P ′Q′ =

−−→
QQ′. 2

Nehmen wir als Menge A gerade die Elemente des Vektorraums V , so haben
wir als wichtiges Beispiel:

33.4 Affiner Standardraum über V
Ist V ein K-Vektorraum, so haben wir für V = A die Abbildungen

α : V × V → V, (v, w) 7→ v + w

mit den Eigenschaften (i), (ii) und (iii) aus 33.1 und

t : V × V → V, (u, v) 7→ v − u

mit den Eigenschaften (A1) und (A2) aus 33.2.

Dabei wird also α durch die Addition in V bestimmt. Folgende Beobachtung
belegt, daß der Standardraum auch die Situation in allgemeinen affinen Räumen
gut reflektiert:

33.5 Lemma
Ist (A, V, α) ein affiner Raum, so ist für jeden Punkt O ∈ A die Abbildung

tO : A→ V, P 7→ −→
OP = t(O,P ),

bijektiv mit Umkehrabbildung

t−1
O : V → A, v 7→ O + v.

Beweis: Dies ergibt sich aus den bereits angesprochenen Eigenschaften affiner
Räume. 2

33.6 Definition
Sind (A, V, α) und (A′, V ′, α′) affine Räume über K, dann heißt (A′, V ′, α′) (af-
finer) Unterraum oder Teilraum von (A, V, α), wenn gilt:

(U1) A′ ⊂ A, V ′ ⊂ V .

(U2) Für alle P ′ ∈ A′ und v′ ∈ V ′ gilt α(P ′, v′) = α′(P ′, v′).

Unterräume kann man auf verschiedene Weisen gewinnen:
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33.7 Charakterisierung affiner Unterräume
Sei (A, V, α) ein affiner Raum. Dann gilt:

(1) Gilt für eine Teilmenge A′ ⊂ A, daß für ein O′ ∈ A′ die Menge

V ′ := {
−−→
O′P ′ | P ′ ∈ A′} ⊂ V

ein Untervektorraum ist, so ist (A′, V ′, α|(A′×V ′)) ein affiner Unterraum von
(A, V, α).

(2) Ist V ′ ⊂ V ein Untervektorraum, und setzt man für einen Punkt O′ ∈ A

A′ := O′ + V ′ = {O′ + v′ | v′ ∈ V ′} ⊂ A,

so ist (A′, V ′, α|(A′×V ′)) ein affiner Unterraum von (A, V, α).

(3) Für zwei affine Unterräume (A1, V1, α1), (A2, V2, α2) gilt genau dann A1 =
A2, wenn A1 ∩ A2 6= ∅ und V1 = V2.

Beweis: (1) Wir zeigen, daß (A′, V ′, α′) ein affiner Raum ist, also α′(A′, V ′) ⊂ V ′:
Sei Q′ ∈ A′ und v′ ∈ V ′. Dann gibt es ein P ′ ∈ A′, so daß

Q′ + v′ = O′ + (
−−→
O′Q′ + v′) = O′ +

−−→
O′P ′ = P ′ ∈ A′.

(2) Es gilt O′ = O′ + 0 ∈ A′ und

{
−−→
O′P ′ | P ′ ∈ A′} = {

−−−−−−−→
O′(O′ + v′) | v′ ∈ V ′} = V ′ ⊂ V,

also ist {
−−→
O′P ′ | P ′ ∈ A′} ein Vektorraum, und die Behauptung folgt aus (1).

(3) ⇒: Mit O′ ∈ A1 = A2 gilt

V1 = {
−−→
O′P1 | P1 ∈ A1} = {

−−→
O′P2 | P2 ∈ A2} = V2.

⇐: Mit einem O′ ∈ A1 ∩ A2 folgt

A1 = O′ + V1 = O′ + V2 = A2.

2

Aus dem reellen Raum bekannte Bezeichnungen übernimmt man auch für all-
gemeinere Situationen. So nennt man Unterräume der Dimension 1 die Geraden
und Unterräume der Dimension 2 die Ebenen eines affinen Raumes (A, V, α). Ist
dimA = n, so bezeichnet man Unterräume A′ mit dimA′ = n−1 als Hyperebenen
in A.

Nach 33.7 haben wir für die erst genannten Fälle folgende
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Parameterdarstellungen
Gerade: {O′ + rv′ | r ∈ K} mit O′ ∈ A, v′ ∈ V ,
Ebene : {O′ + r1v1 + r2v2 | r1, r2 ∈ K} mit O′ ∈ A, v1, v2 ∈ V .

Man beachte, daß diese Darstellung eine eineindeutige Zuordnung zwischen
den Punkten einer (jeden) Geraden und den Körperelementen ergibt.

Eine weitere Folge aus der Charakterisierung der affinen Unterräume ist:

33.8 Lemma
Sind (Ai, Vi, αi)i∈I Unterräume des affinen Raums (A, V, α), so gilt⋂

i∈I
Ai = ∅ oder

⋂
i∈I
Ai ist affiner Unterraum.

Beweis: Sei O′ ∈ ⋂i∈I Ai 6= ∅, dann ist
⋂
i∈I Ai = O′ +

⋂
i∈I Vi. 2

Die nächste Konstruktion gibt den kleinsten affinen Unterraum an, der eine
vorgegebene Menge von Punkten enthält.

33.9 Definition
Sei (A, V, α) ein affiner Raum. Für eine Teilmenge B ⊂ A heißt

〈B〉 =
⋂
{A′ | B ⊂ A′, A′ Unterraum von A}

der von B erzeugte affine Unterraum.
Ist B = {P1, . . . , Pk} eine endliche Teilmenge, so schreibt man auch

〈B〉 = 〈P1, . . . , Pk〉 .

Der von zwei verschiedenen Punkten erzeugte Unterraum ist eine Gerade,
drei Punkte erzeugen eine Gerade oder eine Ebene. Dafür haben wir schon Para-
meterdarstellungen betrachtet. Der allgemeine Fall läßt sich ähnlich darstellen:

33.10 Parameterdarstellung affiner Unterräume
Sei (A, V, α) ein affiner Raum, ∅ 6= B ⊂ A.

(1) Für den zugrundeliegenden Vektorraum von 〈B〉 gilt für jeden (festen)
Punkt P0 ∈ B

VB = 〈−−→P0P | P ∈ B〉 ⊂ V.

Damit ist
〈B〉 = {Q ∈ A | −−→P0Q ∈ VB} = P0 + VB.

(2) Ist B = {P0, . . . , Pk} endlich, so gilt

〈P0, . . . , Pk〉 = {Q ∈ A | Q = P0 +
k∑
i=1

ai
−−→
P0Pi, ai ∈ K}.
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(3) oder für (festes) O ∈ A

〈P0, . . . , Pk〉 = {Q ∈ A | −→OQ =
k∑
i=0

ai
−−→
OPi mit

k∑
i=0

ai = 1}.

Beweis: (1) Zunächst ist VB in jedem Vektorraum eines affinen Unterraums
A′ ⊂ A mit B ⊂ A enthalten.

Andererseits ist {Q ∈ A | −−→P0Q ∈ VB} ein solcher Unterraum.

(2) folgt aus (1).

(3) Q = P0 +
k∑
i=1

ai
−−→
P0Pi, daraus folgt:

−→
OQ =

−−→
OP0 +

k∑
i=1

ai
−−→
P0Pi =

−−→
OP0 +

k∑
i=1

ai (
−−→
OPi −

−−→
OP0)

=

(
1−

k∑
i=1

ai

)
−−→
OP0 +

k∑
i=1

ai
−−→
OPi

=
k∑
i=0

ai
−−→
OPi mit a0 = 1−

k∑
i=1

ai .

2

Bezeichnungen
Die in (2) gewählte Schreibweise nennt man inhomogene Parameterdarstellung,
die in (3) heißt homogene Parameterdarstellung von 〈B〉.

Ist Q ∈ A und

−→
OQ =

k∑
i=0

ai
−−→
OPi mit

k∑
i=0

ai = 1,

dann heißen die (a0, . . . , ak) ∈ Kn+1 Schwerpunktkoordinaten oder konzentrische
Koordinaten.

Diese sind nicht eindeutig, falls es linear abhängige
−−→
OPi gibt. Sie sind aber in

jedem Fall unabhängig von der Wahl des Punkts O ∈ A, denn für O′ ∈ A gilt

−→
OQ =

−−→
OO′ +

−−→
O′Q =

k∑
i=0

ai (
−−→
OO′ +

−−→
O′Pi) =

−−→
OO′ +

k∑
i=0

ai
−−→
O′Pi,

und damit
−−→
O′Q =

∑k
i=0 ai

−−→
O′Pi.

Der Durchschnitt von zwei Unterräumen A1, A2 war der größte Unterraum,
der in A1 und A2 enthalten ist. Wir betrachten nun den kleinsten Unterraum,
der A1 und A2 enthält:
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33.11 Definition
Sind (A1, V1, α1), (A2, V2, α2) affine Unterräume von (A, V, α), dann nennt man

A1 + A2 = 〈A1 ∪ A2〉

die Summe oder den Verbindungsraum von A1 und A2.

Der zu A1 + A2 gehörige Vektorraum ist

V1 + V2 + 〈−−→P1P2〉

für (irgend) zwei Punkte P1 ∈ A1, P2 ∈ A2. Daraus ergibt sich die Dimension
des Verbindungsraumes:

33.12 Dimensionsformel
Sind (A1, V1, α1) und (A2, V2, α2) affine Unterräume von (A, V, α), so gilt:

dim(A1 + A2) =
{

dimA1 + dimA2 − dimA1 ∩ A2 falls A1 ∩ A2 6= ∅
dimA1 + dimA2 − dimA1 ∩ A2 + 1 falls A1 ∩ A2 = ∅ .

Beweis: Falls A1 ∩ A2 6= ∅, so wähle P1 = P2 ∈ A1 ∩ A2. 2

Analog zu Begriffen in Vektorräumen nennt man Punkte P0, . . . , Pk ∈ A

linear unabhängig, wenn {−−→P0Pi}i∈{1,...,k} linear unabhängig ist,

eine Basis oder ein Koordinatensystem, wenn {−−→P0Pi}i∈{1,...,k} eine Basis von
V ist.

Ohne Mühe erhält man nachstehende

33.13 Kennzeichnung von Basen
Sei (A, V, α) ein affiner Raum. Für eine Teilmenge {P0, . . . , Pn} ⊂ A sind fol-
gende Aussagen äquivalent:

(a) {P0, . . . , Pn} ist minimales Erzeugendensystem von A;

(b) {−−→P0Pi}i=1,...,n ist eine Basis von V ;

(c) Für jedes Pk, k ∈ {0, . . . , n} ist {−−→PkPi}i6=k eine Basis von V .

In der Geometrie interessiert man sich für das Verhalten verschiedener Un-
terräume zueinander. Einige Fälle haben eine eigene Bezeichnung:

33.14 Definition
Sind (A1, V1, α1) und (A2, V2, α2) affine Unterräume von (A, V, α), dann sagt man
A1 und A2 sind zueinander
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parallel, wenn V1 ⊂ V2 oder V2 ⊂ V1,

teilweise parallel, wenn V1 ∩ V2 6= {0} ⊂ V ,

punktfremd, wenn A1 ∩ A2 = ∅;

windschief, wenn A1 ∩ A2 = ∅ und V1 ∩ V2 = 0.

Für Geraden und Ebenen im IR3 sind diese Begriffe wohlvertraut.

33.15 Aufgaben

(1) Sei A eine Menge, V ein Vektorraum über einem Körper K und
t : A× A→ V eine Abbildung mit:

(A1) Für jedes P ∈ A und jedes v ∈ V gibt es genau ein Q ∈ A mit
t(P,Q) = v.

(A2) Für alle P,Q,R ∈ A gilt t(P,Q) + t(Q,R) = t(P,R).

Zeigen Sie, daß damit ein affiner Raum (A, V, α) definiert werden kann.

(2) Sei V ein K-Vektorraum mit Untervektorräumen U1 und U2.
Für a1, a2 ∈ V werden durch A1 = a1 + U1 und A2 = a2 + U2 affine Unterräume
des affinen Standardraumes (V, V, α) bestimmt. Beweisen Sie:

(i) A1 ∩ A2 6= 0 genau dann, wenn a1 − a2 ∈ U1 + U2.

(ii) Ist V = U1 ⊕ U2, so haben A1 und A2 genau einen Punkt gemeinsam.

(3) Im affinen Standardraum V = IR5 seien die folgenden Punkte gegeben:

P0 = (1, 2, 3, 4, 5), P1 = (0, 2, 5, 9, 2), P2 = (1, 3, 5, 7, 9)
P3 = (3,−1, 3, 5, 6), P4 = (1, 0, 9, 18, 4)

(i) Berechnen Sie die Dimension des von P0, . . . , P4 aufgespannten affinen Un-
terraumes U .

(ii) Bestimmen Sie den Durchschnitt von U mit der durch die Gleichung

2x1 + x2 − x3 + 2x4 − 2x5 + 3 = 0 gegebenen Hyperebene.
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34 Teilverhältnis und Schließungssätze

Wir wollen in diesem Abschnitt ausführen, welche elementargeometrischen Sätze
in unserem Rahmen schon gezeigt werden können. Wichtiges Hilfsmittel dabei
ist die folgende

34.1 Definition
Seien (A, V, α) ein affiner Raum und P,Q,R ∈ A drei Punkte, die auf einer
Geraden liegen, wobei P 6= Q. Das eindeutig bestimmte λ ∈ K mit

−→
PR = λ

−→
PQ

heißt das Teilverhältnis von P , Q und R, und man schreibt λ = TV(P,Q,R).

Eine erste Anwendung dieses Begriffs ist der

34.2 Strahlensatz
Seien (A, V, α) ein affiner Raum und G, G′ Geraden in A, die sich in einem
Punkt S ∈ A schneiden. Sind P,Q Punkte 6= S auf G und P ′, Q′ Punkte 6= S
auf G′, so sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Die Geraden 〈P, P ′〉 und
〈Q,Q′〉 sind parallel;

(b) TV(S, P,Q) = TV(S, P ′, Q′);

(c)
−−→
QQ′ = TV(S, P,Q)

−−→
PP ′.

B
B
B
B
BB

B
B
B
B
B
B
B
B
B�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

S P

P ′

Q

Q′

G

G′

Beweis: Setze λ = TV(S, P,Q) und λ′ = TV(S, P ′, Q′). Nach Voraussetzung
sind P 6= P ′ und Q 6= Q′.

(a)⇒(b) Sind 〈P, P ′〉 und 〈Q,Q′〉 parallel, so ist
−−→
QQ′ = µ

−−→
PP ′, µ ∈ K.

Nach Voraussetzung gilt
−→
SQ = λ

−→
SP und

−−→
SQ′ = λ′

−−→
SP ′ und damit

λ′
−−→
SP ′ − λ

−→
SP =

−−→
SQ′ −−→SQ =

−−→
QQ′ = µ

−−→
PP ′ = µ

−−→
SP ′ − µ

−→
SP .

Da
−−→
SP ′ und

−→
SP linear unabhängig sind (denn G ist nicht parallel zu G′), folgt

also λ′ = µ = λ.

(b)⇒(c) Es gilt
−−→
QQ′ =

−−→
SQ′ −−→SQ = λ(

−−→
SP ′ −−→SP ) = λ

−−→
PP ′.

(c)⇒(a) Aus (c) folgt 〈
−−→
PP ′〉 = 〈

−−→
QQ′〉, d.h. 〈P, P ′〉 ist parallel zu 〈Q,Q′〉. 2

Der Strahlensatz ermöglicht nun den Beweis der folgenden Sätze, die auch
bei einem axiomatischen Zugang zur Geometrie von Bedeutung sind:
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34.3 Satz von Desargues

Sei (A, V, α) ein affiner Raum, und
seien G, G′, G′′ drei Geraden in ei-
ner Ebene, die sich in einem Punkt
S schneiden. Außerdem seien von
S verschiedene Punkte P,Q ∈ G,
P ′, Q′ ∈ G′ und P ′′, Q′′ ∈ G′′ gege-
ben. Dann gilt: Ist 〈P, P ′〉 ‖ 〈Q,Q′〉
und 〈P ′, P ′′〉 ‖ 〈Q′, Q′′〉, so ist
〈P, P ′′〉 ‖ 〈Q,Q′′〉.

Q
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�

�
�

�
�

�
�
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S

P
P ′ P

′′

Q
Q′

Q′′

G G′ G′′

Beweis: Aus dem Strahlensatz folgt unter den gegebenen Voraussetzungen

TV(S, P,Q) = TV(S, P ′, Q′) und TV(S, P ′, Q′) = TV(S, P ′′, Q′′),

also TV(S, P,Q) = TV(S, P ′′, Q′′).

Wiederum mit dem Strahlensatz ergibt sich daraus 〈P, P ′′〉 ‖ 〈Q,Q′′〉. 2

34.4 Satz von Pappus

Seien (A, V, α) ein affiner Raum, G
und G′ Geraden in A mit
Schnittpunkt S, sowie P,Q,R ∈ G
und P ′, Q′, R′ ∈ G′, jeweils von S
verschieden. Ist 〈P,Q′〉 ‖ 〈Q,R′〉
und 〈P ′, Q〉 ‖ 〈Q′, R〉, dann ist
〈P, P ′〉 ‖ 〈R,R′〉.
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Beweis: Aus dem Strahlensatz folgt

λ := TV(S, P,Q) = TV(S,Q′, R′), also
−→
SQ = λ

−→
SP und

−−→
SR′ = λ

−−→
SQ′;

µ := TV(S, P ′, Q′) = TV(S,Q,R), also
−−→
SQ′ = µ

−−→
SP ′ und

−→
SR = µ

−→
SQ.

Somit ist
−→
SR = λµ

−→
SP und

−−→
SR′ = λµ

−−→
SP ′, also TV(S, P,R) = TV(S, P ′, R′).

Wiederum mit dem Strahlensatz erhalten wir daraus 〈P, P ′〉 ‖ 〈R,R′〉. 2

Auf ähnliche Weise kann man zeigen:
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34.5 Scherensatz

G, G′ seien Geraden im affinen Raum
(A, V, α) mit den Punkten P1,P2,Q1,
Q2 ∈ G \G′ und P ′

1,P
′
2,Q

′
1,

Q′
2 ∈ G′ \G. Ist 〈P1, P

′
1〉 ‖ 〈Q1, Q

′
1〉,

〈P1, P
′
2〉 ‖ 〈Q1, Q

′
2〉 und

〈P2, P
′
1〉 ‖ 〈Q2, Q

′
1〉, dann ist

〈P2, P
′
2〉 ‖ 〈Q2, Q

′
2〉.

�
����

���
����

�
�
�
�
�
�

@
@

@
@@C
C
C
C
C
C

�
�
�
�
�
�
�
�
�

@
@

@
@

@
@

@

C
C
C
C
C
C
C
C
C

P1 P2

P ′
1 P ′

2

Q1 Q2

Q′
1

Q′
2

G

G′

Sind P,Q,R Punkte auf einer Geraden, so nennt man R den Mittelpunkt von
PQ, wenn TV(P,Q,R) = 1

2
.

Als weitere Aussagen der affinen ebenen Geometrie (über Q) seien genannt:

Die Diagonalen eines Parallelogramms schneiden sich in ihren Mittelpunkten.

Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt und
teilen sich im Verhältnis 2 : 1.

34.6 Aufgaben

(1) Sei (A, V, α) ein affiner Raum über einem Körper K. P,Q,R ∈ A
seien paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden mit Teilverhältnis
TV(P,Q,R) = λ ∈ K.

Berechnen Sie alle möglichen TV(X, Y, Z) mit {X, Y, Z} = {P,Q,R} in Ab-
hängigkeit von λ.

(2) Beweisen Sie den Kleinen Satz von Pappus:
(A, V, α) sei ein affiner Raum über einem Körper K, und g 6= h seien zwei
parallele Geraden aus A mit Punkten P1, P2, P3 ∈ g und Q1, Q2, Q3 ∈ h. Dann
gilt:

Ist 〈P1, Q2〉 ‖ 〈P2, Q3〉 und 〈P2, Q1〉 ‖ 〈P3, Q2〉, so ist 〈P1, Q1〉 ‖ 〈P3, Q3〉.
Fertigen Sie eine Zeichnung an.

(3) (X,V, α) sei ein affiner Raum über dem KörperK mit CharK 6= 2, 3. A,B
und C seien drei Punkte aus X, die nicht auf einer Geraden liegen. Bezeichne
Ma,Mb,Mc die Mittelpunkte der jeweils den Punkten A,B,C gegenüberliegen-
den Seiten des Dreiecks ABC.

Zeigen Sie, daß sich die drei Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC in einem
Punkt S schneiden, und daß gilt:

TV(A, S,Ma) = TV(B, S,Mb) = TV(C, S,Mc) =
3

2
.

Welche Situation ergibt sich für den Fall CharK = 3?
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(4) (X,V, α) sei ein affiner Raum über dem Körper K. A,B,C seien drei
Punkte aus X, die nicht auf einer Geraden liegen, und g sei eine Gerade, welche
die Geraden 〈B,C〉, 〈C,A〉 und 〈A,B〉 in den Punkten P , Q und R schneidet.

Zeigen Sie, daß die Mittelpunkte der Strecken AP , BQ und CR auf einer
Geraden liegen.

(5) Sei (A, V, α) ein zwei-dimensionaler affiner Raum über einem Körper K.
Zeigen Sie:

(i) Zwei Geraden in A sind entweder parallel, oder sie besitzen genau einen
Schnittpunkt.

(ii) g 6= h seien zwei parallele Geraden in A, und P1, P2, P3 ∈ g, Q1, Q2, Q3 ∈ h
seien verschiedene Punkte.

Genau dann ist TV(P1, P2, P3) = TV(Q1, Q2, Q3), wenn die Geraden 〈P1, Q1〉,
〈P2, Q2〉 und 〈P3, Q3〉 sich in einem Punkt schneiden oder alle parallel sind.
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35 Affine Abbildungen

Zu algebraischen Strukturen wie etwa Gruppen und Moduln haben wir jeweils
die strukturerhaltenden Abbildungen betrachtet. Wir tun dies auch für affine
Räume:

35.1 Definition
Seien (A1, V1, α1) und (A2, V2, α2) affine Räume. Eine Abbildung f : A1 → A2

heißt affin, affiner Homomorphismus oder auch Affinität, wenn für jedes O ∈ A1

die Abbildung
fV : V1 → V2,

−→
OP 7→ −−−−−−→

f(O)f(P ),

ein Vektorraumhomomorphismus ist.
f heißt semiaffin, wenn fV eine semilineare Abbildung ist (bzgl. eines Kör-

perautomorphismus ϕ von K, vgl. 28.1).

Wir stellen einige Beobachtungen zu Affinitäten zusammen. Einige davon
gelten auch für Semiaffinitäten.

35.2 Beschreibung von Affinitäten
Sei f : A1 → A2 eine Affinität. Dann gilt:

(1) Für P,Q ∈ A1 gilt
−−−−−−→
f(P )f(Q) = fV (

−→
PQ).

(2) Die zugehörige Abbildung fV : V1 → V2,
−→
OP 7→ −−−−−−→

f(O)f(P ) ist unabhängig
von der Wahl von O ∈ A1.

(3) Zu einem Vektorraumhomomorphismus g : V1 → V2 und O1 ∈ A1, O2 ∈ A2

gibt es genau eine Affinität f : A1 → A2 mit f(O1) = O2 und fV = g.

Beweis: (1) Für P,Q ∈ A gilt:
−−−−−−→
f(P )f(Q) = −−−−−−−→f(O)f(P ) +

−−−−−−→
f(O)f(Q)

= −fV (
−→
OP ) + fV (

−→
OQ)

= fV (
−→
PO +

−→
OQ) = fV (

−→
PQ).

(2) Seien Q,O′ ∈ A1, und bezeichne f ′V die Abbildung

f ′V : V1 → V2,
−−→
O′P ′ 7→

−−−−−−−→
f(O′)f(P ′), P ′ ∈ A.

Ist v =
−→
OP =

−−→
O′P ′ ∈ V1 für P, P ′ ∈ A, so gilt mit (1)

f ′V (v) =
−−−−−−−→
f(O′)f(P ′) = fV (

−−→
O′P ′) = fV (

−→
OP ) = fV (v).

(3) Die Affinität f : A1 → A2 ist gegeben durch

f(P ) = O2 + g(
−−→
O1P ) für P ∈ A1.

2
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Beispiel
Nach den Ausführungen zu (3) ist für jeden affinen Raum (A, V, α) der Identität
idV und jedem Punktepaar O1, O2 ∈ A die Affinität

A→ A, P 7→ O2 +
−−→
O1P = O1 +

−−−→
O1O2 +

−−→
O1P

= P +
−−−→
O1O2

zugeordnet. Man nennt diese die Translation mit dem Vektor
−−−→
O1O2.

Eine Translation t : A → A ist somit schon durch das Bild eines Punktes
O ∈ A bestimmt. Es gilt dann

t(P ) = P +
−−−−→
O t(O).

Offensichtlich ergibt die Hintereinanderausführung von zwei Translationen
wieder eine Translation.

Die Menge der Translationen bildet eine additive Gruppe (' (V,+)).

35.3 Eigenschaften affiner Abbildungen
Sei f : A1 → A2 eine Affinität von affinen Räumen. Dann gilt:

(1) Für P,Q ∈ A1 gilt f(P ) = f(Q) genau dann, wenn fV (
−→
PQ) = 0.

(2) Für kollineare Punkte P,Q,R ∈ A1 gilt

TV(P,Q,R) = TV(f(P ), f(Q), f(R)).

(3) Ist B1 affiner Unterraum von A1, so ist f(B1) affiner Unterraum von A2.

(4) Sind B1 und C1 parallele affine Unterräume von A1, so sind f(B1) und
f(C1) parallele affine Unterräume von A2.

(5) Ist B2 affiner Unterraum von A2, so gilt f−1(B2) = ∅, oder f−1(B2) ist
affiner Unterraum von A1.

(6) Sind B2 und C2 parallele affine Unterräume von A2, so sind f−1(B2) und
f−1(C2) parallele affine Unterräume in A1, wenn beide Urbilder nicht leer
sind.

Beweis: (1) Ist f(P ) = f(Q), so gilt 0 =
−−−−−−→
f(P )f(Q) = fV (

−→
PQ).

(2) Sei TV(P,Q,R) = λ ∈ K, also
−→
PR = λ

−→
PQ. Dann ist

−−−−−−→
f(P )f(R) = fV (

−→
PR) = fV (λ

−→
PQ) = λfV (

−→
PQ) = λ

−−−−−−→
f(P )f(Q),

also TV(f(P ), f(Q), f(R)) = λ.

(3) Ist B1 = P + VB, so gilt f(B1) = f(P ) + fV (VB).
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(4) Sind VB1 bzw. VC1 die Vektorräume zu B1 bzw. C1, und gilt VB1 ⊂ VC1 ,
so folgt fV (VB1) ⊂ fV (VC1).

(5) Sei B2 = p2 + VB2 . Ist f−1(B1) 6= ∅, so gibt es ein P1 ∈ A1 mit f(P1) =
P2 ∈ B2, und es gilt

f−1(B2) = P1 + f−1
V (VB2).

(6) Ist C2 = Q2 + VC2 und VB2 ⊂ VC2 , so ist f−1
V (VB2) ⊂ f−1

V (VC2). 2

35.4 Komposition von Affinitäten
Sind f : A1 → A2 und g : A2 → A3 affine Abbildungen, so ist auch deren
Komposition g ◦ f : A1 → A3 eine affine Abbildung.

Beweis: Für g ◦ f haben wir

−→
OP 7→ −−−−−−−−−−−−→

g ◦ f(O) g ◦ f(P ) = gV
(−−−−−−→
f(O)f(P )

)
= gV ◦ fV (

−→
OP ).

Damit sieht man, daß dies eine affine Abbildung ist. 2

Eine affine Abbildung f : A1 → A2 ist offensichtlich genau dann bijektiv,
wenn der zugehörige Vektorraumhomomorphismus fV : V1 → V2 bijektiv ist.

35.5 Affine Bijektionen
Sei (A, V, α) ein affiner Raum. Die Menge Aff(A) der affinen Bijektionen bildet
eine Gruppe, die Gruppe der Affinitäten von A.

Die Abbildung
Aff(A) → End(V ), f 7→ fV ,

ist ein Gruppenhomomorphismus. Sie hat als Bild die linearen Automorphismen
von V (GL(V )).

Der Kern der Abbildung besteht aus den Translationen von A.

Beweis: Nach 35.4 ist die Komposition von affinen Abbildungen affin. Damit ist
die erste Behauptung klar.

Sind f und g Affinitäten, so gehört nach 35.4 zu g ◦ f die lineare Abbildung
gV ◦ fV , also ein Homomorphismus.

fV ist genau dann die Identität, wenn f Translation ist. 2

35.6 Kennzeichnung von Affinitäten
Für eine Abbildung f : A1 → A2 von affinen Räumen sind folgende Aussagen
äquivalent:

(a) f ist eine Affinität;

(b) es gibt zwei Punkte O1 ∈ A1, O2 ∈ A2 und einen Vektorraumhomomor-
phismus fV : V1 → V2 mit

f(P ) = O2 + fV (
−−→
O1P ) für P ∈ A1.
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Ist CharK 6= 2, so sind dazu äquivalent:

(c) f läßt das Teilverhältnis von je drei kollinearen Punkten invariant;

(d) für a ∈ K, P,Q, P ′, Q′ ∈ A1 gilt:

Ist
−−→
P ′Q′ = a

−→
PQ, so ist

−−−−−−−→
f(P ′)f(Q′) = a

−−−−−−→
f(P )f(Q).

Beweis: (a)⇔(b) ergibt sich aus 35.2.

(a)⇒(c) wurde bereits in 35.3 gezeigt.

(a)⇒(d)
−−−−−−−→
f(P ′)f(Q′) = fV (

−−→
P ′Q′) = fV (a

−→
PQ) = afV (

−→
PQ) = a

−−−−−−→
f(P )f(Q).

(d)⇒(a) Für O ∈ A1 definieren wir fV (v) =
−−−−−−−−−→
f(O)f(O + v).

Dann gilt für alle P,Q ∈ A1

fV (
−→
PQ) =

−−−−−−−−−−−→
f(O)f(O +

−→
PQ) =

−−−−−−→
f(P )f(Q),

denn für v =
−→
PQ folgt aus

−→
PQ =

−→
OO +

−→
PQ:

fV (
−→
PQ) =

−−−−−−−−−−−→
f(O)f(O +

−→
PQ) =

−−−−−−→
f(P )f(Q).

Die Linearität von fV ersieht man aus

fV (v + w) =
−−−−−−−−−−−−−→
f(O)f(O + v + w)

=
−−−−−−−−−→
f(O)f(O + v) +

−−−−−−−−−−−−−−−−→
f(O + v)f(O + v + w) = fV (v) + fV (w),

fV (rv) =
−−−−−−−−−−→
f(O)f(O + rv) = r

−−−−−−−−−→
f(O)f(O + v) = rfV (v).

(c)⇒(d) folgt aus dem Strahlensatz (34.2):

B
B
B
B

B
B
B
B
B
B�

�
�

�
�

�
�

�

S P

Q

P ′

Q′
f7−→ PPPP

PPPPPP
















f(S)

f(P )
f(Q)

f(P ′)

f(Q′)

2

Wir wissen, daß durch die Bilder einer Basis ein Vektorraumhomomorphismus
eindeutig festgelegt ist. Analog haben wir für affine Räume:

35.7 Bestimmung von Affinitäten
Seien (A1, V1, α1) und (A2, V2, α2) affine Räume.
Bilden P0, . . . , Pn eine Basis von A1, so gibt es zu Punkten Q0, . . . , Qn aus A2

genau eine Affinität f : A1 → A2 mit

f(Pi) = Qi für i = 0, . . . , n.

Bilden die Q0, . . . , Qn eine Basis von A2, so ist f eine bijektive Affinität.
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Beweis: Nach Voraussetzung bilden die Vektoren
−−→
P0P 1, . . . ,

−−→
P0P n eine Basis von

V1, und
−−→
Q0Q1, . . . ,

−−→
Q0Qn sind Vektoren in V2. Damit haben wir einen Homomor-

phismus
fV : V1 → V2,

−−→
P0Pi 7→

−−−→
Q0Qi, i = 1, . . . , n.

Für P = P0 +
−−→
P0P setzen wir

f : A1 → A2, P 7→ Q0 + fV (
−−→
P0P ).

Sind die
−−−→
Q0Qi, i = 1, . . . , n, eine Basis von V2, so ist fV ein Isomorphismus,

und f ist bijektiv. 2

Ein weiteres wichtiges Beispiel für Affinitäten sind die

35.8 Projektionen auf einen Unterraum
Sei (A, V, α) ein affiner Raum. (A1, V1, α1) und (A2, V2, α2) seien affine Un-
terräume mit V = V1 ⊕ V2. Dann gilt:

Zu jedem P ∈ A besteht (P +V1)∩A2 aus genau einem Punkt, die Zuordnung

p : A→ A, P 7→ (P + V1) ∩ A2,

ist eine Affinität von A mit p ◦ p = p, p(A) = A2, und für Q ∈ A2 gilt p−1(Q) =
Q+ V1.

Man nennt p die Projektion auf A2 längs A1.

Beweis: Betrachten wir die Vektorraumprojektion

pV : V → V, v = v1 + v2 7→ v2.

Dafür gilt pV (V ) = V2, pV ◦ pV = pV und Kern pV = V1. Wir wählen nun einen
Punkt O2 ∈ A2 und definieren die Affinität

p : A→ A, P 7→ O2 + pV (
−−→
O2P ).

Wegen pV (
−−→
O2P ) ∈ V2 ist p(P ) ∈ A2. Es gilt p(O2) = O2, und für v =

−−→
OP2 haben

wir
−−−−→
Pp(P ) =

−−−−→
O2p(P )−−−→O2P = pV (

−−→
O2P )−−−→O2P = v2 − v = −v1 ∈ V1.

Daraus ergibt sich p(P ) = P +
−−−−→
P p(P ) = P − v1 ∈ P + V1.

Wegen V1 ∩ V2 = 0 ist p(P ) der einzige Punkt in (P + V1)∩A2, und p ist die
in der Behauptung angesprochene Abbildung. Für sie gilt

p ◦ p(P ) = p
(
O2 + pV (

−−→
O2P )

)
= O2 + pV

(−−−−−−−−−−−−−→
O2, O2 + pV (

−−→
O2P )

)
= O2 + pV ◦ pV (

−−→
O2P )

= O2 + pV (
−−→
O2P ) = p(P ).
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Außerdem ist
P (A) = O2 + pV (V ) = O2 + V2 = A2.

Für alle Q ∈ A2 ist
−−→
O2Q ∈ V2, und daher

p(Q) = O2 + pV (
−−→
O2Q) = O2 +

−−→
O2Q = Q.

Somit ist Q ∈ p−1(Q) und

p−1(Q) = Q+ p−1
V (0V ) = Q+ Kern pV = Q+ V1.

2

Beispiel
Wir wollen uns den oben betrachteten Fall im IR3 mit einer Geraden A1 und
einer Ebene A2 veranschaulichen:
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p(P )

P

O2

A1

A2

v2 = pV (
−−→
O2P )

−−→
O2P

In 33.5 haben wir gesehen, daß in jedem affinen Raum (A, V, α) eine Bijektion
zwischen den Mengen A und V besteht. Die dort betrachtete Abbildung ergibt
sogar eine Affinität zwischen (A, V, α) und dem Standardraum zu V (vgl. 33.4).

35.9 Affinität zum Standardraum
Sei (A, V, α) ein affiner Raum und (V, V,+) der affine Standardraum über V .
Dann bestimmt für ein (beliebiges) O ∈ A die Abbildung

tO : A→ V, P 7→ −→
OP,

eine bijektive Affinität (einen affinen Isomorphismus) (A, V, α) → (V, V,+).
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Beweis: Nach Definition gilt für P,Q ∈ A
−−−−−−−−→
tO(P ) tO(Q) = tO(P )− tO(Q) =

−→
OQ−−→OP =

−→
PQ = idV (

−→
PQ).

Die Zuordnung
−→
PQ 7→ −−−−−−−−→

tO (P )tO(Q) = idV (
−→
PQ) ist also ein Vektorraumhomo-

morphismus, d.h. tO ist eine Affinität. 2

Für einen K-Vektorraum V mit Basis v1, . . . , vn haben wir Koordinateniso-
morphismen definiert:

ϕ : V → Kn, vi 7→ ei, ei Standardbasis.

Setzen wir diesen Isomorphismus mit dem in 35.9 betrachteten zusammen, so
erhalten wir auch Koordinaten für einen affinen Raum:

35.10 Definition
Sei (A, V, α) ein n-dimensionaler affiner Raum über K. Ist P0, . . . , Pn eine Basis
(Koordinatensystem) von A, so nennt man die Abbildung

%P : A −→ V −→ Kn,
Pi 7−→ −−→

P0Pi 7−→ ei,

die zu P0, . . . , Pn gehörige Koordinatendarstellung.

Für P ∈ A ist P = P0 +
n∑
i=1

ri
−−→
P0Pi mit eindeutig bestimmten ri ∈ K, und es

gilt

%P (P ) = (r1, . . . , rn) ∈ Kn.

Faßt man Kn als affinen Raum auf, so ist %P eine bijektive Affinität (affiner
Isomorphismus).

Sei nun Q0, . . . , Qn eine Basis von A mit Koordinatendarstellung

%Q : A→ V → Kn, Qi 7→
−−−→
Q0Qi 7→ ei.

Somit haben wir das kommutative Diagramm mit affinen Isomorphismen

A
tP−→ V

ϕP−→ Kn

‖ ↓tQ◦t−1
P ↓%Q◦%−1

P

A
tQ−→ V

ϕQ−→ Kn

Wir wollen feststellen, wie sich die zugehörigen Koordinaten transformieren.
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35.11 Transformation von Koordinaten
Mit den obigen Bezeichnungen seien %P (X) und %Q(X) für X ∈ A die zugehöri-
gen Koordinaten. Dann gibt es genau eine Matrix T ∈ GL(n,K) und einen
Vektor u ∈ Kn mit

%Q(X) = u+ %P (X)T für alle X ∈ A.

Dabei ist u = %Q(P0).

Beweis:

%Q(X) = ϕQ(
−−→
Q0X) = ϕQ(

−−−→
Q0P0 +

−−→
P0X) = ϕQ(

−−−→
Q0P0) + ϕQ(

−−→
P0X)

= %Q(P0) + ϕQ ◦ ϕ−1
P ◦ ϕP (

−−→
P0X)

= %Q(P0) + ϕQ ◦ ϕ−1
P

(
%P (X)

)
= %Q(P0) + %P (X) ·MatE(ϕQ ◦ ϕ−1

P )

= %Q(P0) + %P (X) ·MatQ,P (idV ).

Mit u = %Q(P0) und T = MatQ,P (idV ) haben wir die gewünschte Beziehung. 2

35.12 Satz
Seien (A, V, α) ein affiner Raum und (P0, . . . , Pn) ein Koordinatensystem. Dann
gibt es zu jeder invertierbaren Matrix T ∈ K(n,n) und zu jedem u ∈ Kn genau
ein Koordinatensystem (Q0, . . . , Qn) von A mit

%Q(X) = u+ %P (X)T für alle X ∈ A,

wobei %P , %Q die entsprechenden Koordinatendarstellungen bezeichnen. Es ist

Q0 = %−1
P (−uT−1) und

Qi = %−1
P (eiT

−1 − uT−1) für i = 1, . . . , n.

Beweis: Zu einer Basis
−−→
P0P1, . . . ,

−−−→
P0Pn von V und invertierbarem T ∈ K(n,n)

gibt es genau eine Basis W = (w1, . . . , wn) von V mit

MatW,P (idV ) = T.

Damit sind die obigen Behauptungen leicht nachzuprüfen. 2

35.13 Definition
Seien (A, V, α) ein affiner Raum und (P0, . . . , Pn) ein Koordinatensystem. Als
Koordinatentransformation bezeichnet man jedes Paar (u, T ) mit u ∈ Kn und
T ∈ GL(n,K) und den Transformationsgleichungen

%Q(X) = u+ %P (X)T bzw. %P (X) =
(
%Q(X)− u

)
T−1.
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Sehen wir uns dazu ein Beispiel in einer affinen Ebene an.

Beispiel
Über einem Körper K betrachten wir den Standardraum (K2, K2, α) mit dem
kanonischen Koordinatensystem

(P0, P1, P2) =
(
(0, 0), (1, 0), (0, 1)

)
.

Als neues Koordinatensystem wollen wir

(Q0, Q1, Q2) =
(
(1, 1), (4, 1), (2, 3)

)
.

Zu dem beliebigen Punkt X = (x1, x2) = P0 + x1
−−→
P0P1 + x2

−−→
P0P2 berechnen wir

%Q(X) = (y1, y2). Zunächst suchen wir %Q(P0), %Q(P1), %Q(P2):

−−−→
Q0P0 = (−1,−1) = y1(3, 0) + y2(1, 2) = −1

6
(3, 0)− 1

2
(1, 2),

⇒ %Q(P0) =
(
−1

6
,−1

2

)
;

−−−→
Q0P1 = (0,−1) = 1

6
(3, 0)− 1

2
(1, 2),

⇒ %Q(P1) =
(

1
6
,−1

2

)
;

−−−→
Q0P2 = (−1, 0) = −1

3
(3, 0) + 0(1, 2),

⇒ %Q(P2) =
(
−1

3
, 0
)
.

Damit finden wir nun

u = %Q(P0) =
(
−1

6
,−1

2

)
, T =

( 1
3

0
−1

6
1
2

)

und haben dann die Transformationsgleichnungen

(y1, y2) =
(
−1

6
,−1

2

)
+ (x1, x2)

( 1
3

0
−1

6
1
2

)
.

Zum Beispiel finden wir für den Punkt X = (3, 2) die neuen Koordinaten

%Q(X) =
(
−1

6
+

1

3
· 3− 1

6
· 2,−1

2
+

1

2
· 2
)

=
(

1

2
,
1

2

)
.

Wir können diesen Sachverhalt in folgender Skizze veranschaulichen:
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P0 P1

P2 Q0
Q1

Q2

X

•

•

•

• • • •

In Abschnitt 14 haben wir gesehen, daß sich die Lösungsmenge eines Glei-
chungssystems

(x1, . . . , xn)B = (b1, . . . , bn)

mit B ∈ K(n,n) in der Form (a0, . . . , an) + U schreiben läßt, wobei a0, . . . , an
eine partikuläre Lösung ist und U der Lösungsraum des zugehörigen homogenen
Systems, ein Untervektorraum von Kn.

Mit der inzwischen eingeführten Terminologie können wir sagen, daß die
Lösungsmenge ein affiner Unterraum im Standardraum Kn ist. Andererseits ist
jeder Unterraum darin von der angegebenen Form, ist also Lösungsmenge eines
geeigneten Gleichungssystems.

Mit Hilfe der Koordinatendarstellung können wir zeigen, daß in jedem affinen
Raum die affinen Unterräume in analoger Weise beschrieben werden können:

35.14 Darstellung von affinen Unterräumen
Seien (A, V, α) ein n-dimensionaler affiner Raum und P0, . . . , Pn ein Koordina-
tensystem mit Koordinatendarstellung %P .

Zu jedem p-dimensionalen Unterraum A′ ⊂ A gibt es eine Matrix B ∈ K(n,m)

und einen Vektor b ∈ Km mit RangB = n − p = m, so daß die Lösungsmenge
des linearen Gleichungssystems

(∗) (x1, . . . , xn)B = b

affin isomorph zu A′ ist. Es gilt

A′ = %−1
P (Lösung von (∗) )

affin' (a0, . . . , an)+homogene Lösung.

Man nennt (∗) eine Darstellung von A′.



35. Affine Abbildungen 271

Beweis: Der zu %P (A′) gehörende Vektorraum U ⊂ Kn hat die Dimension p, ist
also Lösungsmenge eines homogenen Systems

xB = 0, mit B ∈ K(n,m), RangB = n− p = m.

Für einen Punkt Q ∈ A′ setzen wir b = %P (Q)B. Dann ist %P (Q) eine Lösung
des Gleichungssystems

xB = b, mit der Lösungsmenge %P (Q) + U = %P (A′).

2

Beispiel
Im Q3 mit dem kanonischen Koordinatensystem sei der affine Unterraum

A′ = 〈(0, 0, 0), (7, 3, 8), (0, 6, 1), (14, 12, 17)〉

gegeben. Wir wollen dazu ein Gleichungssystem finden. Der zugehörige Vektor-
raum ist

〈(7, 3, 8), (0, 6, 1), (14, 12, 17)〉 = 〈(7, 3, 8), (0, 6, 1)〉 ,
also ist dimA′ = 2. Da der Nullpunkt (des kanonischen Koordinatensystems)
in A′ liegt, wird die Darstellung von A′ ein homogenes System sein. Das Glei-
chungssystem

(
7 3 8
0 6 1

) t1t2
t3

 =
(

0
0

)

hat (45,−7, 42)t als Lösung, und die Gleichung für A′ ist daher

(x1, x2, x3 )

 45
−7
42

 = 0.

Überlegen wir uns nun, wie die Darstellung des Durchschnitts von zwei affinen
Unterräumen aussieht.

35.15 Durchschnitt affiner Unterräume
(A, V, α) sei affiner Raum, P0, . . . , Pn ein Koordinatensystem und %P die Ko-

ordinatendarstellung. A1 und A2 seien affine Unterräume mit den zugehörigen
Gleichungen

(G1) xB1 = b1, B1 ∈ Kn,m1 , b1 ∈ Km1 , m1 = n− dimA1,

(G2) xB2 = b2, B2 ∈ Kn,m2 , b2 ∈ Km2 , m2 = n− dimA2.

Setze B = (B1, B2) ∈ Km,m1+m2, b = (b1, b2) ∈ Km1+m2 und

(G) xB = b

Mit diesen Bezeichnungen gilt:
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(1) (G) ist das zu A1 ∩ A2 gehörige Gleichungssystem, also

A1 ∩ A2 = %−1
P (Lösung von (G)).

(2) A1 und A2 sind genau dann parallel, wenn

Rang(B) = max(RangB1,RangB2).

(3) A1 und A2 sind teilweise parallel (V1 ∩ V2 6= 0), wenn RangB < n.

(4) A1 und A2 sind windschief, wenn RangB = n und (G) keine Lösung hat.

Beweis: (1) Da %P injektiv ist, gilt

%P (A1 ∩ A2) = %P (A1) ∩ %P (A2)

= Lösung von (G1) ∩ Lösung von (G2)

= Lösung von (G).

(2) bis (4) folgen aus den Beziehungen KernB = KernB1 ∩ KernB2 und
RangBi = n− dim KernBi für i = 1, 2. 2

Folgerung
Jeder affine Unterraum ist Durchschnitt von Hyperebenen.

Wir wollen noch eine Berechnungsmöglichkeit für die Gleichung einer Hyper-
ebene angeben, die durch n linear unabhängige Punkte erzeugt wird.

35.16 Gleichung von Hyperebenen
Sei (A, V, α) ein affiner Raum mit Koordinatensystem (P0, . . . , Pn) und Koordi-
natendarstellung %P . {Q1, . . . , Qn} seien linear unabhängige Punkte in A. Zur
Matrix

A =


%P (Q1) 1

...
...

%P (Qn) 1
0 1

 ∈ Kn+1,n+1

bilden wir die adjunkte Matrix Ad(A) = (Akl) (siehe 16.5) und setzen

B = (An+1,1, . . . , An+1,n)
t ∈ Kn,

b = −An+1,n+1 ∈ K .

Dann ist xB = b eine Darstellung der von Q1, . . . , Qn erzeugten Hyperebene.
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Beweis: Für Q ∈ A bilden wir die Matrix

A(Q) =


%P (Q1) 1

...
...

%P (Qn) 1
%P (Q) 1

 ∈ Kn+1,n+1

mit %P (Q) = (x1, . . . , xn), xn+1 = 1. Die Entwicklung nach der (n+ 1)-ten Zeile
ergibt

detA(Q) =
n+1∑
i=1

xiA(Q)n+1,i.

Man beachte, daß die Koeffizienten A(Q)n+1,i = An+1,i unabhängig von Q sind
und daher – nach Festlegung von B und b –

detA(Q) =
n∑
i=1

xiAn+1,i − (−An+1,n+1) = xB − b.

Offensichtlich ist detA(Qi) = 0, i = 1, . . . , n, und somit

〈Q1, . . . , Qn〉 ⊂ {Q ∈ A | %P (Q)B = b}.

Es ist noch B 6= 0 zu zeigen, dann gilt Gleichheit aus Dimensionsgründen.
Aus B = 0 folgt für alle Q ∈ A

detA(Q) = −b = detA(Q1) = 0.

Nach Voraussetzung kann Q1, . . . , Qn aber durch ein Q0 zu einem Koordinaten-
system ergänzt werden, und dann gilt

detA(Q0) =


%P (Q1)− %P (Q0) 0

...
...

%P (Qn)− %P (Q0) 0
%P (Q0) 1

 6= 0,

da die %P (Qi)− %P (Q0) linear unabhängig sind. Also ist B 6= 0. 2

Beispiel
Im Q2-Standardraum seien die Punkte P = (p1, p2), Q = (q1, q2) gegeben. Nach
obigen Ausführungen bilden wir

A =

 p1 p2 1
q1 q2 1
0 0 1

 , B =
(
p2 − q2
p1 − q1

)
, b = p2q1 − p1q2.
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Als Gleichung für die Hyperebene (Gerade) durch P und Q erhalten wir

(x1, x2)
(
p2 − q2
−p1 + q1

)
= p2q1 − p1q2,

und äquivalent dazu die bekannte Form

x2 − p2

x1 − p1

=
q2 − p2

q1 − p1

.

35.17 Aufgaben

(1) Im affinen Standardraum V = IR4 seien die folgenden affinen Unterräume
gegeben:

A1 := 〈(−1, 2,−3, 4)〉 ,
A2 := 〈(0, 1, 2, 3), (2, 5, 7, 3)〉 ,
A3 := 〈(1, 2, 3, 0), (1, 2, 0, 1), (0, 1, 7, 2)〉

Prüfen Sie für i, j ∈ {1, 2, 3}, ob Ai und Aj zueinander parallel, teilweise parallel,
punktfremd oder windschief sind.

(2) Im affinen Standardraum IR3 sei folgendes Koordinatensystem gegeben:
P0 = (0, 0, 0), P1 = (1, 1, 0), P2 = (1, 0, 1), P3 = (0, 1, 1).

(i) Berechnen Sie den Vektor u sowie die Matrix T (siehe §35), die die Koor-
dinatentransformation in das folgende Koordinatensystem bewirken:
Q0 = (1, 1, 1), Q1 = (2, 1, 3), Q2 = (0, 0, 0), Q3 = (2, 3, 2).

(ii) Geben Sie die zum Koordinatensystem (Q0, Q1, Q2, Q3) gehörenden Koor-
dinatendarstellungen der folgenden Punkte aus dem IR3 an:
A = (1, 5, 4), B = (0, 2,−1), C = (1, 4, 0).

(3) Der affine Standardraum IR3 sei mit dem kanonischen Koordinatensy-
stem ((0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) versehen. Auf welches Koordinatensy-
stem führt die durch

u := (2, 0, 1) und T :=

 1 3 4
2 0 1
2 7 9


gegebene Koordinatentransformation?

(4) Betrachten Sie die affinen Unterräume im affinen Standardraum IR4:

A1 := 〈(0, 1, 0,−1), (2, 3, 4, 5), (1,−1, 2,−1), (0, 0, 0,−2)〉
A2 := 〈(1,−3, 1,−3), (2,−4, 1,−2), (−1,−1, 1,−5)〉



35. Affine Abbildungen 275

(a) Berechnen Sie die Dimensionen von A1 und A2.

(b) Für A1 und A2 gebe man jeweils ein lineares Gleichungssystem an, für das
A1 bzw. A2 Lösungsmenge ist.

(c) Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung für den affinen Unterraum A1∩A2.
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36 Affine Quadriken

Sei (A, V, α) ein affiner Raum über einem Körper K.
Für eine affine Abbildung f : A→ K ist die Menge der Urbilder von 0 ∈ K

{P ∈ A | f(P ) = 0}

eine Hyperebene in A.
Im folgenden wollen wir uns mit der Urbildmenge von 0 bei quadratischen

Abbildungen befassen. Obwohl die quadratischen Abbildungen nicht unbedingt
in die lineare Algebra gehören, sind die damit verbundenen Fragestellungen doch
weitgehend mit linearen Methoden zu behandeln. Wir werden dabei auf die Theo-
rie der (symmetrischen) Bilinearformen auf Vektorräumen zurückgreifen.

36.1 Definition
Sei (A, V, α) ein affiner Raum. Eine Abbildung h : A → K nennen wir quadra-
tisch, wenn für jedes P0 ∈ A gilt:

h(P ) = h(P0) + β(
−−→
P0P ,

−−→
P0P ) + 2fP0(

−−→
P0P ), P ∈ A,

wobei β : V × V → K eine nicht-triviale, symmetrische Bilinearform und fP0 :
V → K eine Linearform ist.

Wir werden gleich zeigen, daß die zugehörige Bilinearform β unabhängig vom
Ausgangspunkt P0 ist, während die Linearform fP0 von der Wahl von P0 abhängt.

36.2 Abhängigkeit vom Ausgangspunkt
Seien (A, V, α) ein endlich-dimensionaler affiner Raum und h : A → K eine
quadratische Abbildung. Dann gilt für P0, Q0 ∈ A:

(1) h(P ) = β(
−−→
P0P ,

−−→
P0P ) + 2fP0(

−−→
P0P ) + h(P0)

= β(
−−→
Q0P ,

−−→
Q0P ) + 2fQ0(

−−→
Q0P ) + h(Q0)

mit fP0 − fQ0 = β(
−−−→
Q0P0,−)

h(P0)− h(Q0) = β(
−−−→
P0Q0,

−−−→
P0Q0) + 2fQ0(

−−−→
P0Q0)

(2) Ist fQ0 = β(
−−→
Q0X,−) für ein X ∈ A, dann kann man P0 ∈ A so wählen,

daß fP0 = 0, d.h.

h(P ) = β(
−−−→
P0Q0,

−−−→
P0Q0) + h(P0).

Dies gilt zum Beispiel, wenn β nicht-singulär ist.

(3) Ist die Voraussetzung von (2) nicht erfüllt, dann kann man P0 ∈ A so
wählen, daß h(P0) = 0, also

h(P ) = β(
−−→
P0P ,

−−→
P0P ) + 2fP0(

−−→
P0P ).
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Beweis: (1) Mit
−−→
Q0P =

−−→
P0P +

−−−→
Q0P0 erhalten wir

β(
−−→
Q0P ,

−−→
Q0P ) = β(

−−→
P0P +

−−−→
Q0P0,

−−→
P0P +

−−−→
Q0P0)

= β(
−−→
P0P ,

−−→
P0P ) + 2β(

−−→
P0P ,

−−−→
Q0P0) + β(

−−−→
Q0P0,

−−−→
Q0P0),

2fQ0(
−−→
Q0P ) = 2fQ0(

−−→
P0P ) + 2fQ0(

−−−→
Q0P0),

h(Q0) = h(P0)− β(
−−−→
Q0P0,

−−−→
Q0P0)− 2fQ0(

−−−→
Q0P0).

Somit erhalten wir durch Einsetzen

h(P ) = β(
−−→
Q0P ,

−−→
Q0P ) + 2fQ0(

−−→
Q0P ) + h(Q0)

= β(
−−→
P0P ,

−−→
P0P ) + 2β(

−−→
P0P ,

−−−→
Q0P0) + β(

−−−→
Q0P0,

−−−→
Q0P0)

+ 2fQ0(
−−−→
Q0P0) + 2fQ0(

−−→
P0P ) + h(P0)− 2fQ0(

−−−→
Q0P0)

− β(
−−−→
Q0P0,

−−−→
Q0P0).

(2) Wähle P0 ∈ A so, daß fQ0 = −β(−,−−−→Q0P0). Dann haben wir

h(P ) = β(
−−→
P0P ,

−−→
P0P ) + 2β(

−−→
P0P ,

−−−→
Q0P0) + 2fQ0(

−−→
P0P ) + h(P0)

= β(
−−→
P0P ,

−−→
P0P ) + h(P0).

(3) Sei nun fQ0 6= β(
−−→
Q0X,−) für alle X ∈ A.

Dann gibt es ein

P1 ∈ A mit β(
−−−→
Q0P1,−) = 0 und fQ0(

−−−→
Q0P1) 6= 0.

Setzen wir P0 = Q0 + δ
−−−→
Q0P1 mit δ =

−h(Q0)

2fQ0(
−−−→
Q0P1)

, so ergibt sich

h(P0) = h(Q0) + β(
−−−→
Q0P0,

−−−→
Q0P0) + 2fQ0(

−−−→
Q0P0)

= h(Q0) + δ2β(
−−−→
Q0P1,

−−−→
Q0P1)︸ ︷︷ ︸

=0

+2
−h(Q0)

2fQ0(
−−−→
Q0P1)

· fQ0(
−−−→
Q0P1) = 0.

2

Für Berechnungen zu quadratischen Abbildungen sind natürlich wiederum
Koordinatendarstellungen vorteilhaft:

36.3 Die Koordinatenform
Sei (A, V, α) ein n-dimensionaler affiner Raum mit dem Koordinatensystem
(P0, . . . , Pn).

Ist h : A→ K eine quadratische Abbildung und X = P0 +
n∑
i=1

xi
−−→
P0Pi, so gilt

h(X) = h(P0) +
n∑

i,j=1

xi βijxj + 2
n∑
i=1

xiγi,
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mit βij = β(
−−→
P0Pi,

−−→
P0Pj) und γi = fP0(

−−→
P0Pi).

Setzt man x = (x1, . . . , xn), B = (βij) und C = (γ1, . . . , γn)
t, so kann man

dies schreiben als

h(X) = h(P0) + xBxt + 2xC.

Man nennt dies die Koordinatenform der quadratischen Abbildung.

Durch geeignete Transformationen konnten die Matrizen von symmetrischen
Bilinearformen auf Diagonalform gebracht werden. Mit einem geschickt gewähl-
ten Koordinatensystem im affinen Raum A können wir auch die Koordinatenform
von quadratischen Abbildungen standardisieren.

36.4 Hauptsatz über quadratische Abbildungen
Seien (A, V, α) eine affiner Raum über K, CharK 6= 2 und h : A → K eine
quadratische Abbildung. Dann gibt es ein Koordinatensystem P0, . . . , Pn in A, so
daß h die folgende Koordinatenform hat:

(1) Ist für ein Q ∈ A fQ = β(
−−→
QP0,−) für ein geeignetes P0 ∈ A, so gilt

h(X) =
r∑
i=1

bix
2
i + c, 0 6= bi, c ∈ K für i = 1, . . . , r ≤ n.

(2) Andernfalls können wir ein Koordinatensystem so wählen, daß

h(X) =
r∑
i=1

bix
2
i − 2xn, 0 6= bi ∈ K für i = 1, . . . , r < n.

Dabei ist r der Rang der symmetrischen Bilinearform β.

Falls K = IR, so kann bi = 1 für 1 ≤ i ≤ p und bi = −1 für p < i ≤ r gewählt
werden.

Für K = C kann bi = 1 für 1 ≤ i ≤ r erreicht werden.

Beweis: (1) Wie wir in 36.2 gesehen haben, fällt bei der vorgeschlagenen Wahl
von P0 ∈ A das lineare Glied in der Darstellung von h weg.

Nach Satz 27.10 können wir eine Orthogonalbasis von V bezüglich β finden
(d.h. β(vi, vj) = biδij). Damit haben h und β die angegebene Koordinatenform.

(2) Zunächst wählen wir P0 wie in 36.2(3) so, daß h(P0) = 0. Da für alle
X ∈ A gilt fP0 6= β(

−−→
P0X,−), gibt es ein

dn ∈ V mit β(dn,−) = 0 und fP0(dn) = −1.
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Wähle nun eine Basis dr+1, . . . , dn von Kern β` : V → V ∗, v 7→ β(v,−) (also
β(di,−) = 0) mit fP0 = 0 für r < i < n. Diese Elemente ergänzen wir mit
d′1, . . . , d

′
r zu einer Orthogonalbasis von V bezüglich β. Setzen wir dann

di = d′i + fP0(d
′
i)dn für i = 1, . . . , r,

so gilt fP0(di) = 0 für i = 1, . . . , n − 1, und als lineares Glied bleibt in der
Koordinatenform von h nur −2xn übrig.

In 29.1 hatten wir uns überlegt, daß über IR die bi zu ±1 normiert werden
können. Über C kann man sogar bi = 1 erreichen (vgl. 29.2). 2

Beispiel
Betrachte die quadratische Abbildung

h : Q2 → Q, (x, y) 7→ x2 − 19y2 + 6x− 38y + 15
= (x+ 3)2 − 19(y + 1)2 + 25.

Betrachten wir diese Zuordnung über den Körpern Q, IR und C:

Über Q setzen wir x′ = x+ 3, y′ = y + 1 und erhalten

h(x′, y′) = x′2 − 19y′2 + 25;

über IR können wir x′′ = x′, y′′ =
√

19 y′ setzen und

h(x′′, y′′) = x′′2 − y′′2 − 13,

über C ist x′′′ = x′, y′′′ =
√

19 iy′ möglich und

h(x′′′, y′′′) = x′′′2 + y′′′2 + 25.

36.5 Definition
Sei (A, V, α) ein affiner Raum. Unter einer affinen Quadrik in A wollen wir die
Nullstellenmenge einer quadratischen Abbildung h : A→ K verstehen, also

{Q ∈ A | h(Q) = 0}.

Anmerkung: Für jedes a ∈ K ist auch

h : A→ K, h(P ) = h(P )− a,

eine quadratische Abbildung. Die zugehörige Quadrik ist dann

{Q ∈ A | h(Q) = 0} = {Q ∈ A | h(Q) = a}.
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Zur Unterscheidung verschiedener Quadriken können wir diese zunächst in
eine Normalform bringen. Die dabei angegebenen Bezeichnungen orientieren sich
an der Realisierung der jeweiligen Punktmengen im Q3 bzw. IR3:

36.6 Normalformen affiner Quadriken
Seien (A, V, α) ein affiner Raum über einem Körper K, P0 ∈ A und h : A→ K
eine quadratische Abbildung mit

h(P ) = h(P0) + fP0(
−−→
P0P ) + β(

−−→
P0P ,

−−→
P0P ).

Dann gibt es ein Koordinatensystem (P0, . . . , Pn) von A, so daß für Q ∈ A mit
h(Q) = 0 die Koordinaten %P (Q) = (x1, . . . , xn) durch folgende Gleichungen
beschrieben werden (mit 0 < r = RangB):

(1)
r∑
i=1

bix
2
i = 0, bi 6= 0 Quadratischer Kegel

(2)
r∑
i=1

bix
2
i = 1, bi 6= 0 Echte Mittelpunktsquadrik

(3)
r∑
i=1

bix
2
i − 2xn = 0, r < n Paraboloid

Über K = IR kann man erreichen:

(1)
p∑
i=1

x2
i −

r∑
i=p+1

x2
i = 0, Quadratischer Kegel

(2)
p∑
i=1

x2
i −

r∑
i=p+1

x2
i = 1, Echte Mittelpunktsquadrik

(3)
p∑
i=1

x2
i −

r∑
i=p+1

x2
i − 2xn = 0, Paraboloid.

Über K = C erhalten wir:

(1)
r∑
i=1

x2
i = 0, r ≤ n

(2)
r∑
i=1

x2
i = 1, r ≤ n

(3)
r∑
i=1

x2
i − 2xn = 0, r < n.

Beweis: Die angegebenen Darstellungen können unmittelbar aus 36.4 abgeleitet
werden. 2

36.7 Definition
Seien (A1, V1, α1), (A2, V2, α2) isomorphe affine Räume über dem Körper K.

Zwei Punktmengen M1 ⊂ A1 und M2 ⊂ A2 heißen affin äquivalent, wenn es
einen affinen Isomorphismus f : A1 → A2 mit f(M1) = M2 gibt.

Es ist leicht einzusehen, daß zwei affine Unterräume M1 ⊂ A1, M2 ⊂ A2

genau dann affin äquivalent sind, wenn sie gleiche Dimension haben.
Es stellt sich die Frage, welche Quadriken affin äquivalent sind. Lassen wir

ausgeartete Fälle beiseite, so können wir aus den vorangehenden Ausführungen
für reelle Räume folgendes feststellen:
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36.8 Klassifikation affiner Quadriken
Im n-dimensionalen reellen affinen Raum A seien zwei Quadriken M1,M2 ⊂ A
gegeben, von denen keine in einer Hyperebene von A enthalten ist.

M1 und M2 sind genau dann affin äquivalent, wenn sie (bzgl. entsprechender
Koordinatensysteme) dieselben Normalformen besitzen.

Als Beispiele geben wir die Möglichkeiten in der reellen Ebene und im reellen
Raum an:

Quadriken in IR2:

(1) r = 2 : x2 + y2 = 0 ein Punkt
x2 − y2 = 0 zwei sich schneidende Geraden

r = 1 : x2 = 0 (doppelt zählende) Gerade

(2) r = 2 : x2 + y2 = 1 Kreis
x2 − y2 = 1 Hyperbel

−x2 − y2 = 1 ∅
r = 1 : x2 = 1 2 parallele Geraden

−x2 = 1 ∅

(3) x2 − 2y = 0 Parabel.

Quadriken in IR3:

(1) x2 + y2 − z2 = 0 Kegel
x2 − y2 = 0 2 sich schneidende Ebenen

x2 = 0 Doppelebene

(2) x2 + y2 + z2 = 1 Sphäre
x2 + y2 − z2 = 1 einschaliger Hyperboloid
x2 − y2 − z2 = 1 zweischaliger Hyperboloid

x2 + y2 = 1 Kreiszylinder
x2 − y2 = 1 Hyperbelzylinder

x2 = 1 2 parallele Ebenen

(3) x2 + y2 − 2z = 0 elliptischer Paraboloid
x2 − y2 − 2z = 0 hyperbolischer Paraboloid

x2 − 2z = 0 Parabelzylinder
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37 Euklidische Räume

In den bisher betrachteten affinen Räumen hatten wir weder Längen noch Win-
kel zur Verfügung. Wie schon an den entsprechenden Stellen angedeutet, kann
man solche Größen mit Hilfe des Skalarprodukts erfassen. Dies werden wir im
folgenden tun.

37.1 Definition
Ein affiner Raum (A, V, α) über IR (bzw. C) heißt euklidisch (bzw. unitär), wenn
auf V ein Skalarprodukt β definiert ist.

Beispiele

(1) Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, so ist der affine Standardraum
über V euklidisch (bzw. unitär).

(2) Insbesondere ist für jedes n ∈ IN der Standardraum IRn (bzw. Cn) mit dem
kanonischen Skalarprodukt ein euklidischer (bzw. unitärer) affiner Raum.

In solchen Räumen können wir weitere geometrische Begriffe einführen:

37.2 Definition
Seien (A, V, α) ein euklidischer affiner Raum mit Skalarprodukt β : V ×V → IR.
Für Punkte P,Q,R ∈ A betrachten wir

(i) die Strecke von P nach Q

PQ = {P + λ
−→
PQ | λ ∈ IR, 0 ≤ λ ≤ 1},

(ii) den Abstand von P und Q (die Länge von PQ)

d(P,Q) = |P,Q| =
√
β(
−→
PQ,

−→
PQ),

(iii) die Halbgerade durch Q mit Anfangspunkt P (falls P 6= Q)

7−−
PQ = {P + λ

−→
PQ | λ ∈ IR, λ > 0},

(iv) den durch Q,P,R gegebenen Winkel (falls P 6= Q, P 6= R; vgl. 29.15)

<) QPR = <) (
−→
PQ,

−→
PR) = arccos

β(
−→
PQ,

−→
PR)∥∥∥−→PQ∥∥∥ ∥∥∥−→PR∥∥∥ .

P heißt der Scheitelpunkt dieses Winkels, und die Halbgeraden
7−−
PQ und7−−

PR bezeichnet man als seine Schenkel (oder Halbachsen).
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(v) den Winkelraum des Winkels <) QPR

< QPR = {P + λ
−→
PQ+ µ

−→
PR | 0 ≤ λ, µ ∈ IR}

Der Nachweis folgender Zusammenhänge ist eine leichte Übung:

37.3 Eigenschaften
Für Punkte P , Q und R im euklidischen Raum (A, V, α) gilt:

(i) PQ = QP .

(ii) PQ =
7−−
PQ ∩

7−−
QP .

(iii)
7−−
PQ =

7−−
PR genau dann, wenn R ∈

7−−
PQ.

(iv) Mit |−,−| : A× A→ IR wird A zu einem metrischen Raum, denn:
|P,Q| ≥ 0, und |P,Q| = 0 genau dann, wenn P = Q.
|P,Q| = |Q,P |
|P,R| ≤ |P,Q|+ |Q,R| (Dreiecksungleichung),
Gleichheit gilt genau dann, wenn Q ∈ PR.

Wir wollen nun zeigen, daß die Berechnung des Skalarprodukts zweier Ver-
bindungsvektoren auf eine Längenberechnung zurückgeführt werden kann (vgl.
29.16).

37.4 Berechnung des Skalarprodukts

Für Punkte P , Q, R und S in einem
euklidischen Raum (A, V, α) gilt

2β(
−→
PQ,

−→
RS) = |P, S|2 + |Q,R|2

− |P,R|2 − |Q,S|2 .

�
�

�
�

�
�

PPPPPPPPP

B
B
B
B
B
B
B
B
B

@
@

@
@

@
@

�
�

�
P Q

R

S

−→
PQ

−→
RS

Beweis: Aus
−→
PR =

−→
PQ+

−→
QR erhalten wir zunächst

β(
−→
PR,

−→
PR) = β(

−→
PQ,

−→
PQ) + 2β(

−→
PQ,

−→
QR) + β(

−→
QR,

−→
QR)

und bekommen durch Umformen

2β(
−→
QP,

−→
QR) = |P,Q|2 + |Q,R|2 − |P,R|2 vgl. (29.16).

Ersetzt man R durch S, so haben wir analog

2β(
−→
QP,

−→
QS) = |P,Q|2 + |Q,S|2 − |P, S|2 .
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Damit folgern wir nun

2β(
−→
PQ,

−→
RS) = 2β(

−→
PQ,

−→
RQ+

−→
QS)

= 2β(
−→
PQ,

−→
RQ) + 2β(

−→
PQ,

−→
QS)

= 2β(
−→
QP,

−→
QR)− 2β(

−→
QP,

−→
QS)

= |Q,R|2 − |Q,S|2 − |P,R|2 + |P, S|2 .

2

Von Abbildungen zwischen euklidischen Räumen erwarten wir, daß sie neben
der affinen Struktur auch das Skalarprodukt berücksichtigen:

37.5 Definition
Seien (A1, V1, α1) und (A2, V2, α2) endlich-dimensionale euklidische Räume.
Eine affine Abbildung f : A1 → A2 heißt ein euklidischer Morphismus, wenn
fV : V1 → V2 eine Isometrie ist, d.h. für alle v, w ∈ V1 gilt

β1(v, w) = β2

(
fV (v), fV (w)

)
.

Als unmittelbare Folgerung aus den Eigenschaften von Isometrien euklidi-
scher Vektorräume halten wir fest (vgl. 30.1):

37.6 Eigenschaften
Für einen euklidischen Morphismus f : A1 → A2 gilt:

(i) |P,Q| = |f(P ), f(Q)| für alle P,Q ∈ A1 (f ist längentreu).

(ii) <) QPR = <) f(Q)f(P )f(R) für alle R 6= P 6= Q ∈ A (f ist winkeltreu).

(iii) f ist injektiv.

(iv) Jeder euklidische Morphismus A → A ist ein euklidischer Isomorphismus
(Bewegung).

Zum Beispiel ist jede Translation A→ A eine Bewegung.
Bemerkenswert ist, daß jede längentreue Abbildung euklidischer affiner

Räume schon ein euklidischer Morphismus ist:

37.7 Kennzeichnung von euklidischen Morphismen
Für eine Abbildung f : A1 → A2 euklidischer Räume sind äquivalent:

(a) f ist ein euklidischer Morphismus;

(b) für jedes Paar P,Q ∈ A1 gilt |P,Q| = |f(P ), f(Q)|.
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Beweis: (a)⇒(b) haben wir schon in 37.5 festgestellt.

(b)⇒(c) Sei f : A1 → A2 eine längentreue Abbildung. Dann gilt nach 37.3
für alle Punkte P,Q, P ′, Q′ ∈ A

2β2

(−−−−−−→
f(P )f(Q),

−−−−−−−→
f(P ′)f(Q′)

)
= 2β1(

−→
PQ,

−−→
P ′Q′).

Sei nun
−→
PQ = r

−−→
P ′Q′ für r ∈ IR. Dann folgt aus obiger Gleichung

‖−−−−−−→f(P )f(Q)− r
−−−−−−−→
f(P ′)f(Q′)‖2

= ‖−−−−−−→f(P )f(Q)‖2 − 2rβ
(−−−−−−→
f(P )f(Q),

−−−−−−−→
f(P ′)f(Q′)

)
+ r2 ‖

−−−−−−−→
f(P ′)f(Q′)‖2

= ‖−→PQ‖2 − 2rβ(
−→
PQ,

−−→
P ′Q′) + r2 ‖

−−→
P ′Q′‖2

= ‖−→PQ− r
−−→
P ′Q′‖2 = 0,

also für alle P,Q, P ′, Q′ ∈ A
−−−−−−→
f(P )f(Q) = r

−−−−−−−→
f(P ′)f(Q′).

Nach 35.6 ist f damit eine affine Abbildung. Aus dem oben Gezeigten sieht man
auch, daß fV eine Isometrie ist. 2

37.8 Definition
Sei (A, V, α) ein n-dimensionaler euklidischer Raum.
Ein Koordinatensystem (P0, . . . , Pn) nennt man kartesisch, wenn die Koordina-
tenvektoren {−−→P0Pi | i = 1, . . . , n} eine Orthonormalbasis von V bilden.

Kartesische Koordinatensysteme sind somit durch folgende Bedingungen ge-
kennzeichnet:

|P0, Pi| = 1 für i = 1, . . . , n und

β(
−−→
P0Pi,

−−→
P0Pj) = 0 für i 6= j .

In jedem euklidischen Raum gibt es ein kartesisches Koordinatensystem.
(Beweis: Ausgehen von einer Orthonormalbasis von V .)

Beispiel
Im euklidischen Standardraum IRn ist (0, e1, . . . , en) ein kartesisches Koordina-
tensystem.

Wir überlegen uns, daß jeder euklidische Raum zu einem solchen Raum eu-
klidisch isomorph ist:
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37.9 Koordinatendarstellung euklidischer Räume
Sei (A, V, α) ein n-dimensionaler euklidischer Raum mit einem kartesischen Ko-
ordinatensystem (P0, . . . , Pn). Dann gilt:

(1) %P : A→ V → IRn, Pi 7→
−−→
P0Pi 7→ ei, ist ein euklidischer Isomorphismus.

(2) Für alle P,Q ∈ A gilt |P,Q| = ‖%P (P )− %P (Q)‖.

(3) Für alle P,Q,R ∈ A mit R 6= P 6= Q gilt

<) QPR = <)
(
%P (Q)− %P (P ), %P (R)− %P (P )

)
.

Beweis: (1) Wir haben schon gesehen, daß %P ein affiner Isomorphismus ist.
Somit bleibt nur noch zu zeigen, daß

(%P )V : V → Kn,
−−→
P0Pi 7→ ei,

eine Isometrie ist.

Nach Definition führt (%P )V eine Orthonormalbasis in eine Orthonormalbasis
über. Wie in §30 gezeigt, sind solche Homomorphismen isometrisch.

(2) und (3) folgen nun aus (1) und den Eigenschaften von euklidischen Iso-
morphismen (vgl. 37.6). 2

37.10 Kartesische Koordinaten und euklidische Isomorphismen
Sei (A, V, α) ein n-dimensionaler euklidischer Raum und (P0, . . . , Pn) ein karte-
sisches Koordinatensystem.

(1) Ist (Q1, . . . , Qn) ebenfalls ein kartesisches Koordinatensystem von A und
(u, T ), u ∈ IRn, T ∈ IR(n,n), die Koordinatentransformation, die Pi in Qi

überführt, i = 0, . . . , n, dann ist T eine orthogonale Matrix, d.h. TT t = E.

(2) Ist T eine orthogonale (n, n)-Matrix und u ∈ IRn, dann führt die durch
(u, T ) bestimmte Koordinatentransformation (P0, . . . , Pn) wieder in ein
kartesisches Koordinatensystem über.

Beweis: Dies folgt aus der Tatsache, daß die Transformationsmatrizen von Iso-
metrien von Vektorräumen bezüglich Orthonormalbasen gerade die orthogonalen
Matrizen sind (vgl. 30.3). 2

37.11 Definition
(A1, V1, α1) und (A2, V2, α2) seien isomorphe euklidische Räume.

Zwei Punktmengen M1 ⊂ A1 und M2 ⊂ A2 heißen euklidisch äquivalent,
wenn es einen euklidischen Isomorphismus f : A1 → A2 mit f(M1) = M2 gibt.
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Bei der euklidischen Klassifikation von Quadriken fragt man, welche Qua-
driken durch einen euklidischen Isomorphismus ineinander übergeführt werden
können. Es ist klar, daß dabei eine Ellipse mit verschiedenen Achsen nicht zu
einem Kreis werden kann (wie das bei affinen Abbildungen der Fall sein kann).
So können etwa in der euklidischen Normalform einer Quadrik nicht mehr (wie
in 36.6) die Koeffizienten zu ±1 normiert werden.

Wir wollen uns damit begnügen, die in der reellen Ebene und im reellen Raum
auftretenden Fälle aufzulisten. Dabei bezeichnet r wiederum den Rang der zur
Quadrik gehörigen Matrix.

Euklidische Klassifikation der Quadriken im IR2

r = 2 : x2 + βy2 = 0, β > 0, Punkt
x2 − βy2 = 0, β > 0, zwei sich schneidende Geraden

r = 1 : x2 = 0 Doppelgerade

αx2 + βy2 = 1, α ≥ β > 0, Ellipse
αx2 − βy2 = 1, α, β > 0, Hyperbel

−αx2 − βy2 = 1, α ≥ β > 0, ∅
αx2 = 1, α > 0, zwei parallele Geraden

−αx2 = 1, α > 0, ∅

αx2 − 2y = 0 α > 0, Parabel.

Euklidische Klassifikation der Quadriken im IR3

x2 + βy2 − γz2 = 0, 1 ≥ β ≥ 0, γ > 0, elliptischer Kegel
x2 − βy2 = 0, β > 0, zwei sich schneidende Ebenen

αx2 + βy2 − γz2 = 1, α ≥ β > 0, γ > 0, einschaliger Hyperboloid
αx2 − βy2 − γz2 = 1, α > 0, β ≥ γ > 0, zweischaliger Hyperboloid
αx2 + βy2 + γz2 = 1, α ≥ β ≥ γ > 0, Ellipsoid

αx2 + βy2 = 1, α ≥ β > 0, elliptischer Zylinder
αx2 − βy2 = 1, α, β > 0, hyperbolischer Zylinder

αx2 = 1 zwei parallele Ebenen
αx2 + βy2 = 2z, α ≥ β > 0, elliptischer Paraboloid
αx2 − βy2 = 2z, α, β > 0 hyperbolischer Paraboloid
αx2 = 2z, y = c Parabelzylinder
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38 Axiomatische Geometrie

Die Geometrie war wohl die erste mathematische Disziplin, die einen axiomati-
schen Aufbau erfuhr. Bekannt ist das Werk Elemente des griechischen Mathe-
matikers Euklid, in denen ein erstes Axiomensystem für die Ebene angegeben
wurde. Dabei spielte zunächst immer noch etwas die Anschauung mit. Im Laufe
der Zeit wurde daran verbessert und ergänzt, und schließlich gab David Hilbert
ein logisch einwandfreies Axiomensystem für die euklidische Geometrie.

Man kann verschiedene Axiome wählen und dennoch zur gleichen Geometrie
kommen. Eine Möglichkeit ist etwa folgendes

38.1 Axiomensystem einer affinen Inzidenzebene (A, G, ε)
Gegeben seien zwei Mengen A (Punkte) und G (Geraden) und eine Relation ε

zwischen A und G (= Teilmenge von A×G).
Gilt P ε g, so sagt man, P inzidiert mit g, oder P liegt auf g.
Man sagt zwei Geraden g und h sind parallel (und schreibt g‖h), wenn g = h

oder g und h keinen gemeinsamen Punkt haben.

Inzidenzaxiome

(I) Zu je zwei Punkten P,Q ∈ A gibt es genau eine Gerade g ∈ G mit P ε g
und Q ε g.

(II) Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P gibt es genau eine Gerade h mit
P ε h und g‖h.

(III) Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Axiom (II) nennt man das Parallelenaxiom. Mit Axiom (III) will man ganz
triviale Fälle ausschließen.

Als erste Beobachtungen aus den Axiomen halten wir fest:

38.2 Folgerungen

(1) Zwei nicht parallele Geraden haben genau einen Schnittpunkt.

(2) Die Parallelität ist eine Äquivalenzrelation.

(3) Schneidet eine Gerade g eine Gerade h, so schneidet g auch jede Parallele
h′ zu h.

(4) Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.

Beweis: (1) Nach Voraussetzung gilt g 6= h, und es gilt P ε g und P ε h. Ange-
nommen, es gäbe ein Q mit Q ε g, Q ε h und Q 6= P , dann ist nach (I) g = h
(eindeutig durch P und Q bestimmt).
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(3) Nach Voraussetzung ist g nicht parallel zu h. Wäre g‖h′, so folgte mit
h′‖h nach (2) auch g‖h. Dies ist ein Widerspruch.

(2) und (4) sind ohne weiteres einzusehen. 2

Natürlich ist die affine Ebene ein Beispiel, das mit den üblichen Begriffen
die obigen Axiome erfüllt. Es gibt aber auch Modelle, die ganz anders aussehen,
etwa so:

Minimales Modell einer affi-
nen Inzidenzebene
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Mit den angegebenen Axiomen erhalten wir noch keine sehr reichhaltige Geo-
metrie. So können daraus etwa der Satz von Desargues (34.3) und der Satz von
Pappus (34.4) nicht abgeleitet werden. Will man solche Zusammenhänge haben,
so muß man sie in geeigneter Form als Axiome extra verlangen.

Dabei ist die Forderung nach dem Satz von Desargues gleichbedeutend mit
der Forderung nach der Gültigkeit des Scherensatzes (vgl. [9], Theorem 45.A.10).
Die Hinzunahme des Satzes von Pappus würde die Gültigkeit des Satzes von
Desargues implizieren.

Hat man eine Inzidenzebene gegeben, so interessiert man sich für diejenigen
Abbildungen, welche grundlegende Eigenschaften berücksichtigen:

38.3 Definitionen
Sei (A,G, ε) eine Inzidenzebene.

Eine Bijektion f : A → A nennt man Kollineation, wenn sie Geraden auf
Geraden abbildet und inzidenzerhaltend ist.

Sei f eine Kollineation.
Eine Gerade g mit P ε g und f(P ) ε g heißt Spur von f .
f heißt Translation, wenn für alle g ∈ G gilt g‖f(g), und wenn entweder kein

Punkt oder alle Punkte fest bleiben.
f heißt Streckung, wenn für alle g ∈ G gilt g‖f(g) und f mindestens einen

Punkt fest läßt.

Wir geben einige Aussagen an, die sich mit diesen Begriffen verbinden:

38.4 Eigenschaften
Sei (A,G, ε) eine Inzidenzebene.
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Die Menge der Kollineationen bildet eine Untergruppe der Bijektionen von
A.

Kollineationen bilden parallele Geraden in parallele Geraden ab.

Die Spuren einer Translation sind parallel.

Zu zwei Punkten P und Q gibt es höchstens eine Translation P 7→ Q.

Gilt der Satz von Pappus, so ist die Gruppe der Streckungen mit Fixpunkt
0 abelsch.

Wir haben schon früher gesehen, daß in einem affinen Raum über einem
Körper K jede Gerade bijektiv auf K abgebildet werden kann. Das mag zunächst
als eine willkürliche Verbindung zwischen Körpern und Geometrie erschienen
sein. Dem ist aber nicht so. Wir können nämlich zeigen, daß sich in jeder Inzi-
denzebene auf den Geraden algebraische Operationen (Addition und Multiplika-
tion) definieren lassen. Bei genügend starken Voraussetzungen (Satz von Pappus)
ergibt sich für die Elemente einer Geraden sogar eine Körperstruktur.

Eine Möglichkeit zur Einführung von Addition und Multiplikation ist die

38.5 Hilbertsche Streckenrechnung (1899)
In einer Inzidenzebene wählen wir drei nicht kollineare Punkte 0, E, E ′ ∈ A und
setzen g = (0, E) und g′ = (0, E ′).

Wir bezeichnen (0, E) mit 1, (0, 0) mit 0, und für A ε g rechnen wir mit der
Strecke (0, A).

���
���

����

0•
E
•

A
•

E ′ •
A′ •

g

g′

Sind zwei Punkte A,B auf der unteren Geraden gegeben, so konstruieren wir
die Summe A+B auf folgende Weise:

Ziehe eine Parallele zur unteren Geraden durch E ′;

Ziehe eine Parallele zur oberen Geraden durch B;

durch den Schnittpunkt dieser beiden Geraden ziehe eine Gerade parallel
zu E ′A;

der Schnittpunkt dieser Geraden mit der unteren Gerade ergibt den
gewünschten Punkt A+B.
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Addition:

A
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Zur Multiplikation von A und B:

Ziehe Gerade durch B parallel zu EE ′;

durch Schnittpunkt mit OE ′ lege Parallele zu E ′A;

deren Schnittpunkt mit OE ergibt A ·B.

Multiplikation:
A
A
A
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Aus der Konstruktion können wir unmittelbar ablesen:

A+ 0 = A A+ (−A) = 0
A · 1 = A A · A−1 = 1
A · 0 = 0

Durch Hinzunahme weiterer Axiome zu den Inzidenzaxiomen erhalten wir weitere
Eigenschaften unserer Operationen, nämlich:

mit Desargues Assoziativität der Addition
Assoziativität der Multiplikation
Kommutativität der Addition
Distributivität .

In diesem Fall bilden die Elemente einer Geraden einen Schiefkörper.

mit Pappus Kommutativität der Multiplikation

Damit erhält man also einen Körper.

Durch Hinzunahme von weiteren Forderungen (Anordnungsaxiome, Stetig-
keitsaxiome), kann man erreichen, daß die reellen Zahlen Koordinatenkörper
werden.

Verlangt man als Axiom nicht den allgemeinen Satz von Desargues sondern
nur einen Spezialfall davon (den Satz vom vollständigen Vierseit), so spricht man
von einer Moufang-Ebene. In diesem Fall wird die Multiplikation von beliebigen
drei Elementen einer Geraden nicht mehr assoziativ. Allerdings ist jeder von zwei
Elementen erzeugte Unterring assoziativ, und jedes Element ungleich Null hat ein
Inverses bezüglich der Multiplikation. Man nennt dann K einen Alternativkörper.
Diese Untersuchungen gehen auf Ruth Moufang [10] zurück.
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Wir können (ebene) Geometrien (geometrische Räume) analytisch (als affine
Räume, vgl. §33) oder axiomatisch (synthetisch, als Inzidenzebene) einführen.
In beiden Fällen erhalten wir ein Koordinatensystem über einem (geeigneten)
Körper.

Die interessanten Abbildungen in der affinen Geometrie waren die Affinitäten,
in der axiomatischen Geometrie die Kollineationen. Wir wissen bereits, daß Af-
finitäten auch Kollineationen sind (vgl. 35.3). Auch für Semiaffinitäten läßt sich
dies leicht zeigen.

Andererseits wissen wir, daß Kollineationen parallele Geraden in parallele Ge-
raden überführen. Im allgemeinen muß das nicht bedeuten, daß sie auch (Semi-)
Affinitäten sind. Es gilt jedoch:

38.6 Hauptsatz der affinen Geometrie
Seien K ein Körper mit mindestens drei Elementen und A eine affine Ebene.
Dann gibt es zu jeder Kollineation f : A → A einen Körperautomorphismus ϕ
von K, so daß f eine Semiaffinität (bzgl. ϕ) ist.

Für den Körper der reellen (oder rationalen) Zahlen ist die Identität der
einzige Automorphismus. Also gilt:

In der reellen affinen Ebene ist jede Kollineation eine Affinität.

Eine genauere Ausführung dieser Zusammenhänge findet man etwa in Artzy
[2] oder Klingenberg [9].
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