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Vorwort

Die Lineare Algebra ist fiir alle Gebiete der Mathematik von grofler Bedeu-
tung. Sie steht daher aus gutem Grund mit am Anfang jeder Ausbildung in
Mathematik. An dieser Stelle féllt es ihr aber auch zu, die Studierenden mit
Uberlegungen zu den Grundlagen der Mathematik vertraut zu machen. Dazu
erscheint es mir unerlafllich, sich etwas mit den Grundideen der Mengenlehre zu
befassen.

Zentraler Gegenstand der Untersuchungen in der Linearen Algebra sind
die Moduln (lineare Rdume) iiber Ringen. Moduln iiber Korpern werden Vek-
torrdume genannt. Die verbreitete Gepflogenheit, die Einfiihrung in die Lineare
Algebra auf die Behandlung von Vektorrdumen zu beschrénken, halte ich weder
sachlich noch didaktisch fiir vorteilhaft. Das bei Bedarf dann nachgeschobene
Argument, dafl einige der Sétze iiber Vektorrdume auch fiir Moduln iiber Ringen
gelten wiirden, ist irritierend und insbesondere fiir Anfianger eine Zumutung.

Der Anwendungsbereich der zu entwickelnden Theorie ist so weit (z.B. Bio-
logie, Wirtschaft, Informatik), dafi eine zu starke Ausrichtung der Grundlagen
auf geometrische Vorstellbarkeit hin fiir das Verstdndnis der Allgemeinheit der
Begriffe durchaus hinderlich sein kann. Als zusdtzliche Quelle fiir Beispiele ist die
Geometrie der Ebene und des Raumes jedoch gelegentlich hilfreich.

In der vorliegenden Einfithrung werden am Anfang die Grundlagen der Men-
genlehre vorgestellt und darauf aufbauend die algebraischen Strukturen einge-
fithrt. Moduln und Matrizenrechnung werden zunéchst iiber beliebigen Ringen
betrachtet. Zielsetzung bleibt dabei allerdings die Darstellung der allgemeinen
Grundlagen und Zusammenhinge. Der Versuchung, auf dieser Basis Modultheorie
im eigentlichen Sinne zu betreiben (z.B. die Erforschung der Beziehung zwischen
Eigenschaften eines Ringes und seiner Moduln), wird nicht nachgegeben.

Das Fundament, das gelegt wird, soll solide genug sein, um auch bei spéterer
Anwendung als verlédflliche Bezugsquelle zu dienen.

Ich mochte allen, die an der Fertigstellung dieses Buches mitgewirkt haben,
ganz herzlich dafiir danken.

Diisseldorf, im Juli 1994

Robert Wisbauer



Vorbetrachtung

Aufgabe und Ziel dieses Kurses ist es, eine Einfiihrung in die mathematische
Denk- und Arbeitsweise zu geben und zugleich mit den Methoden der linearen
Algebra vertraut zu machen.

Dabei soll der Aufbau einer mathematischen Theorie auch exemplarisch geiibt
werden. Das dabei zu errichtende Begriffsgebdude, ndmlich die lineare Algebra,
wird sich als &uferst niitzlich in vielen Teilen der Mathematik und deren Anwen-
dungen erweisen. Deshalb wird das Fundament in der spéater notigen Allgemein-
heit gelegt.

Diese Zielsetzung ist nicht ganz problemlos. Eine (zu) grofie Allgemeinheit
und Abstraktheit macht Anfangern erfahrungsgemaf Schwierigkeiten. Anderer-
seits hat die iiberméflige Fixierung auf ein Beispiel auch ihre Tiicken. Die Be-
sonderheiten des speziellen Falles konnen den Blick von der Allgemeingiiltigkeit
eines Konzepts ablenken.

Im folgenden wird dem dadurch Rechnung getragen, daf§ die Grundbegriffe
abstrakt formuliert und dann an mehreren Beispielen veranschaulicht werden.

Um eine gewisse Vorstellung von dem zu geben, was spiter gemacht wird,
betrachten wir einige algebraische Strukturen, die allen gut bekannt sind. Dies
gibt uns Gelegenheit, gleich einige Notationen festzulegen:

IN  die natiirlichen Zahlen {0,1,2,3,...}

Z  die ganzen Zahlen {0,+1,£2, ...}

Q die rationalen Zahlen {¢ | a,b € Z,b # 0}
IR die reellen Zahlen

C die komplexen Zahlen

In IN haben wir zum Beispiel die Verkniipfungen + und -, das sind Abbil-
dungen
+:INxIN— N, (a,b)—a+b,
-:INxIN — IN, (a,b)—a-b,

mit den GesetzméBigkeiten (fir alle a, b, ¢ € IN):
(a+b)+c = a+ (b+c) Assoziativgesetze
(@-b)-¢c = a-(b-c)
a+b = b+a Kommutativgesetze
a-b = b-a

Im Zusammenwirken der beiden Verkniipfungen gilt:

a-(b+c¢) = a-b+a-c Distributivgesetze
(a+b)-c = a-c+b-c

vi
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Beziiglich Multiplikation und Addition gibt es jeweils ein Element, das die
anderen Elemente nicht verdndert:

1-a=a neutrales Element (bzgl. -)
0+ a = a neutrales Element (bzgl. +)

In Z koénnen wir zu jedem a € Z ein Element b finden mit
a+b=0 inverses Element bzgl. + .
In @ gibt es zu jedem Element a # 0 ein b mit
a-b=1 inverses Element bzgl. - .

Diese Eigenschaften haben auch IR und C. Man beachte, dafl bei den oben
herausgestellten Beziehungen z.B. die Anordnung der Elemente der betrachteten
Mengen keine Rolle spielt. Die Unterschiede zwischen @ und IR bzw. C bezichen
sich nicht auf die bisher erwdhnten Gesetzmiéfigkeiten, sondern sind anderer Art.
So ist etwa in IR die Gleichung 2% = a fiir @ € IR mit a > 0 16sbar. In C ist dies
sogar fiir beliebige a € C der Fall.

Als weitere Besonderheit sei auf das Zusammenwirken von verschiedenen Be-
reichen hingewiesen. Wenn man zum Beispiel die Elemente aus @ mit Elementen
aus Z multipliziert, so ergibt sich wieder ein Element aus @, d.h. wir haben eine
Abbildung

(Za Q) - Qa (Zag) =24,
mit den Eigenschaften (z,z; € Z, ¢,¢;: € Q, i =1,2)

(z1+22)g = 2190+ 22q

21(22(1) = (2122)(1 (*)
2+ @) = 21+ 2
1z = =z.

Ahnliches 148t sich auch fiir die Paare (Z, IR), (Q, IR), (Q, C) und viele andere
beobachten.

Die Algebra beschiftigt sich ganz allgemein mit Verkniipfungen auf irgend-
welchen Mengen M, also Abbildungen

T:MxM— M, (m,n)— mrn,

die gewissen Gesetzméfigkeiten geniigen. Die oben formulierten spielen dabei
eine herausragende Rolle. So werden wir (M, 7) eine Halbgruppe nennen, wenn
fiir 7 das Assoziativgesetz gilt. Gilt zudem das Kommutativgesetz, so spricht
man von einer kommutativen Halbgruppe. IN ist also sowohl fiir +, als auch fiir
- eine kommutative Halbgruppe.
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Gibt es fiir 7 : M x M — M ein neutrales Element und zu jedem m € M ein
Inverses, so nennt man (M, 7) eine Gruppe.

Mengen M mit zwei Verkniipfungen + und - nennt man Ringe, wenn (M, +)
eine kommutative Gruppe und (M, -) eine Halbgruppe mit neutralem Element
ist und zudem die Distributivgesetze gelten. Somit sind Z, @, IR und C Ringe.

Ist in einem Ring jedes von Null veschiedene Element invertierbar, so spricht
man von einem Divisionsring oder Schiefkirper. Ist zudem die Multiplikation
kommutativ, so hat man einen Korper. @, IR und € sind Korper.

Schliellich noch ein Blick auf die Situation, in der zwei algebraische Systeme
verbunden sind.

Sei (R,+, -) ein Ring und (M, +) eine kommutative Gruppe. Gibt es eine
Abbildung

(R,M) — M, (r,m) — rm,

welche die Bedingungen (%) erfiillt, so nennt man das Paar (R, M) einen R-
Modul. Ist R ein Korper, so werden R-Moduln auch als Vektorrdaume (oder lineare
Rdume) bezeichnet.

Damit haben wir die wichtigsten Grundbegriffe der linearen Algebra ange-
sprochen. Wir haben uns dabei der Schreibweisen bedient, die aus der Schule
gelaufig sind.

Um damit in allgemeinen Situationen arbeiten zu kénnen, miissen wir Begriffe
wie ,Paar von Mengen“ oder ,, Abbildungen® préziser fassen. Dies gehort zur
Problemstellung der Mengenlehre und soll im ersten Kapitel geschehen.

Die algebraischen Strukturen wie Gruppen, Ringe und Korper werden im
zweiten Kapitel eingefiithrt und ihre grundlegenden Eigenschaften herausgestellt,
soweit sie fiir die hier vorgesehene Anwendung relevant sind.

Im dritten Kapitel kommen wir zu den Moduln, deren Untersuchung Ge-
genstand der Linearen Algebra ist. Die weiteren Kapitel befassen sich dann mit
zusétzlichen Eigenschaften von Moduln und Vektorrdaumen sowie mit Anwendun-
gen der aufgebauten Theorie.

Als Beispiele fiir Moduln und Vektorrdume werden wir schon frith den zwei-
und dreidimensionalen (euklidischen) Raum tiber IR heranziehen. Damit lassen
sich einige abstrakte Begriffe geometrisch veranschaulichen. Genaueres iiber die
Wechselbeziehung zwischen Geometrie und Linearer Algebra werden wir erst im
letzten Kapitel erfahren.



Kapitel 1

Mengentheoretische Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist es, die mengentheoretischen Begriffe und Techniken be-
reitzustellen, die wir beim Aufbau der (Linearen) Algebra benotigen.

Auch wenn wir eine gewisse Vertrautheit im formalen Umgang mit Mengen
voraussetzen, so sollen doch die Grundtatsachen der Mengenlehre festgehalten
werden, die wir als gegeben ansehen wollen (Axiome). An der Entwicklung dieser
Theorie zu Beginn unseres Jahrhunderts waren zum Beispiel die Mathematiker
G. Cantor, E. Zermelo und A. Fraenkel mafigeblich beteiligt.

Das Uberpriifen von eventuellen logischen Abhingigkeiten oder der Vollstén-
digkeit eines solchen Axiomensystems ist ein nicht-triviales Problem der Men-
genlehre, auf das wir hier nicht eingehen koénnen.

Beim ersten Durchlesen wird vielleicht der tiefere Sinn oder die Zweckmafig-
keit der Formulierungen nicht gleich erkennbar sein. Mit zunehmender Erfahrung
im Umgang mit diesen Begriffen wird jedoch das Versténdnis dafiir wachsen.

1 Axiome der Mengenlehre

Eine Menge setzt sich aus ihren Elementen zusammen. Der grundlegende Begriff
der Mengenlehre ist die Element-Beziehung: Fiir jedes Objekt a mufl sich fest-
stellen lassen, ob es zu einer gegebenen Menge A gehort oder nicht. Es gilt also
a ist Element von A (a ist enthalten in A, a € A), oder
a ist nicht Element von A (a ¢ A).
Mit dieser Beziehung soll festgestellt werden konnen, ob zwei Mengen gleich
sind. Dies geschieht in Form des folgenden Postulats:

1.1 Extensionalitidtsaxiom
Zwei Mengen A, B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente haben,
also A = B genau dann, wenn

r€A=zxzc€B wund zx€ B=x¢cA.
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Damit sind Mengen eindeutig durch ihre Elemente bestimmt.

Der Pfeil P = () zwischen zwei Aussagen P, () bedeutet dabei die logische
Implikation falls P gilt, dann gilt auch @Q); man sagt dazu auch aus P folgt Q)
oder P impliziert Q).

Die logische Aquivalenz von P und Q wird mit P < Q bezeichnet. Die obige
Aussage konnte also auch so formuliert werden:

A = B genau dann, wenn [z € A<z € B].

Da wir die Zugehorigkeit zu einer Menge als entscheidbar annehmen, kénnen
wir nun festlegen:

1.2 Definition
Eine Menge B heifit Teilmenge einer Menge A, wenn jedes Element aus B auch
Element von A ist, d.h.

B C A genau dann, wenn z € B=1x € A.

Man beachte, daf in dieser Notation B C A auch fiir B = A gilt.
Als néchste Grundforderung wird verlangt, dal man durch Eigenschaften von
Elementen Teilmengen aussondern kann.

1.3 Aussonderungsaxiom
Zu jeder Menge A und jeder Figenschaft P (die ein Element von A haben kann)
gibt es eine Teilmenge B von A, die gerade aus den Elementen von A mit dieser
FEigenschaft besteht:

B={xe€ A|P(z)} C A

Bislang haben wir zwar von Eigenschaften von Mengen gesprochen, doch
wissen wir noch nicht, ob es {iberhaupt Mengen gibt. Dies wollen wir natiirlich
haben und fordern daher als Axiom, daf} es (mindestens) eine Menge gibt.

1.4 Existenz der leeren Menge
Es gibt eine Menge, die keine Elemente enthilt.
Man nennt diese die leere Menge und bezeichnet sie mit ().

Falls es iiberhaupt eine Menge A gibt, so folgt aus dem Aussonderungsaxiom
die Existenz der leeren Menge als

D={xeA|lx+#x}

Nach Defintion ist () Teilmenge jeder Menge A, also ) C A. So gilt auch () C 0,
aber () & ().
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Eine strengeres Fundament fiir die Mengenlehre war notwendig geworden, als
man um die Jahrhundertwende erkannte, dafl man mit den bis dahin als zul&ssig
angesehenen Bildungen zu widerspriichlichen Ergebnissen gelangen konnte. So
war damals die Annahme zuléssig, dafl es eine Menge gibt, die alle anderen Men-
gen enthélt (Allmenge). Durch Eigenschaften von Elementen sollten dann auch
Teilmengen davon festgelegt sein. Der britische Philosoph und Mathematiker B.
Russell machte (im Jahre 1902) darauf aufmerksam, dafl die (erlaubte) Bildung
der Menge A aller Mengen, die nicht Element von sich selbst sind, also

A={x|z &z},

nicht sinnvoll ist (Russellsche Paradoxie). Man sieht leicht, dal weder die Aussage
A € Anoch A ¢ A gelten kann.

Es ist eine Konsequenz des Aussonderungsaxioms, daf3 die Bildung einer All-
menge in unserem Rahmen nicht zuléssig ist:

1.5 Satz
Es gibt keine Menge von Mengen, die jede Menge als Flement enthdlt.

Beweis: Es ist zu zeigen, daff es zu jeder Menge A von Mengen eine Menge B
gibt, die nicht Element von A ist. Dazu betrachten wir

B={x|zecAx¢ux}.

Angenommen B € A. Es gilt B € B oder B ¢ B.

- Aus B € B folgt B ¢ B, nach Definition von B.

- Aus B ¢ B folgt B € B, ebenfalls nach Definition von B.

Dies sind Widerspriiche, und somit mufl B ¢ A gelten. a

Das néchste Axiom fordert, dafl man aus vorgegebenen Mengen eine Menge
bilden kann, die jede dieser Mengen als Teilmenge enthélt. Aus sprachlichen
Griinden nennen wir eine Menge von Mengen auch ein Mengensystem.

1.6 Vereinigungsaxiom
Zu jedem Mengensystem M gibt es eine Menge, welche genau alle Elemente
enthdlt, die zu mindestens einer Menge des gegebenen Systems gehoren:

U ={z|es gibt ein A e M mit z € A}.
AeM

Speziell ergibt dies fiir zwei Mengen A und B die Vereinigung

AUB ={z|x € Aoder x € B}.
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Damit kann man zu zwei Elementen x, y die Paarmenge bilden:

{z,y} = {z} U{y}
Aus der Kommutativitit von U (d.h. AU B = BU A) folgt, dafl
{z,y} = {y,z} (ungeordnetes Paar).

Will man die Reihenfolge von zwei Elementen beriicksichtigen, so kann man
dies mit der von K. Kuratowski vorgeschlagenen

1.7 Definition
Als geordnetes Paar von Elementen x,y € A bezeichnet man

(z,y) = {{z}, {z, y}}.
Fiir die Menge aller solcher Paare schreibt man
AxA={(a,b)|a,be A}
Dabei kommt es wirklich auf die Reihenfolge der Elemente an:

1.8 Satz
Seien A eine Menge und x,y,u,v € A. Dann gilt (z,y) = (u,v) genau dann,
wenn xr =u und y = v.

Beweis: <= ist klar.
=: Nehmen wir an, da8 {{z},{z,y}} = {{u},{u,v}}. Dann gilt

{z} € {u} {w, 0}, Az y} € {{u}, {w, 01},

also {x} = {u} oder {z} = {u,v} und {z,y} = {u} oder {z,y} = {u,v}.
Angenommen {z} = {u,v}. Dann gilt + = v = v und damit auch z = y.
Damit ist dann auch die Behauptung des Satzes gezeigt.
Angenommen {z} = {u}, also z = u.
{z,y} = {u} ergibt wieder x = u = y = v, also obigen Fall.
{z,y} = {u} hat y = v zur Folge. Also ist die Behauptung des Satzes ebenfalls
erfiillt. O

Obige Bildung kann auch auf die Vereinigung von zwei Mengen angewendet
werden. Dies ermoglicht die Formulierung eines Begriffs, der sich als sehr niitzlich
erweisen wird:

1.9 Definition
Als geordnetes Paar von Mengen A, B bezeichnet man

Ax B={(a,b)|aec Abe B}.
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Als weitere Folgerung aus dem Vereinigungsaxiom ergibt sich mit Hilfe des
Aussonderungsaxioms die Existenz des Durchschnitts von Mengen:

1.10 Satz
Zu jedem Mengensystem M gibt es genau eine Menge, welche genau diejenigen
Elemente enthdlt, die in jeder Menge aus M enthalten sind:

(N M:={ze |J M|zeM firaleM e M}.
MeM MeM

Man bezeichnet diese Menge als den Durchschnitt der Mengen aus M.
Speziell fir zwei Mengen A und B bedeutet dies

ANB={x|x € A und z € B}.

Wir wollen einige Eigenschaften von Durchschnitt und Vereinigung zusam-
menstellen, die sich unmittelbar aus den Definitionen ergeben:

Eigenschaften
A, B und C seien Teilmengen einer Menge I. Dann gilt:
(1) ANA=A AUA=A (Idempotenz);

(2) AnB=BNA, , AUB=BUA (Kommutativitét);

(3) An(BNC)=(AnB)NC,
Au(BUC)=(AuB)ucC (Assoziativitit);

(4) AN(AUB)=A AU(ANB)=A (Absorption);

(5) An(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
AUu(BNC)=(AUuB)N(AUC)  (Distributivitit);

(6) ANB=AACB&AUB=B (Konsistenz).

Eine weitere mengentheoretische Bildung, die durch das Aussonderungsaxiom
ermoglicht wird, ist die Differenzmenge:

1.11 Definition
Sind A und B Mengen, so heifit

A\B={zcAl|z¢B}

die Differenzmenge zwischen A und B.
Gilt B C A, so nennt man A\ B das Komplement von B in A.
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Als Zusammenhang zwischen N, U und \ 148t sich etwa fiir Mengen A, B, C
als leichte Ubung zeigen:

A\ (A\B) = AnB
AN(B\C) = (ANB)\(ANC)
A\ (BUC) = (A\B)n(A\CQ).

Im n#chsten Axiom wird verlangt, daf§ die Gesamtheit der Untermengen einer
Menge wieder eine Menge (ein Mengensystem) bildet:

1.12 Potenzmengenaxiom
Zu jeder Menge A gibt es eine Menge, deren Elemente die Teilmengen von A
sind. Man nennt sie die Potenzmenge von A, also

P(A) = {U | U C A}.

Formale Folgerungen aus dieser Festlegung sind fiir Mengen A, B:
(i) BC A& BeP(A)
(i) BC A< P(B) C P(A)
(i) O € P(A), A e P(A).
Wir haben zwar schon die Existenz von Mengen gefordert, wissen aber noch

nicht, ob es Mengen mit unendlich vielen Elementen gibt. Dies miissen wir durch
weitere Forderungen sicherstellen.

1.13 Definition
Als Nachfolger einer Menge A bezeichnen wir die Menge

AT = AU {A}.

Eine Menge von Mengen A heifit induktiv, wenn () € A und zu jedem Element
aus A auch sein Nachfolger zu A gehort.

1.14 Unendlichkeitsaxiom
Es gibt eine induktive Menge.

Mit den bisher festgelegten Axiomen haben wir die Moglichkeit, ein Modell
fiir die natiirlichen Zahlen IN anzugeben. Deren Existenz haben wir zwar ohnehin
geglaubt, wenn wir aber unsere weitere Theorie nur auf vorgegebene Sachverhalte
stiitzen wollen, so mufl auch IV seinen Platz in diesem System haben.
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Man kann die Menge der natiirlichen Zahlen nun als minimale induktive Men-
ge definieren und etwa durch eine Menge von Mengen représentieren:

0 =0

1 = Qu{0}={0}

2 = {0,1} ={0,{0}}

3 = {0,1,2} ={0,{0},{0,{0}}}

n+l = nt.
Basierend auf den Festlegungen
m+0=m, m+n"=(m+n)*

kann dann auch die Arithmetik von IN gewonnen werden. Eine genauere Aus-
fithrung dazu findet man z.B. in dem Buch von Enderton zur Mengenlehre.

Da hierbei die natiirlichen Zahlen als minimale induktive Menge festgelegt
wurden, ergibt sich die

Induktionseigenschaft: Ist A C IV eine Teilmenge mit
(i) 0 € A und

(i) ne A=n+1€A,
dann ist A = IV.

Dies sind natiirlich nur Andeutungen zur Einfiihrung der natiirlichen Zahlen,
um klar zu machen, in welchem Kontext man sie realisieren kann. Wir werden
die allgemein vertrauten Eigenschaften von IN ohne weitere Rechtfertigung be-
nutzen.

Ausgehend von IV, konnen mit algebraischen Methoden Z und @ konstruiert
werden. Um die rationalen Zahlen @ zu den reellen Zahlen IR zu erweitern,
benétigt man topologische Uberlegungen.

Nun kommen wir zu einer Forderung, deren Giiltigkeit man ohne weiteres
akzeptiert, die jedoch nicht aus unseren bisherigen Axiomen gefolgert werden
kann.

Ist ein System nicht-leerer Mengen gegeben, so soll es moglich sein, aus je-
der Menge genau ein Element herauszugreifen, und diese herausgenommenen
Elemente zu einer neuen Menge zusammenzufassen. Setzen wir voraus, dafl die
Mengen des gegebenen Mengensystems paarweise disjunkt sind, so 148t sich dies
folgenderweise formulieren:
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1.15 Auswahlaxiom

Sei M ein Mengensystem nicht-leerer Mengen und ANB = () fiir alle A, B € M
mit A # B. Dann gibt es eine Menge M, so daf fir jedes A € M die Menge
AN M genau ein Element enthdlt.

Fiir die Bedeutung des Auswahlaxioms werden wir spater mehr Versténdnis
gewinnen. Man kann auch ohne das Auswahlaxiom Mengenlehre und Mathematik
betreiben, doch werden wir es heranziehen, wenn wir es brauchen (etwa zum
Beweis der Existenz einer Basis in einem Vektorraum).

Mit den angefithrten Axiomen und den ersten Folgerungen daraus konnen
wir die mengentheoretischen Begriffsbildungen begriinden, die wir fiir die Al-
gebra benétigen. Sie sind jedoch nicht fiir alle Probleme der Mengenlehre und
Mathematik ausreichend. Fiir spezielle Konstruktionen konnen und miissen wei-
tere Axiome dazugenommen werden.

1.16 Aufgaben

(1) Fiir die Teilmengen der reellen Zahlen
Ay ={r e R|0<2xz<2},
Ay={r e R|0<az <2},
Ay ={reR|-1<z <1}

bestimme man

3

(a) Al U AQ, (b) Al U Ag, (C) 'L_Jl Ai;
3

(d) Al M AQ, (e) Al N Ag, (f) 'Ol Ai7

(g) A1\ Ay, () Ay\ Ay, (i) Ay \ As.

(2) Esseien Ac={r € R|0<z<1}und B:={re€ R|0<x <2}
Wie kann man A x B und B x A geometrisch deuten?
Gilt Ax B=B x A?

(3) A, B, C seien Mengen mit ANB=ANC und AUB=AUC.
Man folgere B = C'.

(4) I sei eine beliebige Menge, A und B seien Teilmengen von I. Man nennt
C(A) := I\ A das Komplement von A (bzgl. I). Man zeige:

(
(a) ANC(A) =0, AUC(A) =1I;
(b) C(ANB) =C(A)UC(B);
(c) C(AUB) =C(A)NC(B).
(5) Zeigen Sie, dabB fiir zwei Mengen A, B gilt:
(i) P(ANB) =P(A)NP(B)
(i) P(AUB) D P(A)UP(B). Wann gilt dabei die Gleichheit?
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(6) Zeigen Sie, daB fiir Mengen A, B,C, D gilt:
(i) Ax BNCxD=(ANC)x (BND);
(i) Ax BUCXxDC(AUC)x (BUD);
(iii) Sind A und B nicht leer, so gilt:

AxBCCxD=AcCCund BCD.
Was passiert, wenn A oder B leer sind?
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2 Relationen

Der Begriff einer allgemeinen Relation zwischen zwei Mengen A, B geht vom
geordneten Paar A x B aus. Die dazu angegebenen Bildungen mdégen auf den
ersten Blick etwas ungewohnt erscheinen. Thre Bedeutung wird jedoch bei der
Behandlung spezieller Relationen in den nachfolgenden Abschnitten klar.

2.1 Definition
Seien A und B Mengen. Eine Teilmenge R C A X B nennen wir eine Relation
zunschen A und B.
Speziell heifit eine Teilmenge R C A x A eine Relation auf A.
Man sagt « € A und y € B stehen in Relation R, wenn (x,y) € R, und
schreibt dafiir x Ry.
Als Definitionsbereich bzw. Wertebereich von R bezeichnen wir

ID(R) = {x € A|esgibteiny € B mit (z,y) € R},
W(R) = {y € B|esgibtein x € Amit (z,y) € R}.

ID(R) ist die Menge aller ersten Komponenten der Elemente in R, TV (R) die
Menge der zweiten Komponenten.

Nach diesen Definitionen gilt R C ID(R) x W (R), d.h. R ist auch eine
Relation zwischen ID(R) und W (R). AuBerdem ist R auch eine Relation auf
ID(R) UMW (R), denn

R ¢ D(R)x W(R) C (ID(R)UTV(R)) x (ID(R) UTW(R)).

Man beachte, dafl im allgemeinen nicht R = ID(R) x W (R) gelten wird.
Zu zwei Relationen R, S zwischen A und B sind offensichtlich auch RN S
und R U S Relationen zwischen A und B.

2.2 Beispiele. A und B seien Mengen.

(i) Die leere Relation: R=0 C Ax B
Es gibt kein Paar (z,y), das diese Relation erfillt.
D(R) = W (R) = 0.

(ii) Die Allrelation: R=Ax B C Ax B
Alle (z,y) € A x B erfiillen diese Relation.
ID(R)=A, W(R)=B,R=D(R) x W(R) =AXx B.

(iii) Die Gleichheitsrelation: R = Ay = {(z,z) |z € A} CAX A
(,y) € R genau dann, wenn x = y.
DD(R) =W (R) = A.
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(iv) Eine bekannte Relation auf IV ist die <-Beziehung, gegeben durch
R={(z,y) e NxIN|y—xe€IN}.
ID(R) =T (R) = IN.

(v) Die Relation auf IN z ist Nachbar von y, d.h. x und y unterscheiden sich
um 1, ist bestimmt durch

R={(z,y) e NxIN|z—y=1odery—z=1}.
ID(R) =W (R) = IN.
(vi) Die Relation auf IR,
R={(z,y) € Rx R| 2" +y* =1},

wird durch den Einheitskreis in der Ebene dargestellt.
R#W(R)=DR)={zxcR|-1<z<1}.

(vii) Auf der Potenzmenge P(A) einer Menge A ist durch die Teilmengenbezie-
hung (Inklusion) eine Relation gegeben:

R={(UV)ePA) xPA)|UCV}.
D(R) =W (R) = P(A).

Durch bloles Vertauschen der Argumente 148t sich aus einer gegebenen Re-
lation eine neue gewinnen:

2.3 Definition
Ist R eine Relation zwischen den Mengen A und B, so nennen wir die Relation
zwischen B und A

R™' ={(y,2) € Bx Al (x,y) € R}
die Umkehrrelation von R (konverse Relation).

Zu jeder Relation R kann R™! gebildet werden, und es gilt (R~)~! = R.

Eine wichtige Bildung ist die Verkniipfung oder Komposition von zwei Rela-
tionen zwischen passenden Mengen:

2.4 Definition
A, B, C seien Mengen, R eine Relation zwischen A und B, S eine Relation
zwischen B und C'. Dann heifit die Relation

SoR={(z,2) € Ax C|esgibt ein y € B mit (z,y) € Rund (y,z) € S}

die Verkniipfung (Komposition) von R und S.
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Damit kann man auch mehrere Relationen R, S, T zwischen geeigneten Men-
gen verkniipfen, und es gilt das Assoziativgesetz (Aufgabe 3)

To(SoR)=(ToS)oR.
Zwischen Verkniipfung und Umkehrrelation haben wir folgende Beziehung:

2.5 Hilfssatz
Seien A, B, C' Mengen, R eine Relation zwischen A und B und S eine Relation

zwischen B und C. Dann gilt
(SoR)y'=R'oS'cOxA

Beweis:
(z,x) € (SoR)™ & (z,2)€SoR

< esgibt einy € Bmit (z,y) € R, (y,2) € S

& es gibt ein y € B mit (y,2) € R7L, (2,9) € S7¢

& (z,x) ER1ToS™.

Speziell kann man jede Relation mit ihrer Umkehrrelation verkniipfen:

2.6 Hilfssatz
Sei R eine Relation zwischen den Mengen A und B. Dann gilt:

(a) R7!o R ist eine Relation auf A mit
(1) R*'oR={(x,2) € Ax Al es gibt y € B mit (z,y), (z,y) € R}
(2) Apr C R\ o R
3) (R'oR)'=R'oR
(b) Ro R™! ist eine Relation auf B mit
(1) RoR™'={(x,2) € Bx B esgibty € A mit (y,z), (y,2) € R}
(2) A C RoR™!
3) (RoR ) '=RoR™!
(

Beweis: (a.1) Nach Definition der Komposition von R mit R~ gilt

(z,2) ERT'oR & esgibtye€ Bmit (v,y) €R, (y,2) € R
< esgibt y € B mit (z,y) € R, (2,y) € R.

(a.2) Fiir jedes z € ID(R) gibt es - nach Definition von ID(R) - ein y € B mit
(z,y) € R. Damit ist (z,z) € R™1 o R.



2. RELATIONEN 13

(a.3) Dies ergibt sich mit 2.5:
(R'oR)'=R'o(RY)'=R"'oR

(b) folgt aus Teil (a). Man beachte, dal der Definitionsbereich von R gleich
dem Wertebereich von R~ ist: ID(R) = TWV(R™1). O

Es ist klar, daf im allgemeinen R o R~ und R~! o R verschieden sind.

2.7 Definition
Sei R eine Relation zwischen den Mengen A, B und U eine Teilmenge von A.
Dann schreiben wir

R(U) ={b e B|esgibt ein u € U mit (u,b) € R} C B.
Speziell fiir U = {x}, x € A, setzt man
R(z) ={be B (z,b) € R}.
Damit gilt R(A) = W (R), R~'(B) = ID(R) und
(,R(z)) = {(z,y)|y € R(z)} C R fiir alle z € A,
R = U{(z, R(x)) |z € A},
Rl(y) = {z€Al(z,y) € R} fiiralley € B.

Fiir zwei Relationen R, S zwischen geeigneten Mengen haben wir:

S(R(U)) = SoR(U),

S(R(r)) = SoR(x),

R'oR(z) = {z€ Al esgibt ein y € R(z) mit (2,y) € R} .

2.8 Aufgaben
(1) Bestimmen Sie die Umkehrrelationen zu den in 2.2 gegebenen Beispielen.

(2) Seien A, B Mengen und R C A x B eine Relation. Zeigen Sie:
RoAy=Rund ApoR=R.

(3) Es seien M, N, P, QQ Mengen und RC M x N, SCNxP, TCPxQ
Relationen. Zeigen Sie:

To(SoR)=(ToS)oR (Assoziativgesetz).
(4) Seien R und S Relationen auf IN mit
R = {(z,y) € (N,IN) | y =27},
S = {(a,b) e (IN,IN) | b=a+1}.

Man bestimme R o S und S o R und vergleiche diese Relationen.
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3 Abbildungen

In diesem und den néchsten beiden Paragraphen wollen wir spezielle Relationen
betrachten. Dazu gehort auch der Begriff der ,,Abbildung* zwischen zwei Men-
gen, den Sie wahrscheinlich nicht als Relation kennengelernt haben, sondern als
Zuordnung oder Zuordnungsvorschrift.

Die Darstellung von Abbildungen als Relationen ist zwar nicht anschaulicher
als die Beschreibung als ,,Zuordnung®, sie ist jedoch — mit der Mengenlehre als
Grundlage — logisch exakt und elementar formulierbar. Zudem erlaubt uns dies,
die in §2 beobachteten GesetzméBigkeiten fiir Relationen auch fiir Abbildungen
zu benutzen.

3.1 Definition
Eine Relation F' zwischen zwei Mengen A, B heifit Abbildung oder Funktion,
wenn

(1) D(F) = 4;
(2) gilt fir x € Aund y,z € B, da§ (z,y) € F und (z,2) € F, so ist y = z.
F nennt man dann Abbildung (Funktion) von A nach B.

Eine Abbildung wird bestimmt durch das Tripel (A, B; F'). Also sind zwei
Abbildungen (A, B; F) und (C, D; G) gleich, wenn A =C, B=D und F = G.
Man nennt A die Quelle und B das Ziel der Abbildung F'. Nach Definition gilt

A = Quelle F = D(F),
B = ZilF > W(F)

Relationen mit der Eigenschaft (2) in 3.1 heiflen eindeutige Relationen. Solche
Relationen werden durch Einschrinkung auf ID(F) zu Abbildungen.
Aquivalent zu 3.1 kénnen wir sagen:

Eine Relation F' zwischen den Mengen A und B ist eine Abbildung, wenn fiir
jedes x € A die Menge F'(x) aus genau einem Element besteht.
Somit ermoglicht eine Abbildung F' eine eindeutige Zuordnung

f:A— B xw— F(zx) fir alle x € A.
Man schreibt f(x) := F(z) ={b € B | (z,b) € F'}, und fiir U C A setzt man
f(U):=F{U)={be B |esgibt einu € U mit (u,b) € F}.

Man nennt F' auch den Graphen der Abbildung f. Diese Bezeichnung ist von dem
Spezialfall f : IR — IR abgeleitet, in dem der Graph von f gerade die Kurve in
der reellen Ebene ergibt, die zu f gehort.
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Ist eine Abbildung als Zuordnung f : A — B gegeben, dann wird durch
F={(z,f(z))|r€ A} CAXB

die zugehorige Relation beschrieben.
Von den in 2.2 gegebenen Relationen ist nur die Gleichheit eine Abbildung.
Ay C A x A bestimmt die identische Abbildung

idy: A— A, 1z zxfiralle x € A.

Die in 2.2(vi) betrachtete Relation auf R, R = {(z,y) | 2* + y* = 1}, kann
durch Einschrankung der Quelle auf ID(R) und geeignete Beschrinkung des Ziel-
bereichs zur Abbildung werden:

DR ={zecR|-1<z<1}—-R"'={yeR|y>0}.

Sind zwei Abbildungen F' und G mit geeigneten Quellen und Zielen gegeben,
so kann man diese zu einer neuen Relation G o I’ verkniipfen. Dies ist wieder eine

Abbildung:

3.2 Hilfssatz

Seien A, B, C Mengen und f : A — B, g: B — C Abbildungen, bestimmt durch
F C Ax B und G C B x C. Dann ist auch die durch die Verkniipfung G o F
gebildete Relation eine Abbildung.

Diese bezeichnen wir mit go f : A — C.

Beweis: Es ist zu zeigen, da8 fiir alle € A die Menge G o F'(z) = G(F(z)) aus
genau einem Element besteht:

Da F Abbildung ist, besteht F'(z) aus genau einem Element von B.

Da G Abbildung ist, besteht G(F(z)) aus genau einem Element von C. O

Im allgemeinen braucht die Umkehrrelation F'~! einer Abbildung keine Ab-
bildung zu sein. Dies kann man sich etwa an der Funktion IR — IR, x — 22, klar
machen. Es gilt jedoch:

3.3 Hilfssatz. Sei ' C A x B eine Abbildung.
(1) Dann gilt fir F~1 o F C A x A:
i) AyCFl'oF
(i) (FloF)'=F1loF
(iii) (F'oF)o(F'oF)CFloF.
Es gilt (x,2) € F~' o F genau dann, wenn F(x) = F(2).
(2) FOF_IZAIW(F) C B x B.
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Beweis: (i) und (ii) folgen sofort aus Hilfssatz 2.6.
(iii) Fiir (z,2) € (F 1o F)o (F~!'oF) gilt: Es gibt y € A mit

(z,y) e F'oF, (y,2)€F 'oF,

d.h. es gibt ein w € B mit (x,u) € F, (y,u) € F und ein v € B mit (y,v) € F,
(z,v) € F.

Da F' Abbildung ist, folgt aus (y,u) € F und (y,v) € F, dal u = v. Dann ist
(z,u) € Fund (z,u) € F, also (z,2) € F~'o F 0

Der Fall (2) in 3.3 beschreibt eine Situation, in der die Verkniipfung einer
Relation mit einer Abbildung wieder eine Abbildung ergibt.
Dafl F'~! keine Abbildung ist, kann als Ursache haben:

(1) D(F~') =T (F) C B, es muB nicht W (F) = B gelten.
(2) Fiir ein y € W (F) kann F~!(y) mehr als nur ein Element enthalten.

Abbildungen, in denen solche ,,Defekte nicht auftreten, verdienen besonderes
Interesse:

3.4 Definition
Sei f : A — B eine Abbildung.
(1) f heiBt surjektiv, wenn f(A) = B,
d.h. zu jedem z € B gibt es ein © € A mit f(z) = 2.

(2) f heiBt injektiv (oder eineindeutig), wenn fiir x # y € A auch f(z) # f(y),
d.h. aus f(x) = f(y) folgt x = y.

(3) f heiBt bijektiv, wenn es injektiv und surjektiv ist.

Folgerungen
(1) f ist genau dann surjektiv, wenn W (F') = B.
(2) Eine Abbildung f = (A, B; F') ist genau dann injektiv, wenn die Relation
F~' C W(F) x A eine Abbildung ist.
(3) f = (A, B;F) ist genau dann bijektiv, wenn die Relation F’~! C B x A eine
Abbildung ist.
Dann heiit f~! = (B, A; F~1) die Umkehrabbildung zu f, und es gilt:

f_lof = idy (daF‘loF:AA)
fof™ = idp(da FoF~t=Ap, vgl 3.3).

Beweis: (1) Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.
(2) = Sei f injektiv.
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()€ F7h(zy) e F7L & (2,2) €F, (y,2) € F
= fl@)=f(y)
= 1 =y wegen I injektiv
= F~1ist Abbildung.

< F~! sei Abbildung, f(z) = f(y) =: 2.

(z,2) €F, (y,2) € F & (z2,2) € F7 (2,y) € F7
= =y
= f ist injektiv.

(3) Die Behauptung ergibt sich aus (1) und (2). O
Fiir die Komposition von Abbildungen haben wir die Beziehungen:

3.5 Satz
Seien f: A— B, g: B— C Abbildungen. Dann gilt:
(1) Sind f und g injektiv (surjektiv, bijektiv), so ist auch go f injektiv (sur-
jektiv, bijektiv).

(2) Ist go f injektiv, so ist auch f injektiv.
Ist g o f surjektiv, so ist auch g surjektiv.
Ist g o f bijektiv, so ist f injektiv und g surjektiv.

Der einfache Beweis dazu sei dem Leser zur Ubung belassen. Damit kénnen
wir folgende Kennzeichnung von bijektiven Abbildungen angeben:

3.6 Korollar
Fine Abbildung f : A — B ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung
g: B — A gibt mit
gof=ids, fog=idp
Es gilt dann g = f~1 (die inverse Abbildung ist somit eindeutig bestimmt).

Beweis: Nach 3.5 folgt aus g o f = idy4, dal f injektiv ist und aus f o g = idp,
dal f surjektiv ist. Damit existiert f~!, und aus der ersten Gleichung folgt

fl=go(fof )=y m

Man beachte, dafl die Giiltigkeit von nur einer der beiden Gleichungen, z.B.
f og=1idpg, nicht die Bijektivitdt von f zur Folge hat.

Es folgt aus dem Auswahlaxiom, dal es zu jeder surjektiven Abbildung
f A — B eine Abbildung g : B — A gibt mit f o g = idg. Dazu ist folgende
Formulierung des Auswahlaxioms 1.15 von Nutzen:
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3.7 Auswahlaxiom II
Zu jeder Relation R C Ax B gibt es eine Abbildung F C ID(R) x B mit F C R.

Beweis: Die Relation R ordnet jedem = € ID(R) eine Menge R(x) C B zu. Nach
dem Auswahlaxiom 1.15 kénnen wir aus jeder Menge R(z) ein y, herausneh-
men. Die so gebildeten Paare F' = {(z,y,) | + € ID(R)} bilden eine Abbildung
ID(R) — B.

Nehmen wir nun an, das Auswahlaxiom II gilt. Sei M eine Menge von ele-

mentfremden Mengen, und setze B := |J A. Betrachte die Relation
AEM

R:={(Aja)|Ac Munda e A} C M x B.

Dann gibt es eine Abbildung F € R C M x B, und fiir die Menge F(M)
gilt F(A) = F(M) N A fiur jedes A € M. Damit sind die Bedingungen des
Auswahlaxioms erfiillt. O

Aus Hilfssatz 3.3 kann man dann ableiten:

3.8 Satz
Sei f = (A, B; F) eine surjektive Abbildung. Dann gibt es eine Abbildung g =
(B, A;G) mit fog=idp.

Beweis: Nach 3.3 gilt o F~! = Ap. Zu der Relation F~! kénnen wir wegen
3.7 eine Abbildung g = (B, A; G) finden mit G C F~L.
Dafiir gilt F oG C Fo F~! = Ap. Aufierdem ist Agp C F o G, denn zu jedem
x € B gibt es

y € Amit (z,y) e GC F'CBxA,

also (y,z) € F, und somit ist (z,x) € FoG. 0

Wir haben bei den Folgerungen zu 3.4 gesehen, daf fiir eine injektive Abbil-
dung f = (A, B; F') die Umkehrrelation F~! eine Abbildung von W (F) in A ist
mit F~!'o F =id, (beachte W (F~1) = A).

Man kann die Abbildung (W (F), A; F~!) so zu einer Funktion g = (B, A; G)
fortsetzen (erweitern), dafl die Beziehung G o F' = id4 erhalten bleibt. Damit gilt
analog zu 3.8:

3.9 Satz
Sei f = (A, B; F) eine injektive Abbildung. Dann gibt es eine Abbildung g =
(B, A;G) mit go f =idy.
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Beweis: Wir wihlen ein beliebiges (festes) 2o € A und definieren

C(F(y) iy € IV(F)
g(y)—{xo ’ fﬁerIW(F)

Die zugehorige Menge G C B x A ist dabei

G={(, F'W) ly e W(E)}U{(y, ) |y € BA\W(F)}

Man beachte, daf fiir g o f der Wert von g an den Stellen y ¢ W (F') keine Rolle
spielt. Es ist leicht nachzupriifen, dafl g(f(x)) = « fiir alle x € A. O

Abbildungen f : A — B, die jedem Element z € A den gleichen Wert
y € B zuordnen, heiflen konstante Abbildungen. Solche Abbildungen lassen sich
zwischen zwei beliebigen nicht-leeren Mengen A, B angeben. Eine Abbildung
f = (A, B; F) ist genau dann konstant, wenn F = {(z,y) | x € A} fiir ein
(festes) y € B.

In der nachstehenden Liste wird angegeben, wie sich Abbildungen gegeniiber
mengentheoretischen Bildungen wie Durchschnitt, Vereinigung und Komplement
verhalten.

3.10 Abbildungen und Mengenoperationen
Seien f: A — B eine Abbildung und U, U’ C A. Dann gilt:

(1) UcU'=fU)cfU);, [fUul)=fU)ufu).

@) FONFU) C [UNU); funt’) c fU)n fu).
Fiir jede Menge U von Teilmengen von A gilt:

) (U0 = U FU) £(0 D) C N FO).

Fir Teilmengen V, V' von B gilt:

@) VCeV= V) (V) VoV =i v)u i),

B) TNV = VAV VAV = fAHV)n V).
Fiir jede Menge V von Teilmengen von B gilt:

©) F U V)= U S0 V)= 0 ).

Der Beweis dazu ist nicht schwierig und sei dem Leser iiberlassen.

Hat man mit einer Menge von Elementen oder Mengen zu arbeiten, so kann
man haufig die Ausdrucksweise dadurch vereinfachen, dal man diese mit einem
Index versieht (indiziert). Wahlt man etwa zwei Elemente aus einer Menge B,
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so schreibt man by, by € B. In diesem Fall ist die Indexmenge I = {1,2}, und die
Elemente by, by € B sind bestimmt als Bilder einer Abbildung

f:Il— B, 1+ by, 2 bs.
Allgemeiner formulieren wir:

3.11 Familie von Elementen
Seien I und M Mengen, f : I — M eine Abbildung. Man nennt dann f auch
eine (I-indizierte) Familie von Elementen und schreibt dafiir

(fG) i e 1) oder (f(i))icr
Setzt man f(i) := b;, so beschreibt auch (b;);c; die Abbildung f.

Zwei Abbildungen f,g : I — M sind genau dann gleich, wenn die Familien
(f(2))ier und (g(7));es gleich sind, d.h. wenn f(i) = ¢(7) fiir alle i € I.

Man achte darauf, die Familie (f(i));e; von der Menge der Bildelemente
{f(i) | i € I} C B zu unterscheiden. Die Schreibweise (f(i)|i € I) legt die Ab-
bildung fest, die Bildmenge dagegen nicht.

Spezialfille
(1) I ={1}. {1} — B wird durch ein b € B bestimmt.
2) I ={1,2}. {1,2} — B ergibt Paare by,by € B (by = by moglich).
3) I={1,...,n}. {1,...,n} — B nennt man n-Tupel (by,...,by).

(2)
(3)
(4) I =IN. IN — B nennt man Folgen.
(5)

Ist B = B eine Menge von Mengen, so ergibt eine Abbildung I — B eine
Familie von Mengen oder ein indiziertes Mengensystem.

Nach Definition der Abbildungen zwischen Mengen A und B bildet die Ge-
samtheit dieser Abbildungen eine Menge, die wir mit Abb(A, B) bezeichnen wol-
len (Abb(A,B) C P(A x B)). Die oben betrachteten Fille ergeben folgende
Entsprechungen (mit = bezeichnet):

(1) Abb({1}, B) = B.

(2) Abb({1,2}, B) = BxB.

(3) Abb({l ,n},B) = Menge der n-Tupel mit Elementen aus B.
(4) Abb(INV ) = Menge der Folgen mit Elementen aus B.
(5) Abb(/, ) = {(M)icr | M; € M}.
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In (2) haben wir das geordnete Paar B x B als Abb({1, 2}, B) wiederentdeckt.
Auch das geordnete Paar A x B 1483t sich @hnlich darstellen:

AxB = {feAbb({1,2,AUB)| f(1) € A f(2) € B},
Al X A2 = {f € Abb({l,Q},Al U AQ) | f(l) € Al,f(2) € AQ}

Man nennt dies auch das Produkt der Mengen A;, A;. Ausgehend davon kann
man schrittweise das Produkt von mehreren Mengen bilden:

AlXAQXA?,X"':((A1XA2>XA3)X"’.

Man kann dies auch beschreiben durch
i=1

Allgemein definieren wir daher:

3.12 Definition
Sei I eine Menge, (A;);c; eine Familie von Mengen. Dann nennt man

HiEIAi = {f c Abb([, UieIAi) | f(l) c AZ fir jedes 1€ ]}

das (kartesische) Produkt der Mengen A;. Kurzschreibweise: [; A;.
Die Elemente von [] A; sind die Familien (a;);e; mit a; € A;.

Dabei ist (a;)ier = (bi)iesr genau dann, wenn a; = b; fiir alle ¢ € .

Ist A; = A fiir alle i € I, so schreibt man [[,c; 4; = A?, d.h. es gilt
Al =T],_,Ai = Abb(1, A).
Fir I ={1,...,n} haben wir damit
A" =Ax ... x A=Abb({1,...,n} A).
In 3.12 ist nichts dariiber gesagt, ob das Produkt einer beliebigen Familie von

Mengen iiberhaupt existiert. Diese Existenz wird uns durch eine weitere Version
des Auswahlaxioms gesichert.

3.13 Auswahlaxiom III
Zu jeder Familie (A;);cr von nicht-leeren Mengen A; existiert das kartesische

Produkt T;cr As.
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Beweis: Wihlen wir geméafl dem Auswahlaxiom fiir jedes ¢ € I ein a; € A; und
definieren

f:I— UieIAi7 i— aj,
dann ist f € [[;c; A
Gilt andererseits [[;c; A; # O fiir nicht-leere Mengen A;, dann gibt es
f €TLier Ai und f(i) = a; € A, fiir alle i € A. 0

Wir haben [] A; als Abbildungen I — (J A; definiert. Durch Anwenden dieser
Abbildungen auf ein Element k € I ergibt sich eine Abbildung

{f € AbB(LUIA) | ) € A} — A, | f(R).
In etwas handlicherer Notation 148t sich das so ausdriicken:

3.14 Definition
Sei (A;)ier eine Familie von Mengen. Die zu k € I definierte Abbildung

T - Hie]Ai — Ak, (@i)ier = ag,
nennt man die k-te Projektion von [[; A; auf A.

3.15 Hilfssatz
Ist (A;)ier eine Familie von nicht-leeren Mengen, so ist fir jedes k € 1 die
Projektion m, : T1; A — Ay surjektiv.

Beweis: Sei a;, € Aj. Dann wihlen wir beliebige a; € A; fir i € I \ {k} (Aus-
wahlaxiom), und wir erhalten

Wk((ai)iel) = Q.

Also ist m;, surjektiv. O
Folgende Eigenschaft des Produkts von Mengen ist von Bedeutung:

3.16 Satz (Universelle Eigenschaft des Produkts von Mengen)
Zur Indexmenge I und einer Familie von Mengen (A;)er seien

[1; A; das kartesische Produkt dieser Mengen und
(m : TI; Ai — Ag)ger die Familie der Projektionen.

Dann gibt es zu jeder Menge B und jeder Familie (fy : B — Ag)ker von Abbil-
dungen genau eine Abbildung f : B — [[; A; mit mpo f = f,
Man sagt, fiir jedes k € I ist folgendes Diagramm kommutativ:
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B It o4,
I\ /T
[ A

Beweis: Wir definieren f : B — [[; A;, b — (fi(b))ier und erhalten

0 f(b) = me((fi(D))ier) = fu(b) fiir jedes b € B.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von f zu zeigen. Angenommen, es gibt ein
g: B —TI; A; mit mp 0 g = fi, also 7 0 g(b) = fi(b) fiir alle b € B.

Angenommen f # g, d.h. es gibt ein b € B mit f(b) # ¢(b) € [I; A;. Dann
gibt es ein k£ € I mit

7 o f(b) # m 0 g(b).
Dies bedeutet aber fi(b) # fi(b), ein Widerspruch. O

Zu einer Menge B und einer Familie (A;);e; von Mengen kann man die
Menge Abb(B,[]; A;) und das Produkt der Mengen Abb(B, A;), bezeichnet mit
[1; Abb(B, A;), bilden. Die universelle Eigenschaft des Produktes besagt gerade,
dafl wir diese beiden Mengen identifizieren kénnen:

3.17 Korollar
Sei B eine Menge und (A;);e; eine Familie von Mengen. Dann ist folgende Ab-
bildung bijektiv:

Abb(B>HIAi) - HI Abb(B, 4;), [ (o [ier-

Beweis: Zunéchst zeigen wir die Injektivitéat.
f#g = esgibteinbe B mit f(b) # g(b)
= es gibt ein k € [ mit m o f(b) # 7 0 g(b)
= mpof#mpog.
Nun zur Surjektivitat.
Sei (hi)ier € TI; Abb(B, A;). Dann gibt es nach 3.16 ein f : B — []; A; mit
o f = hy fir alle k € I, also (m; 0 f)ier = (hy)ier- O

3.18 Aufgaben
In den ersten vier Aufgaben sei f = (A, B; F') eine Abbildung.

(1) Zeigen Sie:
(i) Fiir alle Teilmengen U C A,V C B gilt U C F~' o F(U) und
FoF YV)CV.
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11 1st genau dann surjektiv, wenn fiir alle V. C B gilt: F' o I~ =V.
i) fi d jekti fiir alle V C B gilt: Fo F~Y(V) =V
i ist genau dann injektiv, wenn fiir alle U C A gilt: F~" o =U.
f d k fiiralleU C A gilt: F~o F(U)=U
(2) Fiir Teilmengen Uy, Uy C A und V4, Va C B gilt:
(i) F(U1Ul2) = F(U1) UF(Us), F'(ViUVe) = F71(V) U F~H(Va);
(i) F({UNUy) C F(U,) NF(Uy), FY{VinVy)=F1V)nF1(V);
(iii) F(U1)\ F(Us2) C F(Ui\U2), FH(Vi)\ F (Vo) = F~H(Vi\ V).
(3) Man zeige, daB folgende Aussagen dquivalent sind:
(a) f ist surjektiv;

(b) fiir jede Menge C' und alle Abbildungen g, h von B nach C gilt
gof=hof=g=h;

(c) es gibt eine Abbildung g = (B, A; G) mit f o g = idg.
(4) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) f ist injektiv;

(b) fiir jede Menge C' und alle Abbildungen g,h von C' nach A gilt
feg=foh=g=h;

(c) es gibt eine Abbildung g = (B, A; G) mit go f = idy.

(5) Seien f : A — B, g: B — C und h : C — D Abbildungen. Zeigen Sie:
Sind g o f und h o g bijektiv, so sind auch f, g und h bijektiv.

(6) A, B und C seien nicht-leere Mengen, g : B — C' eine Abbildung. Be-
trachten Sie die Abbildung

g :Abb(A, B) — Abb(A,C), frgolf.

Man beweise: g ist genau dann injektiv, wenn g injektiv ist.
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4 Aquivalenzrelationen

Wir haben in §3 Abbildungen als Relationen mit speziellen Eigenschaften ken-
nengelernt. Auch in diesem Paragraphen werden wir Relationen auf einer Menge
mit besonderen Eigenschaften untersuchen.

4.1 Definition
Sei R eine Relation auf der Menge A, also R C A x A.
(1) R heiBt reflexiv, wenn Ay C R, d.h. (a,a) € R fiir alle a € A.
(2) R heifit symmetrisch, wenn R = R~!, d.h. (a,b) € R=>(b,a) € R.
(3) R heifit transitiv, wenn Ro R C R,
d.h. (z,y) € Rund (y,z2) € R=(z,2) € R.

(4) R heiBt Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiele
(1) Die gribste Aquivalenzrelation ist die Allrelation (R = A x B).
(2) Die kleinste oder feinste Aquivalenzrelation ist die Gleichheit (R = Ay):
Dabei steht jedes Element nur mit sich selbst in Relation.
(3) Eine Aquivalenzrelation R auf IV ist gegeben durch

R ={(n,m) € IN x IN | n und m haben die gleiche Quersumme}
(in Dezimaldarstellung).

Sei R eine Relation auf A. Zu jedem Element a € A haben wir die Menge
R(a) gebildet, also die Menge der Elemente b € A mit (a,b) € R. Falls R transitiv
ist, gilt dafiir R(R(a)) = R(a).

Ist R eine Aquivalenzrelation, so nennt man die Elemente in R(a) dquivalent
zu a (beziiglich R). Wir halten fest:

4.2 Definition
Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann schreiben wir fiir a € A

[a] := R(a) ={be A (a,b) € R}
und nennen dies die Aquivalenzklasse von a (beziiglich R).

Die Gesamtheit der Aquivalenzklassen bildet eine Menge, némlich eine Teil-
menge der Potenzmenge P(A) von A, die wir mit A/R bezeichnen, also

A/R={[a]|a € A} ={R(a) | a € A}.

Man beachte, daf bei dieser Beschreibung fiir verschiedene a,b € A durchaus
[a] = [b] sein kann. Mit obigen Bezeichnungen gilt:
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4.3 Hilfssatz
Seit R eine Aquivalenzrelation auf A. Fir Elemente a,b € A sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(a) la] = [0];
(b) [a] N [b] # 0;
(¢) (a,b) € R.
Beweis: (a)=(b): a € [a] N [b] # 0.
(b)=(c): Ist [a]N[b] # B, dann gibt es ein ¢ € A mit (a,c) € R und (¢,b) € R,

also (a,b) € R (wegen Transitivitét).

(¢)=(a): Gilt (a,b) € R, soist a € [b] und b € [a], also [a] C [b] und [b] C [a].
O

Die Bildung der Aquivalenzklassen definiert eine Abbildung von A in die
Menge A/R der Aquivalenzklassen. Wie bezeichnen sie so:

4.4 Deﬁni’gion
Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann heifit die Abbildung

pr:A— A/R, aw [a] fiir a € A,
die (zu R gehorende) kanonische Abbildung (Projektion).

Es ist klar, dafl pg surjektiv ist.

Erinnern wir uns nun an eine Aquivalenzrelation, die wir frither schon ken-
nengelernt haben:

Ist f = (A,B;F) eine Abbildung, so wird F~! o F' eine Relation auf A.
Wir haben in 3.3 gesehen, dafl dies eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation ist. Dabei bedeutet (a,b) € F~'o F, daf es ein ¢ € B gibt mit (a,c) € F
und (c,b) € F~ 1 also (b,c) € F.

Somit gilt (a,b) € F~! o F genau dann, wenn f(a) = f(b), also:

4.5 Satz
Sei f = (A, B; F) eine Abbildung. Dann ist

Ry =F'oF ={(a,b) € Ax A f(a) = f(0)}
eine Aquivalenzrelation auf A.

Die dazu gehérende kanonische Projektion auf die Menge der Aquivalenzklas-
sen bezeichnen wir mit py : A — A/Ry.
Damit haben wir das Diagramm
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A L

Pr o\
A/R;

Wir suchen nun eine Abbildung f:A/R; — B, die dieses Diagramm kom-
mutativ ergénzt, also mit f = f o py. Falls es ein solches f gibt, mufl somit

f(a) = fopsla) = f([a]) gelten. Wir schlagen daher die Zuordnung vor:
[+ A/Ry — B, [f(la]) = f(a).

Diese Festlegung erscheint zunéchst von der Auswahl des Représentanten a
aus [a] abhéngig. Betrachten wir also a,b € A mit [a] = [b]. Dann gilt nach 4.3
(a,b) € Ry, was — nach Definition von Ry — gerade f(a) = f(b) bedeutet. Unsere
Zuordnung ist somit nicht von der Auswahl des Repréasentanten abhéngig, d.h.

f ist eine Abbildung.

f ist sogar injektiv. Gilt namlich [a] # [b], also f(a) # f(b), so ist auch

Fassen wir zusammen:

4.6 Satz
Jede Abbildung f : A — B lafit sich darstellen als Komposition der

surjektiven Abbildung ps: A — A/Ry und der
injektiven Abbildung f : A/R; — B,
d.h. folgendes Diagramm ist kommutativ:

4 Lop

pr\.  Ff
A/ Ry

Als Folgerung daraus halten wir fest:
4.7 Korollar
Zu jeder Abbildung f : A — B gibt es eine bijektive Abbildung zwischen ARy
und W (f) (= Bild von f).

Beweis: Nach Konstruktion gilt TV (f) = W (f).
Damit ist f: A/R; — IV (f) injektiv und surjektiv, also bijektiv. O
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Wir haben sowohl Abbildungen als auch Aquivalenzrelationen als Relatio-
nen kennengelernt. Es ist leicht zu sehen, dafl eine Relation, die Abbildung und
Aquivalenzrelation ist, schon die Identitét sein muB. Weitere Eigenschaften von
Relationen werden im néchsten Abschnitt untersucht.

4.8 Aufgaben.

(1) Priifen Sie, ob die folgenden Relationen auf IN jeweils reflexiv, symme-
trisch oder transitiv sind:
Ry ={(n,m)e N x N |n<m}
Ry ={(n,m)e N x IN |n<m}
Rs={(n,m) € IN x IN|n+m =26}
Ry, ={(n,m) € IN x IN | n und m sind Primzahlen}
Rs ={(n,m) € IN x IN | n=m oder (n,m) = (5,7)}
Rs ={(n,m) € IN x IN | n=m oder n-m = 72}.

Y

(2) R und S seien Aquivalenzrq]ationen auf der Menge A. Untersuchen Sie,
ob dann RN S und RU S wieder Aquivalenzrelationen auf A sind.

(3) Auf den ganzen Zahlen Z sei folgende Relation gegeben:
R; ={(a,b) € Z x Z | a — b ist durch 7 teilbar}.

(i) Zeigen Sie, daB8 R; eine Aquivalenzrelation ist.
(ii) Bestimmen Sie die Aquivalenzklasse von 0 beziiglich R;.
(iii) Wie grof ist die Anzahl der Aquivalenzklassen?

(4) Es seien f : A — B eine Abbildung und R eine Aquiva]§nzre]atjon auf B.
Man zeige, dal Q = {(a,b) € Ax A | (f(a), f(b)) € R} eine Aquivalenzrelation
auf A ist.

(5) Sei A eine Menge und (A;);c; eine Familie von Teilmengen A; C A, die
eine Partition von A bilden, d.h. es gilt:

iel
Man zeige, daf3
R={(a,b) € Ax A|esgibteini €I mita € A; undb € A;}

eine Aquivalenzrelation auf A ist.
Léaft sich jede Aquivalenzrelation auf A in dieser Form darstellen?
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5 Ordnungsrelationen

Auch in diesem Paragraphen wollen wir uns mit Relationen mit besonderen Ei-
genschaften befassen, den Ordnungsrelationen. Diese sind fiir die Analysis von
groflerer Bedeutung als fiir die lineare Algebra. Wir wollen hier hauptséchlich
jene Punkte herausarbeiten, die fiir uns von Interesse sein werden. Zunéchst die
Definition:

5.1 Definition
Sei R eine Relation auf A (d.h. R C A x A).

(1) R heiit antisymmetrisch, wenn RN R~ C Ay (vgl. 2.2(iii)), d.h. wenn fiir
alle a,b € A gilt: (a,b) € R und (b,a) € R=a =b.
(2) R heiBt Ordnungsrelation, wenn R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
ist. Man nennt dann A auch eine (durch R) (teilweise) geordnete Menge.
Schreibweise: (a,b) € R< a <g b oder auch a < b.

Eine Ordnungsrelation R, die zugleich Aquivalenzrelation ist, kann nur die
Identitét sein, denn

symmetrisch R=R"!
antisymmetrisch RNR'C A4 p = A4 =R.
reflexiv AsCR

Bekannte Beispiele von Ordnungsrelationen sind:
(1) <auf N, R={(z,y) e NxIN |y—xz¢ec INU{0}}.
(2) C auf der Potenzmenge einer Menge A:

R={(U,V)ePA) xPB)|UCV}.

Im ersten Beispiel beobachten wir als zusétzliche Eigenschaft, dal zwei Ele-
mente z,y € IV immer vergleichbar sind: x < y oder y < z. Relationen mit
dieser Eigenschaft spielen eine besondere Rolle:

5.2 Definition
Eine Ordnungsrelation R auf A heifit lineare (oder totale) Ordnung, wenn

RUR ' = Ax A,
d.h. fiir je zwei Elemente a,b € A gilt (a,b) € R oder (b,a) € R.

Eine symmetrische Relation mit dieser Eigenschaft wire die Allrelation.

Lineare Ordnungen werden auch vollstindige oder totale Ordnungen genannt.
Bei gewohnlichen Ordnungsrelationen spricht man auch von teilweisen Ordnun-
gen oder Halbordnungen.
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(N, <), (Q,<) und (Z, <) sind Beispiele fiir lineare Ordnungen,
(P(A), C) ist eine teilweise Ordnung.

Elemente in geordneten Mengen konnen sich durch folgende Eigenschaften
auszeichnen:

5.3 Definition
Sei (A, <) eine geordnete Menge, B C A eine Teilmenge.

b € B heiit griofites Element von B, wenn fiir alle b’ € B stets v/ < b.

b € B heifit mazimales Element von B, wenn fiir alle b’ € B gilt:
b<b =10V =>b,dh. es gibt kein Element in B, das grofler als b ist.

a € A heiflit obere Schranke von B, wenn b < a fiir alle b € B.

a € A heifit Supremum oder obere Grenze von B in A, wenn a kleinste obere
Schranke von B ist, d.h. fiir alle oberen Schranken a’ von B gilt a < d'.

Entsprechend werden kleinste und minimale Elemente, untere Schranke und
Infimum definiert.

Elemente mit diesen Eigenschaften braucht es nicht zu geben.
Jedes grofite Element in B ist auch maximal. Dagegen kann es mehrere ma-
ximale Elemente in B geben, die nicht vergleichbar sind.

Wir wollen diese Begriffe an einem einfachen Beispiel erlautern, bei dem wir die
Teilmengenbeziehung angeben:
A = Potenzmenge von {1, 2, 3}:

{1,2,3}
{1,2} {1,3} {2,3}

P X
o @3

~__
0

{1,2,3} ist groftes Element in A, () ist kleinstes Element in A.

In B = A\ {{1,2,3},0} gibt es weder groBtes noch kleinstes Element.
{1,2},{1,3} und {2,3} sind maximale Elemente darin, {1,2,3} ist Supremum
davon.

Die Teilmenge {0, {1}, {1,2},{1,2,3}} von A ist beziiglich C linear geordnet,
ebenso die Teilmenge {{2}, {2, 3}}. Beide Mengen besitzen ein Supremum (sogar
ein grofites Element).
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5.4 Definition
Eine nicht-leere, geordnete Menge (A, <) heifit induktiv geordnet, wenn jede
nicht-leere (beziiglich <) linear geordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt.

Man beachte, dal Teilmengen von induktiv geordneten Mengen nicht wieder
induktiv geordnet sein miissen.

Beispiel
Fiir jede Menge A # () ist die Potenzmenge (P(A), C) induktiv geordnet:
Sei U C P(A), U linear geordnet. Dann ist

S=U,UePA)

Supremum von U: Da U C S fiir alle U € U, ist S obere Schranke. Fiir jedes
TeP(A)mit UCT furalleU el gilt S =Uye, U CT.

Die Bedeutung der induktiv geordneten Mengen liegt darin, dafl man in ihnen
- mit Hilfe des Auswahlaxioms - die Existenz von maximalen Elementen zeigen
kann. Dies fiihrt zu einer vierten Variation des Auswahlaxioms.

5.5 Auswahlaxiom IV: Zornsches Lemma
Jede induktiv geordnete Menge besitzt maximale Elemente.

Der Beweis ist zwar im wesentlichen mit den uns bereits bekannten Begrif-
fen zu fithren, erfordert aber doch eine gewisse Vertiefung in die Denkweise der
Mengenlehre (vgl. Enderton, Theorem 6M).

Fragen wir uns, was das Zornsche Lemma fiir die induktiv geordnete Potenz-
menge einer Menge A bringt. Nun, fiir diesen Fall ergibt sich nichts neues, da
wir in P(A) bereits ein maximales Element kennen: A selbst ist sogar groBtes
Element in P(A).

Die hauptséchlichen Anwendungen werden sich fiir uns auf Teilmengen von
P(A) beziehen.

Nach diesen Ausfithrungen zur (abstrakten) Mengenlehre wollen wir uns nun
den eigentlichen Objekten unseres Interesses, den algebraischen Strukturen zu-
wenden.

Eine ausfiihrlichere Darstellung der bislang angesprochenen Problemkreise
findet man zum Beipiel in Enderton [4], Halmos [6], oder FU Hagen [5].

5.6 Aufgaben

Seien R, S Ordnungsrelationen auf den Mengen A bzw. B. Zeigen Sie, dafl
folgende Teilmengen von (A x B) x (A x B) Ordnungsrelationen definieren:
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(i) @ ={((a1,b1), (az,b2)) [(a1 = az und (by,b3) € S)
oder (ay # ay und (ay,a2) € R)}
(lexikographische Ordnung).

(ii) P ={((a1,b1), (a2,b2)) | (a1,a2) € R und (by,be) € S}.
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Algebraische Grundstrukturen

Bei der Addition oder Multiplikation von Zahlen wird zwei Zahlen a, b eine neue
Zahl a4+ b oder a-b zugeordnet. Man nennt dies eine Verkniipfung auf der Menge
der (natiirlichen, reellen) Zahlen.

Wir werden im néchsten Paragraphen zunéchst Mengen mit einer Verkniip-
fung untersuchen (Gruppen, Halbgruppen). Im darauffolgenden Paragraphen
wird dann das Zusammenspiel von zwei Verkniipfungen behandelt, wie wir es
ebenfalls von den Zahlen her kennen (Ringe, Korper).

6 Halbgruppen und Gruppen

Zur Festlegung der algebraischen Grundbegriffe bedienen wir uns der Sprache
und der Methoden der Mengenlehre.

6.1 Definition
Sei A eine nicht-leere Menge. Eine Verkniipfung T auf A ist eine Abbildung von
AXx Ain A:

T:AxA— A, (a,b)—arth.

Als Beispiel dazu haben wir schon 4 und - auf IN kennengelernt.

Ist 7 eine Verkniipfung auf A, so ist fiir ¢ € A auch (a7 b,¢) € A x A und
(a7b)Tc e A. Analog 148t sich auch a7 (b7 ¢) € A bilden. Fiir beliebiges 7 muf§
sich dabei keineswegs das gleiche Element ergeben. Schauen wir uns ein einfaches
Beispiel dazu an.

Verkniipfungen auf endlichen Mengen A kénnen wir durch Verknipfungsta-
feln angeben. Dabei schreibt man die Elemente von A einmal als erste Zeile und
einmal als erste Spalte einer quadratischen Tafel und setzt das Element a 7 b in
den Schnitt der Zeile a mit der Spalte b.

Sei z. B. A={a,b} und 7: A x A — A gegeben durch die

33
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Verkniipfungstafel b (atb)Ta = bTa = a
b

T|a
alb at(bta) = ata = b
bla b
Dabei fithren die beiden angesprochenen Bildungen zu verschiedenen Ergeb-
nissen. Wir werden uns hier jedoch fiir solche Verkniipfungen interessieren, bei

denen das Ergebnis unabhéngig von der Reihenfolge der Ausfithrung ist.

6.2 Definition
Sei H eine nicht-leere Menge.
Eine Verkniipfung 7 : H x H — H heifit assoziativ, wenn

(atb)Tec=art (btc) fir alle a, b, c € H.

(H,7) nennt man dann eine Halbgruppe.

(H,7) heiBt kommutative Halbgruppe, wenn zudem a 7b = b7 a fiir alle
a, be H gilt.

Ist H endlich, so nennt man die Zahl der Elemente von H die Ordnung von

H.

Ist aus dem Zusammenhang klar, welche Verkniipfung gemeint ist, so schreibt
man fir (H,7) nur H.

Es 148t sich durch Induktion zeigen, daf sich in einer Halbgruppe bei jedem
endlichen Produkt die Klammern beliebig setzen lassen, also z.B.

(a1 T (ag T az)) Tay = ay 7 ((ag 7 as) T ay).
6.3 Beispiele von Halbgruppen
(1) IN bildet mit 7 = + und 7 = - je eine kommutative Halbgruppe.
(2) Fir die Abbildung 7: Ax A — A, (a,b) — a, gilt die Assoziativitit, nicht
aber die Kommutativitét, falls es a # b in der Menge A gibt, denn
atb=a#b=>bra.

(3) Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist eine Halbgruppe mit N (oder U).

(4) Sei A # () eine Menge, Abb(A) := Abb(A, A) die Menge der Abbildungen
von A in A. Dann ist (Abb(A), o) eine Halbgruppe mit

Abb(A) x Abb(A) — Abb(A), (f,g) — go f.

Sie ist nicht kommutativ, wenn A mehr als ein Element enthélt:
Seienc#be A, f:A— A, aw—bfirallea € A,
g:A— A aw cfirallea € A

Dann gilt go f(a) =c# b= fog(a),also go f # fog.
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(5) Ist A # () eine Menge und (H,7) eine Halbgruppe, dann wird Abb(A, H)
zu einer Halbgruppe durch

f7g:A— H, a— f(a) 7 g(a) fiir alle a € A.

(6) Ist (H;, 7i)icr eine Familie von Halbgruppen, so 148t sich auch auf dem
kartesischen Produkt []; H; eine Verkniipfung 7 definieren, die (I]; H;, T)
zu einer Halbgruppe macht:

(ai)[ T (bz)l = ((li Ti bz)[

Sehen wir uns an, welche besonderen Eigenschaften Elemente einer Halbgrup-
pe haben konnen:

6.4 Definition

Sei (H,7) eine Halbgruppe.
(1) Ein Element e € H heif}t

rechtsneutrales Element, wenn a 7 e = a fiir alle a € H,
linksneutrales Element, wenn e T a = a fiir alle a € H,

neutrales Element, wenn aTe =eTa = a fir allea € H.

(2) Hat H ein neutrales Element e, dann heifit ein Element b € H
rechtsinvers zu a € H, wenn a 7b = e,

linksinvers zu a € H, wenn b7 a = e,

invers zu a € H, wenn a 7b = b7 a = e. Man schreibt dafiir b =: a~!.

Wir wollen dazu gleich einige Beobachtungen festhalten:

(1) Eine Halbgruppe hat hochstens ein neutrales Element: Sind e und ¢
neutrale Elemente, dann gilt e = e 7€’ = €',

(2) Zu einem a € H gibt es hochstens ein inverses Element: Sind b und b’
invers zu a, dann gilt: b=bre=b7(a7b)=(bTa)Tt =eTb =1
(3) Ist b invers zu a und ¥ invers zu o/, dann ist ¥’ 7 b invers zu a 7 o’

Priifen wir, ob es in den Beispielen von 6.3 solche Elemente gibt:

(i) (IN,+): 0 ist neutrales Element; (IV, -): 1 ist neutrales Element.
Nur zu 0 bzw. 1 gibt es inverse Elemente.

(ii) (a,b) +— a: Jedes Element ist rechtsneutral; es gibt kein linksneutrales
Element, wenn A mehr als ein Element enthélt.
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(iii) (P(A),N): A ist neutrales Element;
(P(A),U): 0 ist neutrales Element.

(iv) (Abb(A),o): id4 ist neutrales Element. Zu f € Abb(A) gibt es ein Inverses,
wenn f invertierbar ist (Umkehrabbildung).

(v) (Abb(A, H),7'): Hat H ein neutrales Element e, so ist das neutrale Element
von Abb(A, H) die konstante Abbildung €: A — H, a — e.

(vi) (I1; H;, 7): Hat jedes H; ein neutrales Element e;, so ist (e;);e; neutrales
Element in [[; H;.

Wie an den Beispielen zu sehen ist, braucht es in Halbgruppen weder neutrale
noch inverse Elemente zu geben. Halbgruppen, in denen es diese Elemente immer
gibt, sind von besonderer Bedeutung:

6.5 Definition
Eine Halbgruppe (H, 7) heifit Gruppe, wenn gilt:

(1) Es gibt ein neutrales Element e € H;
(2) Zu jedem a € H gibt es ein Inverses.

Ist die Verkniipfung 7 kommutativ, so nennt man (H, 7) eine kommutative oder
auch abelsche Gruppe (in Erinnerung an den norwegischen Mathematiker N.H.
Abel).

Die in 6.5 gestellten Forderungen (1) und (2) lassen sich durch die Losbarkeit
bestimmter Gleichungen ausdriicken. Es gilt:

6.6 Satz
Fiir eine Halbgruppe H sind folgende Figenschaften dquivalent:

(a) (H,T) ist eine Gruppe;
(b) Zu je zwei Elementen a, b € H gibt es genau ein x € H mit aTx = b und
genau einy € H mit yTa =0».
Beweis: (a) =(b) Sei (H, ) eine Gruppe, a, b € H. Fiir x = o' 7 b gilt

atr=a7(a'7b)=(aTa)Tb=0.

Zur Eindeutigkeit von z: Gelte a7 x = b = a7 2’ fiir x, 2’ € H. Dann folgt
r=a'7(arr)=at7bund 2’ =a 7 (aT2)=a"t T
Analog erhélt man die Losung von y 7 a = b.

(b) =(a) Es gelte (b). Dann hat a 7 x = a eine Losung e € H, also a T e = a.
Wir zeigen, dafl dieses e neutrales Element ist.
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Sei b € H beliebig und ¢ € H mit ¢ 7 a = b. Dann gilt
bre=(cta)te=ct(aTe)=cTa=b,
also ist e rechts neutral. Betrachte nun ein &' € H mit e 7 & = b. Dann gilt
etb=et(etV)=(eTe)Tl =7l =b.

Somit ist e auch links neutral.
Es bleibt noch, ein Inverses zu a € H zu finden. Nach Voraussetzung gibt es
zu a, e € H Elemente b, b/ € H mit a7 b = ¢, ' 7 a = e. Daraus ergibt sich

V=bUrte=b7(atb)=0717a)Tb=eTb=0.
Also ist b invers zu a. O

Als Beispiel fiir Gruppen kennen wir etwa die ganzen Zahlen (Z, +) und die
rationalen Zahlen (@, +) bzw. (Q \ {0},-).

Die in 6.3 angegebenen Beispiele fiir Halbgruppen sind allesamt keine Grup-
pen. Einige von ihnen lassen sich in Gruppen einbetten, etwa (N, +) und (IV \
{0},). Die meisten davon enthalten (wenn auch manchmal triviale) Gruppen.
Solche Unterstrukturen sind von grofiem Interesse:

6.7 Definition
Sei (H,7) eine Halbgruppe.

Eine Teilmenge U C H heift Unterhalbgruppe, wenn fiir a, b € U auch atb €
U gilt. Man sagt dazu, U ist abgeschlossen gegeniiber 7. (U, T) ist Halbgruppe.

Besitzt (H,7) ein neutrales Element, dann heifit U C H Untergruppe, wenn
es Unterhalbgruppe ist und zu jedem a € U auch a=* € U gilt.

(U, 7) ist dann eine Gruppe mit neutralem Element e € U.

In jeder Halbgruppe (H,7) mit neutralem Element e ist die Menge H* der
invertierbaren Elemente in H eine Untergruppe, denn

e € H*, a € H* (also invertierbar) = a~! € H* und

a,be H*=atbe H*.

Sehen wir uns wieder die in 6.3 gegebenen Beispiele darauthin an:
(i) In (IN,+) und (IV,-) ist 2IN (= gerade Zahlen) eine Unterhalbgruppe.
{1} ist Untergruppe von (IN, - ).

(ii) (a,b) — a: {a} C A ist wohl Gruppe, aber nicht Untergruppe, da A kein
neutrales Element hat.

(i) {A} ist Untergruppe von (P(A),N), {
{0, A} ist Unterhalbgruppe von (P(A
Fall Untergruppe (IN? = A, AU? = ().

f} Untergruppe von (P(A),U).
),N) und (P(A),U), aber in keinem
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(iv) (Abb(A), o): Die surjektiven, die injektiven sowie die konstanten Abbildun-
gen bilden jeweils Unterhalbgruppen. Die bijektiven Abbildungen sind eine
Untergruppe.

(v) (Abb(A, H),7’): Ist U Untergruppe von H, dann ist Abb(A, U) Untergrup-
pe von Abb(A, H).
Als Abbildungen zwischen Halbgruppen interessieren uns vor allem solche,
die mit den Verkniipfungen vertréglich sind:

6.8 Definition
Seien (Hi,7) und (Hs, ) Halbgruppen. Eine Abbildung f : H; — Hs heifit
(Halbgruppen-) Homomorphismus, wenn fiir alle a, b € H; gilt

flaTb) = f(a) 7 f(b)

Man nennt dann f : H; — H, einen
Monomorphismus, wenn f injektiv ist,
Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,
Isomorphismus, wenn f bijektiv ist,
Endomorphismus, wenn H; = Hs,

Automorphismus, wenn Hy = H, und f Isomorphismus ist.

Sind H; und Hy Gruppen, so nennt man einen Halbgruppen-Homomorphis-
mus f : Hy — Hy auch Gruppen-Homomorphismus.

Die Mengen der Homo-, Endo- bzw. Automorphismen bezeichnet man mit
Hom(H,, Hy), End(H,) bzw. Aut(H;). End(H,) und Aut(H,;) sind offensichtlich
Unterhalbgruppen von Abb(Hy, Hy).

Schauen wir uns einige Beispiele zu diesen Begriffen an.

6.9 Beispiele von Homomorphismen

(1) Sei (G, ) eine Gruppe. Zu a € G definieren wir

I, G—G, z—a-xz-a’

1, ist ein Homomorphismus, denn

I(z-y) = a-(z-y)-a'
= a-z-(at-a)-y-at = IL(z) L(y).
I, ist injektiv, denn aus a-x-a ' =a-y-a" ! folgt x = v.
1, ist surjektiv, denn fiir b € G gilt

It b-a)=a-a' b-a-a'=h
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Man nennt I, einen inneren Automorphismus.

(2) Seien H;, Hs Halbgruppen und e neutrales Element in Hy. Dann ist
H, — H,, x> ey fiirallez e Hy,

ein (trivialer) Homomorphismus.
(3) Die Ezponentialfunktion

exp: (R,+) — (Rso,"), x> ¢€",

ist ein Homomorphismus, da e*™¥ = e%e¥.

Auch der Logarithmus
log : (R>o,-) — (IR, +), = — log(x),
ist ein Homomorphismus, denn log(zy) = log(x) + log(y).
(4) Sei (H,-) eine Halbgruppe. Dann ist die Linksmultiplikation mit einem
a € H eine Abbildung von H in sich,
L,-H—H, xw—a-z.
Damit erhalten wir einen Homomorphismus
A:(H,-) — (Abb(H,H),0), aw> L,.
Nach Definition gilt ndmlich
Lop(z)=(a-b)-x=a-(b-x) = Ly(Lp(x)) = L, 0 Ly(x),

also a-bw+— L, o Ly. Ist a invertierbar, dann ist L, bijektiv.
Ist H eine Gruppe, so ist A monomorph, und H ist isomorph zu einer Unter-
gruppe der bijektiven Abbildungen von H in sich.

Ahnliche Bildungen kann man natiirlich auch mit Rechtsmultiplikationen
durchfithren. Man beachte, dafl sich dann bei A die Reihenfolge der Multipli-
kation im Bild umdreht.

Halten wir weitere Eigenschaften von Homomorphismen fest:

6.10 Satz
Sei f: (Hy, 1) — (Ha, 7o) ein Homomorphismus von Halbgruppen.

(1) Ist Uy eine Unterhalbgruppe von Hy, dann ist f(Uy) eine Unterhalbgruppe
von Hy.
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(2) Ist Uy eine Unterhalbgruppe von Ho, dann ist f~1(Us) = 0 oder eine Un-
terhalbgruppe von H;.

Sei ag, by € f(Uy) C Hy. Dann gibt es ay, by € Hy mit f(a;) =

Beweis: (1)
= by, und es gilt

az, f(bl)
ap 7o by = f(al) T2 f(bl) = f(al 71 bl) S f(Ul)'
(2) Seien f_l(UQ) 7A @ und ai, b, € f_l(U2)7 d.h. f(CLl), f(bl) c UQ, und

flar 71 b1) = f(ar) 72 f(b1) € U,

also a; 11 by € f7H(Uy). O

Wenn auch die Kennzeichnung von Homomorphismen zwischen Halbgruppen
die gleiche ist wie zwischen Gruppen, so erzwingt die Gruppenstruktur doch
zusétzliche Eigenschaften der Homomorphismen:

6.11 Satz
Seien f: (Gy, 1) — (Ga, 1) ein Gruppen-Homomorphismus, e; € G1 und
es € Gy die neutralen Elemente. Dann gilt:

(1) f(e1) = ey und f(a™') = (f(a))™?t fir alle a € G;.
(2) Ist Uy Untergruppe von Gy, dann ist f(Uy) Untergruppe von Gs.
(3) Ist Uy Untergruppe von Gso, dann ist f~1(Usy) Untergruppe von Gy.

Beweis: (1) Aus e; 71 e; = e folgt f(e1) = f(e1) 2 f(e1) und

er = f(er) 72 (fler)) ™' = fle).

(2) und (3) folgen damit aus Satz 6.10. O

Eine wichtige Eigenschaft von Homomorphismen ist die Tatsache, daf} ihre
Komposition (als Abbildungen) wieder strukturvertréglich ist:

6.12 Satz
Seien f: Hy — Hy, g : Hy — Hs Homomorphismen von Halbgruppen.

(1) Dann ist auch go f : Hi — Hs ein Homomorphismus.

(2) Ist f ein Isomorphismus, dann ist auch die Umkehrabbildung
f~t': Hy — H, ein Isomorphismus.
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Beweis: (1) ist leicht nachzupriifen.

(2) Wir haben f(fY(zmy)) = xmny = f(f z)n [ (y)). Wegen der
Injektivitat von f gilt damit auch

fHemy) = (o) ()

O

Dies impliziert insbesondere, dafl die Komposition von Endomorphismen wie-
der Endomorphismen ergibt, also

6.13 Korollar
Sei H eine Halbgruppe. Dann ist End(H) eine Unterhalbgruppe von Abb(H, H),
und die Automorphismen Aut(H) bilden die Gruppe der invertierbaren Elemente

in End(H).

Ist f : G; — G5 ein Gruppen-Homomorphismus, so ist das Urbild jeder
Untergruppe von G5 eine Untergruppe von (. Speziell ist also auch das Urbild
von {es} C Gy eine Untergruppe in G;. Diese ist fiir den Homomorphismus f
von grofler Bedeutung. Man gibt ihr daher einen besonderen Namen:

6.14 Definition
Sei f : G; — G5 ein Gruppen-Homomorphismus, e; € GG das neutrale Element.
Dann nennt man die Untergruppe f~!(es) von G den Kern von f, also

Kern f = {a € Gy | f(a) = ea}

Die wichtigsten Eigenschaften davon fassen wir zusammen in:

6.15 Satz
Seien f : G1 — Gy ein Homomorphismus von Gruppen und ey, es die neutralen
Elemente von Gy bzw. Gs. Fir den Kern von f gilt:

(1) Fiir a,b € Gy ist genau dann f(a) = f(b), wenn ab~' € Kern f
(oder a'b € Kern f ).

(2) Fiir ¢ € Kern f ist aca™* € Kern f, also a(Kern f)a™' C Kern f fiir alle
a < G1~

(3) Fiir alle a € Gy gilt aKern f = (Kern f)a.

(4) f ist genau dann injektiv (= monomorph), wenn Kern f = {e;} ist.
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Beweis: (1) Ist f(a) = f(b), dann ist

ex = f(a)(f(0)™") = fla)f(b™") = flab™"),

also ab™! € Kern f. Umgekehrt folgt aus f(ab™!) = ey auch
f(b) = eaf(b) = f(a) f(b~1) f(b) = f(a).

(2) Fiir f(c) = ey gilt f(aca™) = f(a)f(c)f(a™) = flaa™") = es.
(3) Betrachte b = ak, k € Kern f. Dann ist ba™' = aka™ € Kern f und
b € (Kern f)a nach (2).

4) Gilt Kern f = {e;}, dann gilt in (1) ab~! = ey, also a = b. O
(

6.16 Definition
Eine Untergruppe U einer Gruppe (G, 7) heifit Normalteiler oder normale Un-
tergruppe, wenn

atUTta ' CU fiir alle a € G.

Es ist leicht zu sehen, daf} eine Untergruppe U C G genau dann Normalteiler ist,
wenn

aTU =U Ta fir alle a € G.

In abelschen Gruppen ist natiirlich jede Untergruppe Normalteiler.

Zu jeder Untergruppe U einer Gruppe (G,7) wird eine Aquivalenzrelation
auf G definiert durch

Ry ={(a,b) e GxG|b'TacU}.

Die Aquivalenzklasse zu einem a € G ist dann Ry (a) = [a] = a7 U.
Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit G'/U.

Die Normalteiler einer Gruppe zeichnen sich nun dadurch unter den gewohn-
lichen Untergruppen aus, da§ auf G/U wieder eine Gruppenstruktur eingefiihrt
werden kann.

6.17 Faktorgruppen
Sei (G, 1) eine Gruppe mit neutralem Element e. Sei U Normalteiler in G, so
wird die Menge der Aquivalenzklassen G/U zu einer Gruppe durch die Verkniip-
Jung
la] 7' [b] :== [a T V] fiir a,b € G.

Dabei ist [e] das neutrale Element in (G/U,7'), und [a™] ist das Inverse zu [a].
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Beweis: Es ist zu zeigen, dafl diese Festlegung unabhéngig ist von der Auswahl
der Reprisentanten. Dazu betrachten wir o' € [a] und b € [b], also @’ = a Tk
und O = a 7 h fiir geeignete k, h € U. Hierfiir gilt

@71V = latkTtbTh] = atkrbrhtU = atk7(b7U)
atkT(UTb) = atUTh
= atbtU = [aT}].

Also definiert 7’ tatséchlich eine Verkniipfung auf G/U.
Es ist klar, daf§ [e] neutrales Element ist.
Aus [a] 7' [a7 '] = [aTa™ ] = [e] folgt [a] ™t = [a7!]. O

Nach 6.15 ist der Kern eines Gruppen-Homomorphismus ein Normalteiler in
seiner Quelle.

In 4.5 haben wir zu einer Abbildung f : G; — G5 eine Aquivalenzrelation
auf GGy definiert. Ist f ein Gruppen-Homomorphismus, so haben wir nach 6.15

Ry = {(a,b) € Gy x Gy | f(a) = f(b)}
= {(a,b) € G1 x Gy | a~'b € Kern f}.

Damit ist b € [a] (also f(b) = f(a)) genau dann, wenn b € a Kern f, d.h.
aKern f = [a] = (Kern f)a

ist die Aquivalenzklasse von a € G4 bzgl. Ry. Fiir die Menge der Aquivalenz-
klassen bedeutet dies

G1/Ry={aKernf |a € G} = G;/Kern f.

Wie wir oben gezeigt haben, haben wir auf GG; / Kern f eine Gruppenstruktur.
Damit kommen wir zu einem der wichtigen Sétze der Gruppentheorie:

6.18 Homomorphiesatz fiir Gruppen
Sei f : G — Go ein Homomorphismus von Gruppen. Dann ist die kanonische
Projektion
pr: Gy — Gi/Kemn f, aw lal,

ein Gruppenepimorphismus, und es gibt genau einen Monomorphismus
f:Gi/Kern f — Gy

mit f = fopy, d.h. wir haben das kommutative Diagramm

o L oaq

prN\. S f
G1/Kern f.



44 KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE GRUNDSTRUKTUREN

Beweis: Das kommutative Diagramm kennen wir bereits aus 4.6, und wir wissen
von dort, dafl p; surjektiv und f injektiv ist. Es bleibt zu zeigen, dafl p; und f
Homomorphismen sind. Dies sieht man aus den Gleichungen

prlamd) = famb] = la] 7 [B] = pyla) i ps(b),
fla ) = flland]) = flanb) = fla) = f(b) = f(la]) 2 F([2])-

O

Neu gegeniiber Satz 4.6 ist im Homomorphiesatz, daBl man bei einem Grup-
pen-Homomorphismus f : G5 — Go auf G;/Kern f eine Gruppenstruktur hat
und die auftretenden Abbildungen Homomorphismen sind.

Wie schon angemerkt, ist in abelschen Gruppen jede Untergruppe Normal-
teiler. Sehen wir uns dazu einen einfachen Fall an.

6.19 Beispiel
Betrachte die Aquivalenzrelation auf Z, die durch die Untergruppe 7Z bestimmt
ist, also

R; = {(a,b) € Z x Z | a — b ist durch 7 teilbar}

= {(a,b) e Z X Z | (=b)+acTZ}.

Dann ist Z /7Z eine additive Gruppe mit [a] + [b] = [a + b].
Die Projektion p; : Z — Z |TZ, z — [2] ist ein Epimorphismus.
Wie nach Satz 3.8 zu erwarten ist, gibt es eine Abbildung von Mengen, etwa

Q:Z|TZ — Z, [z]— z € [2], mit 29 <7,

fir die p; o ¢ = idg/7z gilt. Man beachte aber, dafl ¢ kein Homomorphismus
(bzgl. +) ist, denn es gilt z.B. ¢([5]) = 5, ¢([6]) = 6 und

q([5] + [6]) = q([5+6]) = 4 # 11 = 546 = ¢([5]) + q([6])-

In der Tat gibt es keinen Homomorphismus g : Z /7TZ — Z mit p;og = idz,7z.
Dies zeigt uns, dafl nicht alle Satze iiber Abbildungen von Mengen auch fiir
Homomorphismen von Gruppen gelten.

Analog zur Situation bei Abbildungen haben wir auch hier:

6.20 Satz (Universelle Eigenschaft des Produkts von (Halb-) Gruppen)

Sei (H;,7;); eine Familie von Halbgruppen und (I1; H;, ') das Produkt der H;
mit der Verkniipfung

(ai)[ 7'/ (bl)[ = (ai Ti bz)[
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(1) Dann sind die Projektionen
mp [, Hi — Hy,  (@i)ier = ax,

(Halbgruppen- ) Epimorphismen.

(2) Ist H' eine Halbgruppe und (f; : H — H;);cr eine Familie von Homo-
morphismen, so gibt es genau einen Homomorphismus f : H' — T[; H;
mit

mro f=fr firallekel,

d.h. folgende Diagramme sind kommutativ:

LA
7\ S T
[1; H;.

O

Wir wollen schlieflich die neu erlernten Begriffe anhand einer wichtigen Grup-
pe ansehen, auf die wir spéter zuriickgreifen werden.

6.21 Permutationsgruppen
Die bijektiven Abbildungen einer (endlichen) Menge A in sich nennt man Per-
mutationen von A.
Die Gruppe aller Permutationen von A heiffit Permutationsgruppe oder sym-
metrische Gruppe von A. Sie hat die Identitdat auf A als neutrales Element.

Bei diesen Betrachtungen kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit
eine endliche Menge mit n Elementen durch

{1,2,...,n}

vorgeben. Die symmetrische Gruppe dazu bezeichnet man mit S,,.
Eine Permutation o davon kann man beschreiben durch

( 1 2 ... n >
o(l) o(2) ... on))’
Permutationen, die lediglich ein Paar von Elementen vertauschen und den

Rest festlassen, nennt man Transpositionen.
Fiir jede Transposition 7 gilt 72 = id. Ein Beispiel dafiir ist etwa

_(1234) 2_(1234)_.d
T=\1 43 92) 7T 7=\1 2 3 4)7%"

Transpositionen sind sozusagen die Bausteine der Permutationen, denn:
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6.22 Satz
Jede Permutation ist als Produkt von Transpositionen darstellbar.

Beweis: Es ist klar, daf§ eine Permutation genau dann die Identitét ist, wenn sie
n Elemente unverandert 148t.

Sei nun o eine Permutation, die r < n Elemente festlafit. Fiir ein ¢ < n mit
0(q) # q definieren wir eine Transposition 71, die ¢ mit o(q) vertauscht und den
Rest festldafit. Die Komposition 71 o o hat dann r 4+ 1 Fixelemente.

Durch weitere Wahl von Transpositionen 7y, 73, ..., 7 erhélt man schliellich n
Fixpunkte, also

ThO0Tp_1---Tioo=1id undo '=70-- 07T
Da jede Permutation invertierbar ist, folgt daraus die Behauptung. O

6.23 Definition
Fiir eine Permutation o € §,, definieren wir das Signum durch

sgno = ][lo() —o@)] / 11l -1l

1<j 1<j

Wie leicht zu sehen ist, stehen iiber und unter dem Bruchstrich bis auf das
Vorzeichen die gleichen Faktoren. Also ist sgn o gleich +1 oder —1.

. . . =1
Die Permutation o heif3t { gerade, wenn sgh o :
ungerade, wenn sgno = —1
Fiir eine Transposition 7 € S, gilt offensichtlich sgn 7 = —1.

Als wichtige Eigenschaft von Signum stellen wir fest:

6.24 Satz
Fiir je zwei Permutationen o, T € S,, gilt

sgn(coT)=sgno -sgnr.

Beweis: Nehmen wir zunédchst an, 7 sei eine Transposition, welche die Zahlen
k < [ vertauscht. Ist ¢ < j, so haben wir

7(j) < 7(i) genau dann, wenn i = k, j =,
oder — dquivalent dazu —

7(i) < 7(j) genau dann, wenn (7, ) # (k,1).
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Fiir jedes 0 € S,, ergibt sich damit

[[o07(j) =0 o7(i)]

T lrorl)— oo (k)] LT lrerl)—aor(i)
~loorl)—gor®)] 1T lol) - ol
=~ 1o ()~ o(0]

Daraus ersieht man sgn(o o7) = sgno - sgnr.

Sei nun 7 eine beliebige Permutation. Nach 6.22 kénnen wir
T=T10T720---0Tg

mit lauter Transpositionen 7; schreiben. Damit ist nun leicht zu sehen, daf§ auch
fiir beliebige 7 die gewiinschte Beziehung gilt. O

Es gibt noch andere Moglichkeiten, das Signum einer Permutation zu interpre-
tieren. Fiir o € S,, bezeichne s(o) die Anzahl der Paare (i,j) mit 1 <i < j <mn
und o(i) > o(j). Diese Paare bezeichnet man als Fehlstinde von o. Man kann
sich iiberlegen, dafl

sgno = (—1)%),

Eine weitere Beschreibung von Signum erhélt man durch die Zerlegung von o €
S,, in ein Produkt von Transpositionen 7;, also

0 =T10T720+:-0Tg,

mit einer ganzen Zahl k. Solche Zerlegungen sind zwar keineswegs eindeutig, und
somit ist auch k nicht eindeutig bestimmt, dennoch folgt aus 6.24

sgno = (—1)".

Damit konnen wir zusammenfassen:

6.25 Alternierende Gruppe
Die geraden Permutationen in S, sind solche, die eine gerade Anzahl von
Fehlsténden haben, oder — gleichbedeutend — die als Produkt einer geraden
Anzahl von Transpositionen darstellbar sind. Sie bilden eine Untergruppe und —
nach 6.24 — sogar einen Normalteiler in S,,.

Man nennt sie die alternierende Gruppe A,.
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6.26 Beispiele
(1) Berechnung von Signum in S.

12345
o= <3 541 2> ’ s(o) = T, sgno; = —1;
12345
= <2 531 4> ’ s(o2) = 5, sgno, = —1;
oo <é421:1“212>’ s(oyo00y) = 4, sgnojooy, = 1.

(2) Eigenschaften der S3. Setze

123 123
O‘_<213> ‘mdﬁ_<132>‘

Dann gilt o? = id, 3? = id und

soan (332) £ (333) e

Dies bestétigt, dal S5 eine nicht-kommutative Gruppe ist.

1

U :={id, a} ist Untergruppe, da o~ = «, aber kein Normalteiler, denn

roaos= (123 g

Die Komposition v := « o (3 ist eine gerade Permutation. Die Menge {id,~,7?}
enthélt alle geraden Permutationen und ist Normalteiler (= Aj).

6.27 Aufgaben
(1) Auf Z wird folgende Verkniipfung definiert :

atb:=a+b+1firabe Z.
Man zeige:
(i) aTb="bTa fiir alle a,b € Z;
(i) (arb)Tc=aT (bTc) fir alle a,b,c € Z;
(ii) Es gibt eine € Z miteTa=aT1e =a fir allea € Z.

(2) Finden Sie alle Moglichkeiten, die folgende Verkniipfungstafel so zu ver-
vollstdndigen, dafl man eine Halbgruppe mit neutralem Element erhéalt:

a b c
c b

S Q

o SN

a

(3) Sei (G, ) eine Gruppe. Zeigen Sie:
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(i) Jedes linksinverse Element aus G ist auch rechtsinvers.

Gilt fiir alle a,b,c € G daBaTc=0bTc, so ist a =0.

)
(ii) Jedes linksneutrale Element aus G ist auch rechtsneutral.
(iii)

)

(iv) G ist genau dann kommutativ, wenn fiir alle a,b € G und fiir alle n € IN
gilt: (aTb)" =a™Tb".

(v) Z(G) :={a € G| firallebe G gilt atb= bt a}, das Zentrum von G, ist
eine kommutative Untergruppe von G.

(vi) U und V seien Untergruppen von G.
Dann ist auch U NV eine Untergruppe von G.
U UV ist genau dann Untergruppe von G, wenn U C V oder V C U.

(4) Sei (G;, ;)1 eine Familie von Halbgruppen. Man zeige:

(i) Das Produkt I[; G; ist dann mit der komponentenweisen Verkniipfung
ebenfalls eine Halbgruppe.

(ii) Ist G; eine Gruppe fiir alle i € I, so ist auch [[; G; eine Gruppe.
(iii) Ist G; kommutativ fiir alle i € I, so ist auch [[; G; kommutativ.

(5) Sei (G, T) eine Gruppe und U eine Untergruppe von G.
(i) Zeigen Sie, daf fiir alle a,b € G gilt:

blracUsarU=brUS(atU)N((bTU)#0D.
(ii) Zeigen Sie, daB auf G eine Aquivalenzrelation gegeben ist durch
Ry ={(a,b) e Gx G| b ' raec U}

(iii) G sei eine endliche Gruppe der Ordnung n € IN.
Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Aquivalenzklassen beziiglich
Ry, und beweisen Sie so den Satz von Lagrange:
Ist U eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G, so ist die Ordnung von
U ein Teiler der Ordnung von G.
(6) Sei (G, 1) eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Zeigen Sie:
(i) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) aUa™ C U fiir allea € G (U ist Normalteiler);
(b) aUa™! = U fiir alle a € G;
(c) aU = Ua fiir alle a € G.
(ii) Ist U Normalteiler, dann Lifit sich auf der Menge G /U := G/Ry der Aqui-

valenzklassen beziiglich Ry (s.o.) durch [a|T[b] := [a7h] eine Verkniipfung
definieren, die (G/U,T) zu einer Gruppe macht.
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(iii) Die Abbildung py : (G,7) — (G/U,T) mit Pg,(a) = [a] ist ein (Grup-
pen-)Epimorphismus.

(iv) Jeder Normalteiler ist Kern eines (Gruppen-)Homomorphismus.

(7) Sei (G, T) eine Gruppe mit Untergruppe U und Normalteiler N. Zeigen
Sie:

(i) Ut N:={urn|ueUundn € N} ist Untergruppe in G.
(ii) U N N ist Normalteiler in U.
(iii) U/(UN N) ist isomorph zu (U T N)/N.

(8) Seien G1, Gy, G3 Gruppen, f : Gy — G3 ein Epimorphismus und g :
Gy — G3 eine Abbildung. Zeigen Sie:
Ist go f : Gy — G3 ein Homomorphismus, so ist auch g ein Homomorphismus.

(9) Man bestimme alle Endomorphismen der Gruppe (Q,+).

(10) Zeigen Sie, daf jede Gruppe der Ordnung n isomorph ist zu einer Un-
tergruppe von S, (vgl. 6.9,(4)).

(11) Sei [I; H; das Produkt einer Familie von Halbgruppen mit neutralen
Elementen e; € H; (vgl. 6.20). Zeigen Sie, dal es zu jedem k € I einen Homo-
morphismus

81Hk—>HIHi

gibt mit mo e = idpg, .
Man folgere, dafl jedes Hy isomorph ist zu einer Untergruppe von []; H;.
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7 Ringe und Korper

In diesem Abschnitt untersuchen wir algebraische Strukturen mit zwei Verkniip-
fungen. Da diese sehr weitgehend den Eigenschaften von + und - in den ganzen
Zahlen entsprechen sollen, belegt man sie meist mit diesen Symbolen:

7.1 Definition
Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen +, -, also ein Tripel (R, +, - ), heifit ein
Ring, wenn gilt:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
(i) (R, -) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element,

(iii) fiir alle a,b,c € A gelten die Distributivgesetze
a-(b+c) = a-b+a-c,
(a+b)-¢c = a-c+b-c.
Dabei folgen wir der Konvention, dafi die Multiplikation - starker bindet
als die Addition —+.

Man nennt den Ring (R, +, - ) kommutativ, wenn zusétzlich gilt
a-b=2>b-a fir alle a,b € R,

wenn also (R, -) eine kommutative Halbgruppe ist.

Das neutrale Element von (R, +) nennt man die Null in R und schreibt dafiir 0.
Das neutrale Element von (R, -) heifit die Eins von R, auch FEinselement, und
man bezeichnet es meist mit 1 (oder e). Statt a - b schreibt man haufig nur ab.

Bemerkung: Es macht auch Sinn, Ringe ohne Finselemente zu betrachten. Wir
wollen hier aber in Ringen im allgemeinen die Existenz einer Eins voraussetzen.

Als elementare Folgerungen notieren wir:

In einem Ring (R,+, -) gelten fiir alle a,b € R:

0-a=a-0=0,
(—a)b = a(—b) = —ab und
(—a)(—b) = ab.

Beweis: Aus a = (a + 0) folgt aa = aa + a0 und somit 0 = Oa.
Analog sieht man 0 = a0.
Aus 0 = (a+ (—a))b = ab+ (—a)b folgt —(ab) = (—a)b. O
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7.2 Definition
Ein Ring (R, +, -) heiit Divisionsring (auch Schiefkdorper), wenn (R\ {0}, -) eine
Gruppe ist, wenn es also zu jedem 0 # r € R ein Inverses bzgl. der Multiplikation
gibt. Dies bezeichnet man mit r 1.

Ein Divisionsring heifit Kdrper, wenn (R, -) kommutativ ist, also a-b=b-a
fir alle a,b € R.

In einem Divisionsring R ist das Produkt von zwei Elementen a, b nur dann 0,
wenn eines der beiden Elemente schon 0 ist: Aus ab = 0 und b # 0 folgt ndmlich
0= (ab)b™! = a.

7.3 Definition

Sei R ein Ring. Ein Element a € R heifit Nullteiler, wenn es ein 0 # b € R gibt
mit ab = 0.

Ringe, in denen es keine Nullteiler # 0 gibt, heiflen nullteilerfrei.

Kommutative Ringe, die nullteilerfrei sind, nennt man Integritdtsringe.

Zum Beispiel ist jeder Divisionsring nullteilerfrei, und jeder Korper ist Inte-
gritatsring.

Wie bei den Gruppen, so interessieren uns auch hier die Abbildungen, welche
die Ringstruktur beriicksichtigen:

7.4 Definition
Sei f : R — S eine Abbildung zwischen zwei Ringen R und S. f heifit (Ring-)Ho-

momorphismus, wenn fiir alle a,b € R gilt:

fla+b) = f(a)+ f(b)
fla-b) = f(a)- f(b)
1) = 1.

Man nennt f einen Anti-Homomorphismus, wenn an Stelle der zweiten Bedin-
gung gilt

fla-b) = f(b) f(a).
Als Kern f bezeichnet man das Urbild der 0 € S:

Kern f ={a € R| f(a) =0}

Ein Ringhomomorphismus ist also ein Halbgruppen-Homomorphismus zwi-
schen (R,+) und (S, +) sowie zwischen (R, -) und (S5, -).

7.5 Hilfssatz
Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt:
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(1) Kern f ist eine Untergruppe von (R,+), und fir alle b € R gilt

bKern f C Kern f und (Kern f)b C Kern f.

(2) f ist genau dann ein Monomorphismus, wenn Kern f = {0} ist.

(3) Ist R ein Divisionsring, so ist f ein Monomorphismus oder die Null-
abbildunyg.

Beweis: (1) Kern f ist Untergruppe nach 6.14.
Sei k € Kern f und b € R. Dann ist f(kb) = f(k)f(b) =0, also kb € Kern f.

(2) wurde in Satz 6.15 gezeigt.

(3) Angenommen 0 # ¢ € Kern f. Nach (1) gilt dann 1 = ¢- ¢! € Kern f,
und fiir jedes a € R ergibt sich f(a) = f(la) = f(1)f(a) = 0. O

Wie in 6.17 ausgefiihrt, haben wir auf R/ Kern f eine Addition. Wegen der
in 7.5 angegebenen Eigenschaften der Kerne 143t sich darauf auch eine Multipli-
kation definieren durch

(a+ Kern f) - (b + Kern f) = ab + Kern f.

Es ist nicht schwierig zu zeigen, daf3 diese Festlegung unabhéingig ist von der
Auswahl der Repréisentanten.
Dafiir gilt nun wieder

7.6 Homomorphiesatz fiir Ringe

Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:

Die kanonische Projektion py : R — R/ Kern f ist ein (surjektiver) Ringhomo-
morphismus, und die Abbildung

f:R/Kem f— S, [a] — f(a),

st ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir haben somit folgendes kommutative
Diagramm von Ringhomomorphismen:

s Lo
e\ S
R/Kern f.

7.7 Definition
Sei R ein Ring. Eine Untergruppe U C (R, +) heift

Linksideal in R, falls aU C U fiir alle a € R,
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Rechtsideal in R, falls Ua C U fiir alle a € R,
Ideal in R, falls U Links- und Rechtsideal ist.

Diese Forderungen implizieren, dafl jedes einseitige Ideal U selbst bzgl. - ab-
geschlossen und damit ein Unterring (ohne Eins) ist. Andererseits braucht jedoch
ein Unterring kein Links- oder Rechtsideal in R zu sein.

In jedem Ring R sind {0} und R Ideale. Man nennt sie die trivialen Ideale.
Ideale, die ungleich R sind, nennt man echte Ideale.

Da R ein Einselement hat, gilt fiir ein Linksideal U C R genau dann U = R,
wenn 1 € U. Letzteres impliziert ndmlich a = a -1 € U fiir alle a € R.

Ist U C R ein Ideal, so 148t sich auf der Faktorgruppe R/U durch
(a+U)-(b+U):=ab+U

eine Multiplikation einfiihren, die (R/U, +, -) zu einem Ring macht.
Die kanonische Projektion p : R — R/U ist dann ein Ringhomomorphismus
mit Kernp = U.

Die Ideale sind bestimmend fiir die Struktur eines Ringes. Man sagt:

7.8 Definition
Ein Ring R heifit einfach, wenn er keine Ideale # {0}, R enthilt.

7.9 Satz. Sei R ein Ring.
(1) R ist genau dann Divisionsring, wenn er keine nicht-trivialen Linksideale
enthdlt.

(2) Sei R kommutativ. Dann ist R genau dann ein Korper, wenn er einfach
15t.

Beweis: (1) Sei R ein Ring ohne nicht-triviale Linksideale und 0 # a € R. Dann
ist 0 # Ra ein Linksideal, also Ra = R. Somit gibt es b € R mit ba = 1, d.h. R
ist Divisionsring.

Sei R Divisionsring und U C R ein Linksideal # 0. Fiir ein 0 # v € U gilt
dann 1 = vl € U und damit U = R.

(2) Dies ist ein Spezialfall von (1). O
Sehen wir einige Beispiele zu den gegebenen Definitionen an.

7.10 Beispiele
(1) (Z,+, -) ist ein kommutativer Integrititsring.

Fir jedes n € IN bildet nZ ein Ideal in Z, und wir kénnen dazu den
Faktorring Z /nZ bilden. Dieser besteht aus n Aquivalenzklassen, die wir mit
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{0,1,...,n — 1} markieren konnen. Addition und Multiplikation darin ergeben
sich durch Rechnen modulo n.

(2) Uber jedem Ring R kann man Matrizenringe definieren.
Wir werden spéter noch allgemeinere Bildungen kennenlernen. Hier wollen
wir den einfachsten nicht-trivialen Fall angeben:

Matrizenring R>?: Auf den (2,2)-Matrizen mit Elementen in R kénnen Ad-
dition und Multiplikation definiert werden durch:

(an a12> i (bn b12> — (an +bn anx+ b12>
Q21 Q22 bai baa )’ a1 +ba1 agy +ba )’
(an a12> ) (bn bw) ,: <a11611 + aizbar  abia + a12b22)

Qo1 G292 ba1 by a21011 4 agebar  ag1b12 + azabas
Dieser Ring enthélt immer Nullteiler, denn

(o 0)- (6 1)=(5 o)

Er ist nicht kommutativ, da z.B.
<O 1>'<O 0)_(1 0>?£<0 O>_<O O>‘<O 1>
0 0 1 0/ \0 O 0 1) \1 0 0 0/

<R 0> und <0 R) sind Linksideale in R?);

R 0 0 R
R R 0 O
. . . (272)‘
( 0 0 ) und ( R R) sind Rechtsideale in R'%%;
R 0Y\. . .
< 0 O> ist Unterring, aber kein Ideal.

7.11 Ringstruktur auf Mengen von Abbildungen

Sei (R,+, -) ein Ring und I eine Menge. Dann kann auf Abb(7, R) = R!, der
Menge der Abbildungen von I in R (vgl. 3.12), eine Ringstruktur festgelegt
werden durch

f@gla) = flx)+g(x), [fOgr):=[f(z)- g(x)
Die Bedingungen an die Verkniipfungen & und ® koénnen durch Riickfithrung
auf die entsprechenden Eigenschaften von 4+ und - nachgewiesen werden.

Auch dieser Ring enthélt immer Nullteiler, falls I mindestens zwei Elemente
hat: Sei R ein Ring und I = {4, j} mit i # j. Definiere Abbildungen f,g: I — R
durch

f@) =0, () =1 g(@i):=1,9():=0.
Diese Abbildungen sind nicht Null, aber f ® ¢ ist Null.

Obige Konstruktion macht (fiir jeden Ring R) speziell R X R zu einem Ring

(mit Nullteiler) durch komponentenweise Festlegung der Operationen.
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Mit den bereitgestellten Mitteln konnen wir aus gegebenen Ringen weitere
Ringe konstruieren. Mit einem ahnlichen Ansatz wie in Beispiel (3) erhalten wir
auch den Ring der Polynome. Das Rechnen mit Polynomen ist sicher von der
Schule her vertraut. Bei genauerem Hinsehen mufl man aber doch nachfragen,
was es mit der dabei auftretenden Unbestimmten auf sich hat. Die nachfolgende
Beschreibung liefert den Nachweis, dafl wir im Rahmen der von uns aufgebauten
Grundlagen mit Polynomen so umgehen diirfen, wie wir es gewohnt sind.

7.12 Polynomring

Sei R ein kommutativer Ring. Auf Abb(IN, R) = RY, der Menge der Abbildun-
gen IN — R, fithren wir eine Addition wie im vorangehenden Beispiel ein, aber
eine andere Multiplikation. Bemerkenswert daran ist, dafl die Multiplikation auch
die Eigenschaften von IN heranzieht:

(@;)ienv ® (bi)ienw = (@i +bi)ien, '
(ai)ieﬂ\f © (bi)ielN = (Ci)ieﬂ\U mit ¢; = kgo arbi_g.

Damit wird Abb(IV, R) ein kommutativer Ring. Es ist leicht zu sehen, dafi das
Einselement dargestellt werden kann durch

e=(1,0,0,...).
Sehen wir uns das folgende Element genauer an:

1 firn=1

X :=(0,1,0,...), alsz(n):{O fiirn £1 °

Multiplizieren wir X mit sich, so erhalten wir

2 . ) . 1 furn:2
X2 =(0,0,1,0,..); X(n)—{o T
Allgemein ergibt sich fiir k£ € IN,

kooy 1 firn=k
X(n)_{() firn#£k -

Bezeichne Abb,(IV, R) die Abbildungen IN — R, die nur auf endlich vielen
n € IN ungleich Null sind, also darstellbar sind durch

(a;)iey mit a; = 0 fiir fast alle i € IV.

Dies ist offensichtlich ein Unterring von Abb(IV, R). Jedes Element daraus hat
die Form
(ag,ar,as,...,a,,0,0,...) =ap+ a1 X + ... +a, X"
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Man nennt R[X] := (Abb.(IV, R),®,®) den Polynomring tiber R in einer
Unbestimmten X.

Die Elemente daraus sind die uns vertrauten Polynome, und wir kehren wieder
zur iiblichen Notation zuriick. Insbesodere haben wir fiir Addition und Multipli-
kation von zwei Polynomen (wie erwartet)

n ) m ) max(n,m) )
ZaiXZ—i— Z ijJ = E (ai—i-bi)X’,
=0 7=0 =

n . m . n+m 1

Z CLZ‘XZ . Z ij] = (Z akbi_k)X
=0 7=0 i=0 k=0

Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dafl in obiger Darstellung von
Polynomen a,, # 0 und b, # 0. Ist R Integritétsring, so ist auch a,b,, # 0, und
damit ist das rechts stehende Polynom nicht Null, das heift:

Ist R ein Integrititsring, so ist auch R[X] ein Integritdtsring.
Fiir jeden kommutativen Ring R ist die Abbildung

e:R— Re=(R,0,0,...)

ein Homomorphismus, der jedem Polynom sein konstantes Glied zuordnet.

Als niitzliche Eigenschaft von R[X], die sich leicht nachpriifen l&8t, halten
wir fest:

Universelle Abbildungseigenschaft von R[X]
Zu jedem Ring S, s € S und jedem Homomorphismus ¢ : R — S gibt es genau

einen Homomorphismus ® : R[X]| — S mit ®(X) = s und dem kommutativen
Diagramm

R -2
e/
RX].

Die Wirkung von ¢ auf ein Polynom ist beschrieben durch
S:ag+ a1 X+ ...+ a, X" — plag) + plar)s+ ...+ ¢(a,)s".

Ein wichtiger Schritt beim Aufbau des Zahlensystems ist die Konstruktion
der rationalen Zahlen aus den ganzen Zahlen. Auf gleiche Weise erhélt man zu
jedem Integritatsring den Quotientenkérper, und wir wollen dies skizzieren:
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7.13 Quotientenkorper eines Integritiatsrings
Sei R ein Integritétsring. Definiere eine Relation auf R x (R \ {0}):

(a,b) ~ (a',b") genau dann, wenn ab’ = ba'.

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Wir schreiben fiir die Aquivalenzklassen
[(a,b)] = [a, b] und bezeichnen ihre Gesamtheit mit

Q(R) :={[a,b]|a € R, be R\{0}}.
Darauf betrachten wir die Verkniipfungen

[a,b] + [a', V] = [ab + bd',bl]
la,b] - [a',b] = [ad,b].

Es ist nachzupriifen, dafl diese Festlegungen unabhéngig sind von der Auswahl
der Reprasentanten, und dafl damit (Q(R),+, -) zu einem kommutativen Ring
wird. Dabei wird [1, 1] das Einselement und [0, 1] das Nullelement.
Das Inverse zu [a, b] mit a # 0 ist [b, al.

Q(R) ist also ein Korper, der Quotientenkirper von R. Die Abbildung

R—Q(R), ar la1],

ist eine Finbettung (injektiver Homomorphismus) von R in Q(R).
Setzen wir § := [a, b], so erkennen wir, daf8 die obigen Definitionen gerade die
iiblichen Rechenregeln fiir Briiche ergeben.

Es sei angemerkt, dafl bei dieser Konstruktion die Kommutativitdt von R
wesentlich mitbenutzt wird. Fiir nicht-kommutative Ringe sind vergleichbare Bil-
dungen wesentlich aufwendiger.

Als Spezialfall erhdlt man fiir R = Z wie erwartet Q(Z) = Q.

Fiir einen Integritdtsring R ist auch der Polynomring R[X]| Integritétsring
(vgl. 7.12), und wir erhalten mit der angegebenen Konstruktion den Quotien-
tenkorper Q(R[X]) dazu. Man nennt diesen den Korper der rationalen Funktio-
nen. Seine Elemente lassen sich als Briiche von zwei Polynomen beschreiben.

Mit den vorangegangenen Betrachtungen haben wir gesehen, dafl wir mit den
bereitgestellten (mengentheoretischen) Grundlagen auch die rationalen Zahlen in
unsere Theorie einfiigen konnen. Prinzipiell gilt dies auch fiir die reellen Zahlen,
doch sind dazu auch nicht-algebraische Uberlegungen notwendig, mit denen wir
uns hier nicht befassen: Man mufl @ zu einem Koérper erweitern, in dem alle
Cauchy-Folgen von Elementen aus @ einen Grenzwert haben.

Der Schritt von den reellen zu den komplexen Zahlen ist allerdings wieder
rein algebraischer Natur. Daher wollen wir ihn hier angeben.
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7.14 Die komplexen Zahlen
Auf dem kartesischen Produkt IR x IR fithren wir Addition und Multiplikation
ein durch

(a,b) + (a',b") = (a+d,b+1),
(a,b) - (a',0) = (ad — bl ab + ba').

Mit diesen Verkniipfungen wird IR x IR ein Koérper, den man den Koérper der
komplexen Zahlen C nennt.

(1,0) ist das Einselement, (0,0) das Nullelement darin. Das Inverse zu
(0,0) # (a,b) € € bekommt man durch

1 a —b
(a,0)7" = <a2+b2’ a2+b2> ’

Wir haben eine Einbettung

R— C, aw~a(1,0) = (a,0),

und diirfen daher die Elemente a € IR mit (a,0) € C identifizieren. Das Element
i := (0,1) hat die Eigenschaft i* = —(1,0), und mit obiger Festlegung gilt dann
fiir die Elemente in €

(a,b) = a+ bi.

Dies gibt uns die vertraute und iibliche Schreibweise der komplexen Zahlen.

Auf eine weitere algebraische Darstellung von € wird bei den Aufgaben zu
diesem Abschnitt hingewiesen.

Die wohl wichtigste Eigenschaft von C ist fiir uns, daf} jedes nicht konstante
Polynom aus C[X] eine Nullstelle in € hat. Dies wird manchmal der Fundamen-
talsatz der Algebra genannt, obwohl er nicht mit algebraischen Methoden alleine
bewiesen werden kann. Der erste Beweis dazu stammt von C.F. Gauf (1799).

Eine weitere Besonderheit von C sei noch erwihnt: Die Abbildung
v:C—C, a+1b— a—ib,

ist ein Automorphismus von € mit 7? = id. Dies kann man einfach nachrech-
nen.

Einen solchen Automorphismus gibt es fiir die reellen Zahlen nicht, und
natiirlich hat auch nicht jedes nicht-konstante Polynom aus IR|X]| eine Nullstelle
in IR.
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7.15 Die Quaternionen
Auf dem kartesischen Produkt IR* fithren wir Addition und Multiplikation ein
durch

(a,b,c,d)+ (a0, d) == (a+d,b+¥b,c+,d+d),
(a,b,c,d) - (a',0,c,d) = (ad —bb —cd —dd al + ba' + cd' — dd,
ac —bd' + ca' + db',ad + b — b’ + dd’).
Mit diesen Verkniipfungen wird IR* ein Divisionsring, den man den Ring der
Quaternionen IH nennt. Das Symbol IH soll an W.R. Hamilton erinnern, der
als einer der ersten auf die Bedeutung dieses Divisionsrings (in Geometrie und
Zahlentheorie) aufmerksam machte.

1y = (1,0,0,0) ist das Einselement, (0,0,0,0) das Nullelement darin. Das
Inverse bekommt man durch

1
a?+ 0%+ + a2

(a,b,c,d)™! = (a, —b, —c, —d).

Wir haben eine Einbettung
R— H, a+~— a(1,0,0,0)=(a,0,0,0),

und diirfen daher die Elemente a € IR mit (a,0,0,0) € IH identifizieren.
Setzt man die letzten beiden Komponenten von Elementen aus IH gleich Null,
so erhélt man gerade die komplexen Zahlen C. Dies ergibt auch eine Einbettung

C— H, (a,b)+ (a,b,0,0).

Die angegebene Multiplikation der Quaternionen l&8it sich handlicher ange-
ben, wenn man bedenkt, dafl sie schon durch die Produkte von gewissen Ba-
siselementen bestimmt ist. Folgende Notation hat sich dabei eingebiirgert:

i:=(0,1,0,0), j:=(0,0,1,0), k:=(0,0,0,1).
Damit konnen wir die Elemente von IH schreiben als
(a,b,c,d) = a+bi + cj + dk.
Die Multiplikation der Basiselemente ergibt
2= =k =1y
1) =—ji=k, Jk=—jk=1, ki=—ik=]j.

Diese Beziehungen legen die Multiplikation in IH fest. Sie zeigen, dafl [H nicht
kommutativ ist.

Man sieht daraus auch, daf iiber IH das Polynom X? + 1 drei verschiedene
Nullstellen hat. Uber einem kommutativen Korper kann ein Polynom zweiten
Grades dagegen hochstens zwei Nullstellen haben.
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Ahnlich wie in € haben wir auch in JH einen Antiautomorphismus
v:IHH —H, a+bi+cj+dk— a—bi—cj—dk,

mit 72 = idy. Dies kann man einfach nachrechnen. Damit lifit sich die Norm
eines Elements definieren durch

N(a+bi+cj+dk) = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) = (a®>+b*+E+d*)py,

mit der man das Inverse eines Elements z € IH ausdriicken kann als

Eine Darstellung von IH als Matrizenring iiber C wird in den Aufgaben an-
gegeben.

Wir haben in 7.7 angegeben, dafl zu jedem Ideal U in einem Ring R auf R/U
eine Ringstruktur definiert werden kann. Dabei stehen Eigenschaften des Ideals
U in Wechselbeziehung zu Eigenschaften des Ringes R/U. Folgende Eigenschaft
von Idealen ist in diesem Zusammenhang von Bedeutung:

7.16 Definition
Ein echtes Linksideal U C R heifit maximal, wenn es maximales Element in der

Menge der echten Linksideale beziiglich der Inklusion C ist, d.h.
fiir jedes Linksideal V C Rmit U C Vist U =V oder V = R.

Die Bedeutung dieser Ideale fiir die Struktur der zugehorigen Faktorringe
liegt in folgender Beobachtung:

7.17 Satz
Sei R ein kommutativer Ring. Fin Ideal U C R ist genau dann mazimal, wenn
der Faktorring R/U ein Kérper ist.

Beweis: = Sei U ein maximales Ideal, p : R — R/U die kanonische Projektion.
Ist I ein Ideal in R/U, dann ist p~*(I) ein Ideal in R, das U enthélt. Also gilt
entweder p~1(I) = U und damit

I =p(p~'(1)) =p(U) = [0],

oder es ist p~'(I) = R und damit I = p(R) = R/U.

Somit gibt es in R/U nur die trivialen Ideale. Nach Satz 7.9 ist dann R/U
ein Korper.

< Sei R/U ein Korper, V' C R ein Ideal mit U C V. Dann ist p(V') Ideal in
R/U, also p(V') = [0] und damit U = V', oder p(V') = R/U, woraus V =V +U =
R folgt. Damit ist U maximales Ideal. a
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Die Frage nach der Existenz von maximalen Idealen 148t sich mit Hilfe des
Zornschen Lemmas beantworten. Dazu zeigen wir zunéchst:

7.18 Hilfssatz
Sei R ein Ring und K C R ein Linksideal. Dann ist die Menge U aller von R
verschiedenen Linksideale, die K enthalten, also

U={ICR|I Linksideal, K C I und 1 & I},
beziiglich der Inklusion C induktiv geordnet.

Beweis: U ist nicht leer, da K € U. Sei V eine linear geordnete Teilmenge von
U. Wir zeigen, daB U = Uyep U eine kleinste obere Schranke von V in U ist.
Offensichtlich gilt 1 € U D K. Auch die gewiinschte Minimaleigenschaft von U
ist klar.

Es bleibt also nur nachzuweisen, da§ U ein Linksideal ist. Betrachte dazu
a,b € U. Dann gibt es ein U € Y mit a,b € U, und damit gilt auch

a+beUcCUund RaCc U CU.
Also ist U ein Linksideal. O
Als Folgerung daraus erhalten wir den wichtigen

7.19 Satz von Krull
Jedes echte Linksideal in einem Ring R ist in einem maximalen Linksideal ent-
halten.

Beweis: Sei K # R Linksideal in R. Nach 7.18 ist die Menge der echten Links-
ideale von R, die K enthalten, induktiv geordnet. Das Zornsche Lemma 5.5
garantiert die Existenz von maximalen Elementen in solchen Mengen.

Es ist leicht zu sehen, dafl dies maximale Linksideale sind. O

Da in jedem Ring {0} ein Ideal ist, ergibt sich aus 7.19 die Existenz von
maximalen Linksidealen in allen Ringen (mit Eins!).

Mit einem analogen Beweis kann man auch zeigen, dafl in einem Ring jedes
Linksideal (Rechtsideal) in einem mazimalen Linksideal (Rechtsideal) enthalten
ist.

Fiir kommutative Ringe haben wir das

Korollar
Zu jedem kommutativen Ring gibt es einen Epimorphismus R — K auf einen
Korper K.
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Beweis: Sei U ein maximales Ideal in R. Dann ist R/U nach 7.17 ein Korper,
und die kanonische Projektion R — R/U ist der gewiinschte Epimorphismus. O

7.20 Aufgaben

(1) Sei (G,+) eine abelsche Gruppe, End(G) die Menge der Gruppenhomo-
morphismen. Fiir f,g € End(G) definieren wir

f+9:G—=G, aw f(a)+g(a)
Zeigen Sie, dafl mit dieser Addition und der Komposition von Abbildungen als
Multiplikation (End(G), +, o) ein Ring mit Eins ist.
(2) Sei (R,+, -) ein Ring mit Eins. Das Zentrum von R ist definiert als

Z(R):={ce R|a-c=c-a fiir alle a € R}.

Zeigen Sie, daB (Z(R),+, -) ein Unterring von R ist.

(3) Sei (R,+, -) ein Ring mit a - a = a fiir alle a € R. Man nennt dann R
einen Booleschen Ring. Zeigen Sie:

(i) R ist kommutativ.

(ii) a4+ a =0 fiir alle a € R.

(iii) Alle Unterringe und Faktorringe von R sind Boolesche Ringe.

(iv) Fiir jede Indexmenge I ist R! ein Boolescher Ring.

)
)
)
(v) R ist genau dann ein einfacher Ring, wenn R héchstens zwei Elemente hat.

(4) Seien A eine nicht-leere Menge und Z, der Ring (Kérper), der nur aus
zwei Elementen {0,1} besteht. Zeigen Sie, dafl mit den in 7.10(3) definierten
Verkniipfungen (Abb(A, Z»),®, ®) ein Boolescher Ring ist.

Die Bedeutung dieses Ringes liegt in folgendem Sachverhalt: Zu jeder Teil-
menge B C A gibt es genau ein g € Abb(A, Z5) mit g~'(1) = B (charakteristi-
sche Funktion von B). Damit hat man eine Bijektion zwischen Abb(A, Z ) und
der Potenzmenge P(A).

(5) Sei K?2) der Ring der (2,2)-Matrizen iiber einem Korper K. Zeigen Sie:

(i) K22 ist ein einfacher Ring.
Bestimmen Sie das Zentrum (vgl. Aufgabe (2)) von K22,

(ii) Folgende Menge ist ein Unterring von K2?;

C(K) = {<_Z 2) la,be K}
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(iii) Fir K = IR ist C(IR) ein Korper.

(iv) f: C — C(IR) mit a +ib— <_Cé

b\ ., . .
a) ist ein Isomorphismus.

6) Betrachten Sie die Normabbildung auf den komplexen Zahlen C,
B hten Sie die N bbild f den k 1 Zahlen ©
| |:C— Ry, a+ib— Va?®+ b2

Zeigen Sie, dafi dies ein Halbgruppen-Homomorphismus (C, -) — (IR>o, - ) ist,
und dafl die Dreiecksungleichung gilt:

|21 4 22| < |z1| + |22] fiir alle 21, 25 € C.

(7) Ahnlich wie € aus IR lassen sich die Quaternionen IH aus C gewinnen.
IH wurde in 7.15 durch eine Multiplikation auf IR* eingefiihrt.
Sei €*?) der Ring der (2,2)-Matrizen iiber C. Fiir z = a + ib € C bezeichne
z = a — ib (konjugiert komplexe Zahl). Zeigen Sie:

(i) Folgende Menge ist ein Unterring von C2?:
u
H(C) = {(_v u) |u,0 € C).

(i) f B — H(C) mit (a,bc,d) - a+ b c+id)

—c+id a—1ib
ist ein (Ring-) Isomorphismus.
(ili) f(R,IR,0,0) ~ C liegt nicht im Zentrum von H(C).
(8) Zeigen Sie, daf fiir einen Ring R # {0} folgende Aussagen dquivalent

sind:

(a) R ist ein Divisionsring;

(b) {0} ist maximales Linksideal in R;

(c) {0} ist maximales Rechtsideal in R;

(d) in R gibt es keine nicht-trivialen Linksideale (Rechtsideale).



Kapitel 3

Moduln und Vektorraume

8 Definitionen und Beispiele

Wir haben bei Gruppen und Ringen Verkniipfungen untersucht, die auf einer
einzelnen Menge definiert waren. Nun werden wir uns mit Verbindungen von
zwei Mengen befassen, die jeweils eine algebraische Struktur tragen. Dabei wird
eine gewisse Vertréglichkeit dieser Strukturen gefordert:

8.1 Definition
Sei R ein Ring mit 1 und (M, +) eine abelsche Gruppe. Dann heifit M ein R-
Linksmodul, wenn eine Abbildung

- RxM — M, (a,m)— a-m,

mit folgenden Eigenschaften gegeben ist (fiir alle a,b € R; m,n € M):

Ml) a-(m+n)=a-m+a-n
M2) (a+b)-m=a-m+b-m
M3) a-(b-m)=(ab)-m

M4) 1-m=m.

Man nennt diese Abbildung auch Skalarmultiplikation.
Statt a - m schreibt man meist am.

Analog dazu sind R-Rechtsmoduln definiert, d.h. die Skalare aus R werden
von rechts an die Elemente von M multipliziert. Die Notation gk M bzw. My soll
klarstellen, ob wir einen Links- oder Rechtsmodul meinen.

Ist R ein kommutativer Ring und M ein Linksmodul dariiber, so kann man
durch die Festlegung m - a := a - m die Gruppe M auch als R-Rechtsmodul
auffassen. Man sieht leicht, daf§ dafiir analog M1)-M4) gelten.

65
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Fiir nicht-kommutative R gilt dies nicht mehr, da dann die Forderung M3)
von rechts nicht mehr erfiillt zu sein braucht.

Unter einem R-Modul wollen wir im allgemeinen einen R-Linksmodul verste-
hen. Uber kommutativen Ringen R braucht man zwischen Links- und Rechts-
ohnehin nicht zu unterscheiden.

Ist R ein Divisionsring, so nennt man einen R-Linksmodul auch Linksvektor-
raum und einen R-Rechtsmodul entsprechend Rechtsvektorraum.

Ist klar, welche Seite gemeint ist, so sprechen wir einfach von einem Vek-
torraum. Uber einem Koérper braucht man da sowieso keinen Unterschied zu
machen.

Elemente eines Moduls oder Vektorraums bezeichnet man als Vektoren.

Aus den Bedingungen in der Definition ergeben sich sofort elementare

Eigenschaften
Ist M ein R-Modul, dann gilt fiir alle a € R und m € M:

i) 0-m=0,a-0=0

(i) a

(iii) (—a)-(—=m)=a-m
) Is

(iv

-(=m) = —(a-m) = (—a)-m, speziell (—=1)-m =—-m

t R Korper und a - m = 0, dann gilt m = 0 oder a = 0.

Beweis: Man beachte, dal wir hier zwischen dem neutralen Element in M und
dem neutralen Element von (R, +) unterscheiden miissen. Es fiithrt aber nicht zu
Unklarheiten, wenn wir beide mit 0 bezeichnen.

i) m=(1+0)-m=1-m+0-m=m+0-m, also 0-m = 0.
a-m=a-(m+0)=a-m+a-0und damit a-0 = 0.
(ii)) 0=a-(m+(—m))=a-m+a-(—m), dh. a(—m) = —(a-m).

(iii) (=a)(=m) = (=1)(=a) -m =a-m.
(iv) Ist a-m =0 und a # 0, dann ist a™*(a - m) = a='0 = 0.
O

In vielen der bislang betrachteten algebraischen Strukturen sind auch Moduln
enthalten. Sehen wir uns einige davon an.

8.2 Beispiele

(1) Der Ring selbst. Jeder Ring R ist Links- und Rechtsmodul {iber sich
selbst, denn aus den Rechengesetzen in R folgt, dafl die Abbildung

:RxR— R, (r,r')—r-1r,
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alle fiir Moduln geforderten Bedingungen erfiillt.
So ist etwa zZ ein Modul, und QQ, rIR, ¢C sind Vektorrdume.

(2) Modul iiber Unterring. Ist R Unterring eines Ringes S, so ist S ein
R-Modul mit
RxS— S (rs)—r-s.

Analog kann man S als R-Rechtsmodul auffassen.
Insbesondere sind also @), IR und € sowohl Z-Moduln als auch Q-Vektorriu-
me. C ist IR-Vektorraum und Q-Vektorraum.

(3) Ringhomomorphismen. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so
wird S ein R-Modul durch

RxS — S, (r,s)— p(r)-s.

Auch hier kann man analog S als R-Rechtsmodul auffassen.

So macht der kanonische Homomorphismus

. (2,2) T 0>: <1 O)
p:R— R%Y, Tl—><0 , r 0 1)

(2:2)

den Matrizenring R zu einem Links- und Rechtsmodul {iber R.

Fiir kommutative Ringe R haben wir die Einbettung in den Polynomring,
e:R— R[X], r~(r0,...).
Damit wird nach obigem Rezept R[X] zu einem R-Modul:
R x RIX]— RIX], (rn)_ aX')—> (ra)X"
Ist R ein Korper, so ist R[X] ein Vektorraum tiber R.

(4) Produkt und direkte Summe. Fiir jede Menge [ und jeden Ring R
bilden die Abbildungen Abb(I, R) = R’ eine abelsche Gruppe mit (vgl. 6.3)

(ai)ier + (bi)ier = (ai + bi)ier-
Diese wird zu einem R-Linksmodul (Produkt) vermoge
Rx R — R, (r,(a)ier) = (rai)icr.

Analog kann das Produkt auch als R-Rechtsmodul aufgefafit werden.
Die Menge der Abbildungen I — R, die nur auf endlich vielen Elementen von
I ungleich Null sind, bilden offensichtlich eine Untergruppe von Abb(I, R) = R’,
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die wir mit Abb.(I, R) = RY) bezeichnen. Sie erlaubt die gleiche Skalarmultipli-
kation wie oben und bildet daher einen R-Modul.

Man nennt R die (dufere) direkte Summe von (Kopien von) R.

Fiir endliche Mengen I gilt natiirlich R = R,

Ist R ein Korper, so bilden R' und RY) beide R-Vektorraume.

(5) Ebene und Raum. Als Spezialfille erhalten wir fir I = {1,2} und
I ={1,2,3} die R-Moduln R? und R?,

R x R* — R%* (r,(ay,az)) — (raj,ras),

Rx R — R3 (r,(a1,as,a3)) — (ray,ras,ras).

Insbesondere fiir R = IR sind diese Vektorrdume als reelle Ebene und reeller
(dreidimensionaler) Raum unserer Anschauung vertraut. In der sie beschreiben-
den euklidischen Geometrie stecken aber wesentlich mehr Strukturen, als wir
mit der Eigenschaft Vektorraum zunéchst erfassen. Man beachte, dafl wir bislang
weder Langen noch Winkel in unseren Bildungen beriicksichtigen.

Anschaulich klar ist auch die Interpretation der Z-Moduln Z?* und Z*. Es
sind die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in der Ebene bzw. im Raum,
sogenannte Gitter.

Auch die Vektorrdume Q? und Q° finden sich im IR* bzw. IR®. Zeichne-
risch sind sie davon aber nicht zu unterscheiden, da jedes Element im IR mit
Elementen aus @ beliebig genau dargestellt werden kann.

(6) Abelsche Gruppen. Jede abelsche Gruppe G ist ein Z-Modul mit

g+...+¢g (n—mal) firn>0,
ZxG—G, n-g=1—(n|g) fiir n <0,
0 fiir n = 0.

Da andererseits auch jeder Z-Modul per definitionem eine abelsche Gruppe ist,
fallt die Theorie der abelschen Gruppen mit der Theorie der Z-Moduln zusam-
men. Die allgemeine Modultheorie ist somit eine Verallgemeinerung der Theorie
abelscher Gruppen.

(7) Moduln iiber Endomorphismenring. Abelsche Gruppen G kann man
noch auf andere Weise als Moduln auffassen. Die Endomorphismen von G bilden
einen Ring, bezeichnet mit End(G), und G ist ein Modul dariiber durch

End(G) x G — G, (h,g) — h(g).

Wie bei anderen algebraischen Strukturen sind auch bei Moduln die Unter-
strukturen von Interesse:
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8.3 Definition
Sei M ein R-Modul. Eine additive Untergruppe U C M heifit R-Untermodul von
M, wenn

aU Cc U fir allea € R.

Diese Eigenschaft kann man suggestiv als RU = U schreiben.
Ist R ein Korper, so nennt man einen Untermodul des Vektorraums g M einen
Untervektorraum oder kurz Unterraum.

Wir haben folgende Méglichkeiten, Untermoduln zu kennzeichnen:

8.4 Hilfssatz
Fiir eine nicht-leere Teilmenge U eines R-Moduls M sind folgende Eigenschaften
dquivalent:

(a) U ist R-Untermodul von M,
(b) fiir alle a,b € R und u,v € U gilt au+bv € U;
(c) fiir allea € R und u,v € U gilt u+v € U und au € U.

Beweis: (a)=(b) Seien a,b € R, u,v € U. Dann sind nach Definition 8.3 auch
au,bv € U und au + bv € U.

(b)=(c) Gilt (b), und setzt man a = 1 und b = 1, so erhilt man u +v € U.
Fiir b =0 und a € R ergibt sich au € U.

(¢)=(a) Nach (c) ist U zunédchst Unterhalbgruppe von M. Fiir a = —1 folgt
aus (¢): (—1)u = —u € U, d.h. U ist eine Untergruppe. O

8.5 Beispiele von Untermoduln
(1) Zu jedem Modul M sind {0} und M Untermoduln.

(2) In einem Ring R sind die Untermoduln von pR gerade die Linksideale
und die Untermoduln von Rg die Rechtsideale.

In einem kommutativen Ring sind die Untermoduln von R die Ideale.

So sind etwa fiir n € IV die Teilmengen nZ Ideale in Z. Ubrigens sind alle
Ideale in Z von dieser Form.

(3) In jedem R-Modul M und fiir jedes m € M ist die Teilmenge
Rm = {rm |r € R}

ein Untermodul von M. Es ist der kleinste Untermodul von M, der m enthélt.
Man nennt ihn den von m erzeugten Untermodul.

(4) Fiir jeden Ring R und jede Menge I ist die direkte Summe R Unter-
modul vom Produkt R’ (vgl. 8.2).
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(5) Anschaulich vorstellen kann man sich wieder die Untervektorrdume in
den reellen Raumen IR* und IR*: Es sind die Geraden und Ebenen, die durch
den Punkt (0,0) bzw. (0,0,0) gehen.

Man kann den IR? auf verschiedene Weise als Unterraum von IR® auffassen,
etwa (IR, IR,0) C IR® oder (0, R, IR) C IR*.

Aus gegebenen Untermoduln lassen sich auf vielfiltige Weise neue bilden:

8.6 Summe und Durchschnitt von Untermoduln
Sind U; und U; Untermoduln des R-Moduls M, so ist auch

Ui + Us :{U1+U2 | up € U17 Uo € UQ}
ein Untermodul von M, denn
a(u1 + UQ) + b(Ul + UQ) = (au1 + bUl) + ((IU,Q + bvg) € U1 + UQ.

Man nennt Uy + Uy die Summe von U; und Us.
Es ist leicht zu sehen, dal auch U; N Uy ein Untermodul ist. Dagegen ist
U, U U; im allgemeinen kein Untermodul.

Diese Bildungen lassen sich in offensichtlicher Weise auf endlich viele Un-
termoduln Uy, ..., U, von M erweitern, und man erhélt dabei die Untermoduln
U nNn...nU, und

U1—|—+Un:{u1++un|uleUlfurz:1,,n}

Auch fiir unendliche Familien (U;);e; von Untermoduln von M ist () U; ein
iel
Untermodul von M, der grofite Untermodul, der in allen U; enthalten ist.

Die Summe aller U; kann man als die Menge aller endlichen Linearkombi-
nationen der Elemente aus den U; definieren, also

ZUlz{ZUJ|U] c Uj, JC[, J endlich }

iel jed
Dies ist der kleinste Untermodul, der alle U; enthélt.

Die oben gemachten Beobachtungen fithren zu der

8.7 Definition
Sei N eine nicht-leere Teilmenge des R-Moduls M. Dann heifit

(N):=> Rn

neN

die lineare Hiille von N, oder der von N erzeugte Untermodul von M.



8. DEFINITIONEN UND BEISPIELE 71

DaBl (N) ein Untermodul ist, folgt aus 8.6. Er ist der kleinste Untermodul,
der N enthilt.

Fir N ={m} C M ist (m) = Rm.

Fiir eine endliche Teilmenge N = {ny,...,n,} C M gilt

k
<n1,,nk>:Rn1++Rnk:ZRnl

i=1

Fir unendliches N kann man schreiben

k
(N>:{Z7’m,-|ri€R, niGN,k‘ElN}.

=1

Dies ist die Menge der endlichen Linearkombinationen von Elementen in N.

8.8 Definition
Sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge N von M heifit Erzeugendensystem von
M, wenn (N) = M, wenn also jedes m € M Linearkombination von Elementen

niy,...,n, € N ist,
k

m = Zrmi fiir geeignete r; € R.
i=1
Der R-Modul M heifit endlich erzeugt (auch endlich erzeugbar), wenn es eine
endliche Teilmenge gibt, von der M erzeugt wird.

Jeder R-Modul M besitzt ein Erzeugendensystem N, etwa N = M.
Ein Erzeugendensystem wird haufig als indizierte Teilmenge (= Familie)
(n;)ie;r von M gegeben.

Beispiele
(1) zZ ist endlich erzeugt, zQ ist nicht endlich erzeugt.

(2) Fiir jeden Ring R ist R? endlich erzeugt, da etwa (1,0, 0), (0,1,0), (0,0,1)
ein Erzeugendensystem ist.
Natiirlich ist fiir jedes n € IN der Modul R" endlich erzeugt.

(3) Sei R ein kommutativer Ring. Dann ist der Polynomring R[X] ein R-
Modul, und 1, X, X2, ... ist ein (unendliches) Erzeugendensystem davon. Man
kann sich leicht iiberlegen, dafl es hier kein endliches Erzeugendensystem geben
kann.

8.9 Definition
Sei (U;)ier eine Familie von Untermoduln des R-Moduls M. Die Summe Y;c; U;
heiBt (innere) direkte Summe der U;, falls gilt

Ujﬂ Z Ul: {0} fir allej el
iel\{j}
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Man nennt dann (U;); eine unabhingige Familie von Untermoduln und schreibt
S U =PU = DU
i€l i€l I

Bei einer endlichen Familie (U;);<, schreibt man U; & --- & U,,.

Speziell ist Uy + U, genau dann direkte Summe, wenn Uy N Uy = {0}.

Ist M =U; @ -+ @ U,, so spricht man von einer (endlichen) Zerlegung von
M n direkte Summanden Uy, ..., U,.

Fiir beliebige Ringe R haben wir zum Beispiel die Zerlegungen
R*=(R,R,0)® (0,0,R) = (R,0,0)® (0, R,0) @ (0,0, R).

Die Bedeutung der unabhéngigen Familien von Untermoduln liegt in folgen-
den Eigenschaften:

8.10 Hilfssatz
Fiir eine Familie (U;);er von Untermoduln eines R-Moduls M sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(a) Die Summe Y_; U; ist direkt (also ist (U;); eine unabhingige Familie);
(b) jedes Element u € > ; U; lafit sich eindeutig darstellen als

U=y + ...+, mitu;, €U, und verschiedenen 1, € I;

(c) aus vy + ...+ v, =0, mitv;, € U; und verschiedenen i, € I, folgt
Uiy = ... = Uy, =0.
Beweis: (a)=(b) Sei u;, + ... +u;, = uj, + ...+ u; . Dann gilt
jen{i}

!/
Ui, 3wy, — ui, = (Ui, —u

also uj, —u;, = 0. Analog schliefit man fiir die anderen i,.
(b)=(c) ist offensichtlich.
(c)=(a) Seiu; €e U;N Y. U alsou; = > w;und 0 = Y u;+ (—u;). Wegen
e\ (s} i i
(c) folgt daraus u; = 0. O

Eng verwandt mit der Unabhéngigkeit von Untermoduln ist der entsprechen-
de Begriff fiir Elemente:
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8.11 Definition
Eine endliche Menge {n1, ..., n;} von Elementen eines R-Moduls M heifit linear
unabhdngig, wenn gilt:

k
Ist Zrmz’ZOﬁir r; € R, sofolgt 1y =ro=... =1, =0.
i=1

Eine (unendliche) Menge N C M heifit linear unabhingig, wenn jede endliche
Teilmenge linear unabhéngig ist. Man nennt N linear abhdngig, wenn N nicht
linear unabhéngig ist.

Nach Definition ist ein einzelnes Element m € M linear unabhéngig, wenn
aus rm = 0 auch r = 0 folgt. In einem Vektorraum gilt dies bekanntlich fiir alle
Elemente # 0.

8.12 Hilfssatz
Fiir eine Familie (n;);e; von Elementen eines R-Moduls M sind folgende Eigen-
schaften dquivalent:

(a) (n;)ier ist linear unabhdngig;
(b) (Rn;)ier ist eine unabhingige Familie von Untermoduln, und jedes n; ist

linear unabhdngig;

(¢) 3 Rn; = @ Rn;, und jedes n; ist linear unabhdingig.

Beweis: Die Aquivalenz von (b) und (c) kennen wir aus 8.10.

(a)=(b) Ist rny + ...+ rxn, = 0, dann folgt ; = 0, also r;n; = 0 und 3 Rn;
ist direkt nach 8.10.

(b)=(a) Ist riny + ... + rgng = 0, so folgt rn; = 0, da > Rn; direkt ist.
Daraus ergibt sich nun r; = 0, da n; linear unabhéngig ist. O

8.13 Definition
Eine Familie (n;);c; von Elementen aus M heifit Basis von M, wenn gilt

(i) (n;); ist linear unabhéngig;

(ii) (n;); ist Erzeugendensystem von M.
Ein Modul M hei3t freier Modul, wenn er eine Basis besitzt.

Beispiele

(1) Fiir jeden Ring R ist e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) eine Basis
in R3. Man nennt sie die kanonische Basis.

Jedes Element aus R? ist auf genau eine Weise als Linearkombination der e;
darstellbar.
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Analog erhélt man fiir jedes n € IN eine kanonische Basis von R".

(2) Die entsprechende Bildung fiir eine unendliche Indexmenge [ ist die (dufle-
re) direkte Summe von R {iber I,

RY — {(a;)ier € R! | a; # 0 fiir nur endlich viele i € I},

die wir in Beispiel 8.2, (4) betrachtet haben. Die kanonische Basis davon ist die

Familie
0y =1

e, = (&j)je[ mit {(SU —0 fiirs #] .
0;; nennt man das Kronecker-Symbol. Wir werden in 10.8 sehen, dafl im wesent-
lichen alle freien Moduln von dieser Form sind.

Man beachte, daf} ein beliebiger R-Modul keine Basis zu haben braucht. Zum
Beispiel gibt es fiir 0 # n € IN im Z-Modul Z /nZ kein (iiber Z) linear
unabhéngiges Element.

Auch 7@ hat keine Basis, denn je zwei Elemente sind linear abhéngig.

Wir koénnen aber zeigen, dafl es in jedem Modul eine maximale linear un-
abhéngige Teilmenge gibt. Dies ist fiir Z /nZ dann eben die leere Menge.

8.14 Hilfssatz
Sei M ein Modul tiber einem Ring R. Dann gilt:

Die Menge U aller linear unabhdngigen Teilmengen von M 1ist beziiglich der
Inklusion induktiv geordnet.

Beweis: Gibt es keine linear unabhéngigen Elemente in M, dann ist U = {0}.
Sei V eine nicht-leere, linear geordnete Teilmenge von /. Dann ist

W= UVGVV
auch eine linear unabhéngige Teilmenge von V: Jede endliche Teilmenge von W

ist in einem V' € V enthalten und damit linear unabhéingig. Man sieht leicht, dafl
W Supremum von V ist. Somit ist ¢ induktiv geordnet. O

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas folgt daraus:

8.15 Korollar
Jeder R-Modul besitzt eine mazximale linear unabhdngige Teilmenge.

Uber beliebigen Ringen braucht eine maximale linear unabhéngige Teilmenge
eines Moduls keine Basis zu sein. So bildet etwa in Z jedes Element a # 0 eine
maximale linear unabhéngige Teilmenge, die keine Basis ist falls, a # 1, —1.

Wir werden sehen, dafl in Moduln iiber Divisionsringen (Vektorraumen) ma-
ximale linear unabhéngige Teilmengen schon Basen sind. Daraus ergeben sich ei-
nige zusatzliche Eigenschaften von Vektorrdumen, die wir im néchsten Abschnitt
zusammenstellen wollen.
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8.16 Aufgaben

(1) Man zeige, dafi man in der Definition eines R-Moduls M das Axiom
(M4) 1-m =m fiir allem € M durch das folgende Axiom ersetzen kann:

(M4*) 1-m # 0 fiir alle m € M \ {0}.

(2) Sei M ein R-Modul und U und V' Untermoduln von M. Zeigen Sie:
U UV ist genau dann Untermodul von M, wenn U C V oder V C U.

(3) Priifen Sie, welche der Teilmengen Z-Untermoduln von Z* sind:

Uy = {(a,byc) € Z’|a+b+c=0}
Uy = {(a,b,c) € Z*|a+b+c=1}
Us = {(a,b,c) € Z*|a=0}

U, {(a,b,c) € Z° | a >0}

Us = {(a,b,c) € Z*|a,b,c € N}

(4) Seien ny, . ..,n; Elemente des R-Moduls M. Zeigen Sie:
(i) (n1,...,nky =N{U C M | U ist Untermodul mit {ny,...,n;} C U}.
(ii) Fiir beliebige aq, ... ,ax_1 € R gilt:

(N, .. ) = (N1, ng + aring, ng + agNg, ..., Ny + Ap—1Mg—1) -

(5) Seien U und V' Teilmengen des R-Moduls M. Man zeige:
(i) (TUV) ={U)+(V).
(i) (UNV) C(U)n(V).
(iii) Finden Sie Teilmengen Uy, Vo C Z* mit (Uy N Vo) # (Ug) N (Vo).
(6) Sei M ein endlich erzeugbarer R-Modul. Man zeige:

Ist U ein (beliebiges) Erzeugendensystem von M, so gibt es eine endliche Teil-
menge von U, die M erzeugt.

(7) R sei ein Ring und M ein R-Modul. Der Annullator (oder Annihilator)
von M in R ist definiert durch I :={r € R|rM = 0}.
Man zeige:

(i) I ist ein Ideal in R;
(ii) M besitzt eine R/I-Modulstruktur.

(8) R sei ein Ring und M ein R-Modul mit Untermoduln H, K, L. Zeige:
(i) (HNK)+(HNL)Cc HN(K + L);
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(i) ist K C H, so gilt das Modulargesetz, d.h.
(HNK)+(HNL) =K+ (HNL)=HN(K +L).
(iii) in M = Z* gibt es Untermoduln H, K und L mit

(HNK)+(HNL)# HN(K+ L).
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9 Basis in Vektorriaumen

Wir beginnen mit dem im letzten Abschnitt angekiindigten Ergebnis.

9.1 Satz
Sei V' ein Vektorraum iiber einem Divisionsring K. Dann besitzt V' eine Basis.

Beweis: Nach 8.15 gibt es in V' eine maximale linear unabhéngige Teilmenge

(v3)ier. Wir zeigen

Z KUZ‘ = @ KUZ' = V

iel iel
Wegen der linearen Unabhéngigkeit der gegebenen Untermoduln ist die Summe
direkt. Es bleibt zu zeigen, daf sie gleich V' ist.

Angenommen, es gibt ein v € V' \ @ Kv;. Wegen der Maximalitétsforderung
ist dann v linear abhéngig von (v;);es, also Kv Ny, Kv; # 0 und

kv = kivy + ... + kv, fiir geeignete k, k; € K, k # 0.
Daraus folgt aber nun

_h

k.
kvil—l—...jt—vir GZKUZ',

v 2

ein Widerspruch. Somit gilt V' = @ Kv;, und (v;)s ist eine Basis (vgl. 8.13). O

Uber Divisionsringen kénnen wir daraus verschiedene Kennzeichnungen von
Basen ableiten:

9.2 Satz
Sei V' ein Vektorraum iiber dem Divisionsring K. Fir eine Familie (v;);cr von
Elementen aus V' sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) (v;)r ist eine Basis von V;

(b) (vi)r ist ein minimales Erzeugendensystem von V' ;

(¢) (v;); ist eine mazimale Familie von linear unabhdngigen Elementen.
Beweis: (a)=(b) (v;); ist ein Erzeugendensystem. Da es linear unabhéngig ist,
kann eine echte Teilmenge kein Erzeugendensystem mehr sein.

(a)=(c) Jeder Vektor w € V ist Linearkombination von Elementen aus (v;);.
Also ist die Menge {v; | i € I} U {w} linear abhéngig.
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(b)=(a) Es ist zu zeigen, daf jede endliche Teilmenge {v1, ..., v} von (v;);

linear unabhéngig ist. Angenommen f k;v; = 0 fiir k; € K. Nehmen wir ohne
i=0
Einschrankung k,, # 0 an, dann gilt
1 ™= 1

Um = k kzvz
m ;=0

Damit wére (v;);cr\(m} €in Erzeugendensystem von V', was der Minimalitét von
(v;)ier widerspricht.

(c)=(a) Dies wurde im Beweis von Satz 9.1 gezeigt. 0

9.3 Korollar
Ser V' ein endlich erzeugbarer K -Vektorraum. Dann gilt:
Jedes Erzeugendensystem von V' enthdlt eine Basis.

Beweis: Da V' endlich erzeugbar ist, enthélt jedes Erzeugendensystem von V eine
endliche Teilmenge, die ebenfalls Erzeugendensystem ist. Durch Weglassen von
iberfliissigen Vektoren bekommt man daraus ein minimales Erzeugendensystem.
Nach 9.2 ist dies eine Basis. a

Andererseits 148t sich jede linear unabhéngige Teilmenge zu einer Basis
erginzen. Dies folgt aus dem

9.4 Austauschsatz von Steinitz

Sei V' ein endlich erzeugbarer K -Vektorraum und Vo = {v1,...,v,} ein Erzeu-
gendensystem von V. Ist {wy, ..., w,} eine linear unabhingige Teilmenge von V,
so gilt:

1) r<m;
(2) man kann geeignete Vy, := {va,, ..., Va,} C Vo S0 auswdihlen, dajf

{wy,...,w.} U (Vo \ Vo) ein Erzeugendensystem von V' bildet.

Beweis: w; 148t sich schreiben als

m
wy = vai mit geeigneten r; € K.
i=1
Angenommen r,, # 0. Dann ist

Vay wy + Z T Vi
T i#a;
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Somit ist {wy} U{Vj \ {va, }} ein Erzeugendensystem. Nun ist

Wy = SWip + Z s;v; mit s, 8, € K,
i#oy

wobei nicht alle s; = 0 sein kénnen, da w; und ws linear unabhéngig sind.
Durch Induktion erhalten wir jeweils ein Erzeugendensystem

{wy, ..., w } U{Vo\ {vay, -, Ua}} fiir alle t < min(r,m).

Angenommen 7 > m. Dann ergibt sich fir ¢t = m, daf {wy,...,w,} ein Erzeu-
gendensystem und somit Basis von V ist.

Damit ist aber die Menge {wj, ..., Wy, wy,11} linear abhingig, im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Also gilt » < m. a

Als einfache Folgerung erhalten wir den

9.5 Basiserginzungssatz
Jede linear unabhdingige Teilmenge eines endlich erzeugbaren Vektorraums ldafst
sich zu einer Basis ergdnzen.

Beweis: Ist {wy,...,w,} eine linear unabhingige Teilmenge von V', so erginzt
man diese zu einer maximalen linear unabhéngigen Teilmenge. Diese ist nach 9.4
endlich und nach 9.2 eine Basis. O

Man beachte, dafl die dadurch garantierte Ergéinzung einer linear unabhéngi-
gen Menge zu einer Basis keineswegs eindeutig bestimmt ist. So kann man zum
Beispiel die linear unabhingigen Vektoren (1,0,0) und (0,1,0) im K? sowohl
durch (0,0,1) als auch durch (0,1,1) oder (1,1,1) zu einer Basis ergénzen.

Es sei angemerkt, dal 9.5 auch fiir nicht notwendig endlich erzeugte Vek-
torrdume richtig bleibt. Zum Beweis mufi man dann das Zornsche Lemma her-
anziehen.

Eine weitere wichtige Folgerung aus 9.4 ist die Beobachtung;:

9.6 Linge von Basen
In einem endlich erzeugbaren K -Vektorraum besteht jede Basis aus gleich vielen
Elementen.

Beweis: Wird der Vektorraum V' von m Elementen erzeugt, dann hat jede Basis
hochstens m Elemente, d.h. jede Basis ist endlich.

Sind zwei Basen mit r bzw. s Elementen gegeben, so folgt aus 9.4 sowohl
r < salsauch s <r, also r = s. O

Damit wird folgende Bezeichnung sinnvoll:
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9.7 Definition
Sei V' ein endlich erzeugbarer Vektorraum iiber einem Divisionsring K. Dann
nennt man die Anzahl der Elemente einer Basis von V' die Dimension von V und
schreibt dafiir dimg V.

Ist V' nicht endlich erzeugbar, so nennt man V' unendlich-dimensional und
setzt dim V' = oo.

Auch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdaume kann man eine Dimension de-
finieren als die Mdchtigkeit einer Familie von Basiselementen. Wir werden aller-
dings den Dimensionsbegriff nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdume gebrau-
chen.

Sehen wir uns die Dimensionen einiger vertrauter Moduln iiber einem Divi-
sionsring K an:

Beispiele
(1) dimg K = 1;
(2) dimg 0 =0, da 0 keine linear unabhéngigen Elemente enthilt;
(3) dim K™ =n, n € IN;
(4) dim K[X] = oo;
(5) dimgqy IR = oo.
Als wichtige Eigenschaft stellen wir fest:

9.8 Dimension von Unterrdumen
Ser K ein Divisionsring und V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Dann
gilt fiir einen Unterraum U C V:

dimg U < dimgV und

dimg U = dimV genau dann, wenn U = V.

Beweis: In U kann es nicht mehr linear unabhéngige FElemente geben als in V.
Ist dimU = dim V', so enthélt U eine maximale linear unabhéngige Teilmenge,
also eine Basis von V. a

Wir haben gesehen, daf es iiber jedem Ring R Moduln mit einer Basis gibt,
z.B. R" mit n € IN. Die obige Beobachtung fiir Vektorrdume wird jedoch fiir Un-
termoduln von R"™ nicht mehr richtig sein. Ja wir kénnen nicht einmal erwarten,
da Untermoduln und Faktormoduln von R"™ wieder eine Basis haben.

Es ist bemerkenswert, daf§ die Forderung nach der Existenz von Basen in
allen R-Moduln impliziert, dafl R ein Divisionsring ist. Wir werden dies in 10.9
zeigen.
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9.9 Aufgaben
(1) Sei V' die Menge aller Abbildungen f : IR — IR. Fiir f,g €V undr € IR

definiert man

f+g: a— fla)+gla) fir allea € IR,
r-f: ar—r-f(a) fiir alle a € IR.

(i) Zeigen Sie, da V' ein IR-Vektorraum ist.
(ii) Welche der folgenden Teilmengen sind IR-Untervektorrdume von V7

Wy = {feV]f@3) =0}

Wy = {feVI]f7) =71}
Wy, = {feVIim=2+ /1)
Wy = {feV|f(—a)=—f(a) fiir alle a € IR}

W5 = {feV|f ist stetig}.

(2) Sei (v1,vq,v3) eine linear unbhéngige Familie von Vektoren eines IR-
Vektorraumes V. Zeigen Sie:

(1) (v1 + v2,v9 + v3,v3 + vy) ist linear unabhéingig.
(i) (v1 + vs3,v1 + Vg + v3,v7 — 2vy + v3) ist linear abhéngig.

(3) Untersuchen Sie, welche der folgenden Familien von Vektoren des IR
linear unabhéngig, Erzeugendensysteme, Basen des IR® sind:

SEE-T0R)
~(OEE) (D))

(4) K sei ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und U ein
Untervektorraum von V. Man zeige, dal3 es einen Untervektorraum W von V

mit V =U & W gibt.
Ist der Untervektorraum W eindeutig bestimmt?

(5) Es seien folgende Teilmengen von IR® gegeben:
Ay = {(1,1,1),(1,0,-1)}

Ay = {(17171)7<1 0 1>7( )}
Ay = {(1,1,1),(1,0,-1), (0, \/Ew/z) (44, 44, 4444)}
Ay = {(1,1,1),( -1),(4,3,2),(1,—-1,-3)}.
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a an begriinde dle Antworten auf folgende Iragen:
Man begriinde die A f folgende Fi
(i) Ist A;, i =1,2,3,4, linear abhéngig oder unabhéngig?
(ii) Ist A;, i = 1,2,3, ein Erzeugendensystem fiir IR*?
(iii) Ist A;, i =1,2,3,4, eine Basis von IR*?

(b) Man zeige
(Ag) = (Az) # (A2 N Az) = (Ay) .

(c) Man zeige Ay C (Ay). Hieraus bestimme man dim (A4) und beantworte die
Frage (a.ii) fiir i = 4.
Auflerdem beweise man die Gleichheit

(Ag) ={(a, 5,20 — a) | o, B € IR}.

(6) Es seien folgende Unterriume von IR* gegeben:

U = ((-5,0,5,5),(1,5,2,1),(—3,-5,0,1)) und
Vo= ((2,1,1,0),(-1,1,4,3),(9,3,0,-3)) .
(a) Man bestimme dim U, dim V', dim(U + V') und dim(U N'V).
(b) Man gebe jeweils eine Basis von U +V und von U NV an.
(7) Gegeben seien die Vektoren

v = (1’0,2’—4’0>7 Vy = (O,—1,5,6,1),
vy = (3,0,6,—12,0), vy = (2,-1,3,0,-2) und
vs = (—6,1,1,12,8) aus IR".

Es sei A := {v,v2,v3,v4,05} und U := (A).
(i) Man berechne dim U.

(ii) Bestimmen Sie alle maximalen linear unabhéngigen Teilmengen von A.
(8) Gegeben seien die Vektoren aus C°:
w:=(2,14+14,2—14),v:=(1—12—2i,3i) und w := (0,—=3+ 14,5 — 41).

Man beweise oder widerlege:

(i) u,v,w sind linear unabhingig im C—Vektorraum C°.

(ii) w,v,w sind linear unabhéngig im IR—Vektorraum C.
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10 Homomorphismen von Moduln

Wie bei Gruppen und Ringen sind auch bei Moduln die strukturvertrédglichen
Abbildungen von grofler Bedeutung. Sie werden ebenfalls als Homomorphismen
bezeichnet. Das Besondere daran ist, daf§ man sie meist mit Hilfe von Matrizen
darstellen kann. Dadurch werden sie rechnerisch leicht zugénglich. Wir werden
dies in einem spéteren Abschnitt ausfiihrlich behandeln. Bevor wir uns mit diesen
Rechnungen befassen, wollen wir die theoretischen Grundlagen verstehen.

10.1 Definition
Eine Abbildung f : M — N von R-Moduln heifit (Modul-)Homomorphismus,
wenn fiir alle x,y € M und r € R gilt

flx+y)=fl@)+fly) uwd flrz) =rf(z).

Man nennt diese Abbildungen auch R-Homomorphismen oder R-lineare Abbil-
dungen.

Mit Hompg(M, N) bezeichnen wir die Menge der Homomorphismen von M
nach N. Die Begriffe Mono-, Epi-, Iso-, Endo- und Automorphismus werden
analog zur Definition 6.8 gebildet.

Das Urbild der 0 € N unter f : M — N nennt man wieder den Kern von f,

Kern f ={m e M | f(m) = 0}.

Da f auch Gruppenhomomorphismus (M, +) — (N, +) ist, sind die bereits
gezeigten Eigenschaften von Kern f auch hier giiltig (vgl. 6.15).

Zudem stellen wir fest, dafl Kern f ein Untermodul von M ist: Fiir k € Kern f
und r € R gilt namlich f(rk) =rf(k) =0, also rk € Kern f.

Man bestétigt leicht folgende elementare

Eigenschaften
Sei f: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Dann gilt

(1) f(Onm) = On.
(2) Fur alle x € M ist f(—z) = —f(x).

(3) Ist g : N — L ein R-Homomorphismus, so ist auch go f : M — L ein
R-Homomorphismus.

(4) f ist genau dann Homomorphismus, wenn

flra+sy) =rf(x)+sfly) furaller,se R, z,y € M.
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Beispiele von Homomorphismen
(1) Fiir jeden R-Modul M ist idy : M — M ein R-Homomorphismus.

(2) Sind M und N R-Moduln, dann ist die Nullabbildung
M — N, m w0 fiir alle m € M,

ein R-Homomorphismus.

(3) Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Fiir alle r € R ist
M — M, m +— rm fir alle m € M,

ein R-Homomorphismus (Homothetie).
Fiir nicht-kommutative Ringe R sind die Homothetien nur Z(R)-Homo-
morphismen (mit Z(R)= Zentrum von R).

(4) Sind G und H abelsche Gruppen, dann ist jeder Gruppenhomomorphismus
f G — H auch Z-Homomorphismus.

Die Menge Hompg(M, N) von Homomorphismen zwischen den Moduln M und
N ist eine Teilmenge von Abb(M, N). Wie wir in 8.2,(4) gesehen haben, trigt
Abb(M, N) eine Modulstruktur, die bestimmt ist durch die Modulstruktur von
N. Fir f,g € Abb(M,N) und r € R haben wir fiir jedes m € M:

(f+g)m) = flm)+g(m)
(rf)(m) = r(f(m)).

Es stellt sich die Frage, ob sich diese Struktur auch auf Homg(M, N) tibertragen
1483t. Die Antwort darauf lautet:

10.2 Satz
Seien M und N Moduln iiber einem Ring R. Dann gilt:

(1) Hompg(M, N) ist eine Untergruppe von Abb(M, N).
(2) Ist R ein kommutativer Ring, so ist Homg(M, N) ein R-Untermodul von
Abb(M, N).

Beweis: (1) Es ist zu zeigen, da8 fiir f,g € Homg(M, N) auch f + g und —f
R-Homomorphismen sind. Dies ersieht man aus (m; € M, a € R)

(f+9)(mi+m2) = flmi+mz)+g(m+ms)
= (f+g)(m1) + (f+g)(m2), und
(f +g)(am) = f(am)+ g(am)
= af(m)+ag(m)
= a[(f +g)(m)].
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(2) Sei nun R kommutativ. Wegen (1) bleibt nur noch nachzuweisen, daf
fir f € Homgr(M,N) und r € R auch rf ein R-Homomorphismus ist. Dazu
betrachtet man

(rf)(m1+mg) = r(f(mi+ma)) =1r(f(mi)) +r(f(ma))
= )

(rf)(am) = r(f(am)) = (ra)f(m) = (ar)f(m)
= a(rf)(m)
Fiir die zweite Beziehung haben wir tatsichlich die Kommutativitit von R
benotigt. a

10.3 Faktormoduln
Sei U Untermodul des R-Moduls M. Dann wird die Faktorgruppe

M/U={m+U|me M}
ein R-Modul durch die Skalarmultiplikation
r(m+U):=rm+U firre R,me& M,
und die kanonische Projektion py : M — M /U ist ein R-Homomorphismus.

Beweis: Da U auch Untergruppe von (M, +) ist, wird die Menge der Restklassen
M /U eine additive Gruppe mit (vgl. 6.16)

(m+U)+(n+U):=(m+n)+U.

Wir miissen uns noch iiberlegen, ob die Definition der Skalarmultiplikation un-
abhéngig von der Auswahl der Reprisentanten ist.
Sei m+ U =m'+ U fir m,m" € M, also m’" —m € U. Dann gilt

rim'+U) = rm'+U
= rlm+(m —m)]+U=rm+U
= r(m+7U).

Wir wissen schon, dafl pyy : M — M/U ein Gruppenhomomorphismus ist. Au-
Berdem gilt fiir m € M, r € R:

pu(rm) =rm+U =r(m+ U) = rpy(m).

Somit ist py ein R-Homomorphismus. O
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Mit diesen Komponenten konnen wir nun den Homomorphiesatz fiir Gruppen
auch auf Moduln iibertragen.

10.4 Homomorphiesatz fiir Moduln
Sei f: My — My ein R-Modulhomomorphismus. Dann st die kanonische Pro-
jektion
py: My — My/Kern f, a — [a] = a+ Kern f,

ein (Modul-)Epimorphismus, und es gibt genau einen Monomorphismus
f:M;/Kern f — M,

mit f = fopy, d.h. wir haben das kommutative Diagramm

Mli>M2

prN S f
M/ Kern f

Der néchste Satz bringt die Bedeutung von Erzeugendensystem und Basis fiir
lineare Abbildungen zum Ausdruck:

10.5 Satz. M und N seien R-Moduln.
(1) Ist U C M ein Erzeugendensystem, und sind f, g € Homg(M, N) mit

f(u) =g(uw)  fir alleu € U,

dann ist f = g.

(2) Ist (my;)ier eine Basis von M und (n;);e; eine Familie von Elementen aus
N, dann gibt es genau ein h € Hompg(M, N) mit

h(m;) =n;  fir allei € 1.
Die erste Aussage bedeutet, dal zwei lineare Abbildungen schon dann gleich
sind, wenn sie auf einem Erzeugendensystem {iibereinstimmen. Die zweite Be-

hauptung besagt, daff man jede Abbildung einer Basis von M in N eindeutig zu
einer linearen Abbildung von M in N fortsetzen kann.

Beweis: (1) Da U Erzeugendensystem ist, hat jedes m € M die Form

m=riu +...+rpu mitr; € R,u; € U.
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Dann gilt:

fm) = friun + ...+ rpug) = rof(u) + ..+ ref(ur)
= rig(ur) + ...+ reg(ux)
= g(rius + ...+ rpug)
= g(m).

Dies bedeutet gerade f = g.

(2) Fiir jede endliche Summe m = Y r;m; € M mit r; € R setze man

h(m) = h(>_rim;) =Y rmn,.

Da zu jedem m € M diese r; eindeutig festgelegt sind, ist h eine Abbildung von
M in N. Wir zeigen, dafl h ein R-Homomorphismus ist:

Sei m' = Y rim; ein weiteres Element aus M. Dann gilt (alle auftretenden
Summen sind endlich):

hm+m') = BE(ri+rm] = T(ri+r)n,
= Yrmi+Xrin; = h(m)+ h(m).

Also ist h ein Gruppenhomomorphismus (M, +) — (N, +). Fir s € R gilt:

h(am) = arn; =a)_rin; = ah(m).

Somit ist h ein R-Homomorphismus.
Die Eindeutigkeit von h folgt aus (1), da eine Basis insbesondere Erzeugen-
densystem ist. O

Man beachte, dafl die (n;);c; nicht linear unabhéngig sein miissen. Im all-
gemeinen ist auch das Bild einer linear unabhéngigen Teilmenge nicht linear
unabhéngig. Es gilt:

10.6 Satz

Sei f: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln.

(1) Ist U € M ein Erzeugendensystem von M, dann ist f(U) ein Erzeugen-
densystem von f(M).

(2) Ist f injektiv und U C M eine linear unabhdngige Teilmenge von M, so
ist f(U) linear unabhingig.

(3) Ist U C M eine Basis von M, und ist
(i) f injektiv, dann ist f(U) Basis von f(M);
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(i) f surjektiv, dann ist f(U) Erzeugendensystem von N;
(iii) f Isomorphismus, dann ist f(U) Basis von N.

Beweis: (1) Sein € f(M) und m € M mit f(m) = n. Schreiben wir
m=nryu; + ...+ rpug, mitu; € U,r; € R,
so erhalten wir

n=f(m)=nrflw)+...+rf(u) € (f(U)),
d.h. f(M) wird von f(U) erzeugt.

(2) Seien f(uy), ..., f(ug) € f(U) und rif(ur) + ...+ rif(ux) = 0.
Dann ist f(rju; + ...+ rpug) = 0, und wegen der Injektivitdt von f gilt auch
riur + ...+ rpu, = 0. Da die u; linear unabhéngig sind, bedeutet dies r; = 0 fiir
i=1,..., k. Also sind die f(u;) linear unabhéngig.

(3) Diese Aussagen sind einfache Konsequenzen aus (1) und (2). O
Als unmittelbare Folgerung halten wir fest:
10.7 Korollar
Seir f: M — N ein Epimorphismus.
(1) Ist M endlich erzeugbar, dann ist auch N endlich erzeugbar.
(2) Ist f Isomorphismus und M ein freier Modul, dann ist auch N frei.
(3) Ist f Isomorphismus und M endlich erzeugbar und frei, dann ist N endlich
erzeugbar und frei.

Damit kénnen wir nun die Bedeutung der freien Moduln RY) zeigen:

10.8 Korollar

(1) Ein R-Modul M ist genau dann frei, wenn M ~ RY fir eine geeignete
Indexmenge I ist.

(2) M ist endlich erzeugbar und frei, wenn M ~ R¥ fiir ein k € IN ist.

(3) Jeder R-Modul M ist homomorphes Bild eines Moduls RY).
Jeder endlich erzeugbare R-Modul ist Bild von R* mit k € IN.

Beweis: (1) Sei (n;); eine Basis von M und bezeichne (e;); die kanonische Basis
von RY) (siche Beispiel nach 8.13). Nach 10.5 erhalten wir dann einen Homo-
morphismus

f:R(I)—>M,eir—>niﬁiriE].
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Da (n;); Erzeugendensystem ist, ist f epimorph. f ist auch monomorph, da die
f(e;) = n; linear unabhéngig sind.

Aus 10.6 folgt, daB jeder zu R) isomorphe Modul ebenfalls frei ist.

(2) Dies ergibt sich aus (1) mit I ={1,...,k}.

(3) Die Abbildung von (1) ergibt fiir jedes Erzeugendensystem (n;); von M
einen Epimorphismus. O

Mit den nun bereitgestellten Mitteln konnen wir leicht zeigen, was es bedeu-
tet, wenn jeder R-Modul frei ist:

10.9 Satz
Fiir einen Ring R sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Jeder R-Modul besitzt eine Basis;

(b) R ist ein Divisionsring.

Beweis: (b)=(a) haben wir bereits in Satz 9.1 gezeigt.

(a)=(b) Nach dem Satz von Krull (7.19) gibt es ein maximales Linksideal
U C R. Dann ist R/U ein R-Modul mit den einzigen Untermoduln 0 und R/U.
Da alle R-Moduln eine Basis haben sollen, ist nach 10.8 R/U ~ R*. Dabei muf
natiirlich & = 1 sein, also R/U ~ R.

Dann hat aber auch R keine Linksideale (Untermoduln) # {0}, R, und somit
ist R Divisionsring (Satz 7.9). O

10.10 Aufgaben
Beweisen Sie, daB U und W Unterrdume von IR* sind, mit

g
U:={]| : €R4\§:ai:0}und
o i=1
Qg
W:={| : | € R*| ay = 20a; und as = 3ay}.
Oy

Bestimmen Sie jeweils eine Basis von U, W, UNW, IR*/U und IR*/W .
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11 Dimension und lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Abbildungen von Vektorrdumen iiber
einem Divisionsring K.

Kerne und Bilder von solchen Abbildungen sind wiederum Vektorrdume. De-
ren Dimensionen (vgl. 9.7) geben Aufschlufl iiber Eigenschaften der Abbildung.
Grundlage dafiir ist die

11.1 Dimensionsformel
Sei f:V — W eine lineare Abbildung von Vektorrdumen. Dann gilt

dimV = dim(Bild f) + dim(Kern f).

Beweis: Formal gilt diese Beziehung auch fiir unendlich-dimensionale Vek-
torrdume. Interessant ist sie jedoch nur fiir endlich-dimensionale V.

Sei also dim V' = n < co. Wéhle vy, ..., v, als Basis des Unterraums Kern f
von V', wobei p < n. Wir ergénzen diese durch v,y1, ..., v, zu einer Basis von V.
Dann ist f(vpt1),..., f(v,) (und 0) das Bild der Basis vy, ..., v, und somit ein
Erzeugendensystem von Bild f.

Wir zeigen, daf dies linear unabhéngige Vektoren sind und daher eine Basis
von Bild f bilden. Angenommen

0= > rif(w)=f() rv),
i=p+1 i=p+1

also En: r;v; € Kern f und folglich

i=p+1
n p
Z TiU; = Z s;v; fiir geeignete s; € R.
i=p+1 i=1
Wegen der linearen Unabhéngigkeit der v; folgt daraus
r;=0firallei=p+1,...,n.

Somit ist f(vp41),. .., f(v,) eine Basis von Bild f und dim(Bild f) = n — p.
Wir haben also

dim(Kern f) + dim(Bild f) =p+n—p=n=dimV.
Man beachte, dafl hierbei die Dimension von W keine Rolle spielt. a

11.2 Korollar
Fiir jeden Unterraum U eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' gilt

dimV/U =dimV —dimU .
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Beweis: U ist Kern der linearen Abbildung p : V' — V/U. Nach 11.1 gilt daher

dimV =dimV/U +dim U .

11.3 Korollar
Fiir Vektorraume Vi, Vy gilt

dimV; ® Vo =dim V) +dim V5.

Beweis: Hat einer der Vektorrdume unendliche Dimension, so ist die Gleichung
richtig. Betrachten wir also endlich-dimensionale Rdume. Die Projektion

pQ:‘/l@‘/Z_)‘/Q’ (U17U2>'_>U27

ist eine lineare Abbildung mit Bildp, = V5 und Kernpy, = V; & 0 ~ V7. Nun
liefert wieder die Dimensionsformel das gewiinschte Ergebnis. a

Die Kombination der vorangehenden Beobachtungen ergibt ein weiteres

11.4 Korollar
Fiir Unterrdume U,V eines Vektorraums W qilt

dimU +dimV = dim(U + V) +dim(U NV).

Beweis: Wiederum konnen wir uns auf endliche Dimensionen beschranken. Wir

bilden die &uflere direkte Summe U@V (= U®V') und betrachten die Abbildung
pw:UeV -U+V, (u,v) — u+o.
Dann ist Bildy = U 4+ V und
Kernpu={(a,—a) |lacUNV}~UNWV.
Somit gilt dim(U & V) = dimU+dimV (nach 11.3)

= dim(U+ V) +dim(UNV) (nach 11.3).
O

Wegen der Bedeutung der Dimension des Bildes wurde dafiir eine kiirzere
Bezeichnung eingefiihrt:

11.5 Definition
Sei f : V — W ein Homomorphismus von Vektorrdumen. Die Dimension von
Bild f nennt man den Rang von f und schreibt dafiir Rang f.
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Nach der Dimensionsformel ist Rang f = dim V' — dim Kern f.
Ist also dim V' endlich, so ist auch Rang f endlich.
Ist Bild f nicht endlich-dimensional, so schreibt man Rang f = oo.
Wir notieren folgende Eigenschaften von Rang f:

11.6 Satz
Fiir einen Homomorphismus f : V. — W won endlich-dimensionalen Vektor-
raumen gilt:

(1) Rang f < min(dim V, dim W).

(2) f ist genau dann injektiv, wenn Rang f = dim V.
(3) f ist genau dann surjektiv, wenn Rang f = dim W.
(4)

f ist genau dann bijektiv, wenn dimV = Rang f = dim W.

Beweis: (1) Da Bild f Unterraum von W ist, gilt nach 9.8
Rang f = dim Bild f < dim W.

Nach der Dimensionsformel ist natiirlich auch Rang f < dim V.

(2) Falls Rang f = dim V' gilt, dann folgt aus der Dimensionsformel
dim Kern f = 0, also Kern f = 0, d.h. f ist injektiv.

(3) Gilt Rang f = dim W, dann ist Bild f ein Unterraum von W mit gleicher
Dimension, also Bild f = W (vgl. 9.8), d.h. f ist surjektiv.

(4) ist eine Folgerung aus (2) und (3). O
Angewendet auf Endomorphismen, ergeben diese Betrachtungen:

11.7 Korollar
Fiir einen Endomorphismus f : V. — V eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist injektiv;
(b) f ist surjektiv;
(c) f ist bijektiv;
(d) Rang f =dim V.

Beweis: Die Aussagen folgen direkt aus 11.6 mit W = V. a
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11.8 Aufgaben
(1) Betrachten Sie die Unterrdume in IR*

U = ((2,1,4,-1),(1,1,3,—1),(~1,—1,-3,1)) und
Vo= {((3,0,3,0),(1,-1,2,-2),(1,1,0,2)).
(i) Bestimmen Sie dimU, dim V', dim(U + V') und dim(U N'V).
(ii) Geben Sie eine Basis von U +V und von U NV an.

(2) Man finde alle Untervektorriume von IR* und IR® und interpretiere sie
geometrisch.

(3) R sei ein Ring mit Eins. Man zeige, daf
U :={(an)new € RN | fiirallen € IN : apio = any1 + an}
ein zu R? isomorpher R-Untermodul von RY ist.

(4) V sei ein dreidimensionaler IR-Vektorraum mit Basis (by, by, bs) und W
ein zweidimensionaler IR-Vektorraum mit Basis (c1, ¢2).

Die lineare Abbildung f : V — W sei gegeben durch (o; € IR)
flaiby + agby + asbs) = (a1 — 200 + 3az)er + (201 + ag — az)co.
(i) Ist f injektiv?
(i) Ist f surjektiv?

(iii) Bestimmen Sie die Dimensionen von Bild und Kern von f.



Kapitel 4

Homomorphismen und Matrizen

Lineare Abbildungen von freien Moduln lassen sich mit Hilfe von Matrizen be-
schreiben. Dies gibt die Moglichkeit zur rechnerischen Bestimmung der Eigen-
schaften solcher Abbildungen.

Da iiber einem Divisionsring K alle K-Moduln frei sind, sind diese Methoden
insbesondere fiir alle (endlich-dimensionalen) Vektorrdume anwendbar. Dariiber-
hinaus lassen Matrizen iiber Divisionsringen weitere Bildungen zu, die im nach-
folgenden Abschnitt angegeben werden.

Die dabei entwickelten Methoden erlauben eine iibersichtliche Behandlung
von linearen Gleichungssystemen.

12 Homomorphismen und Matrizen
Zunéchst wollen wir freie Moduln iiber beliebigen Ringen R betrachten.

12.1 Beschreibung linearer Abbildungen

Sei f: M — N eine lineare Abbildung von R-Moduln. Wir haben in Satz 10.5
gesehen, dafl f durch die Werte auf einem Erzeugendensystem von M eindeutig
bestimmt ist.

Ist also xy,...,z,, ein endliches Erzeugendensystem von M, so ist f durch
die Bilder f(x1),..., f(z,,) festgelegt.

Ist nun yy, ..., y, ein Erzeugendensystem von N, so lassen sich die f(z;) als
Linearkombinationen der yq, ..., y, darstellen, etwa durch

flz1) = anyi+ a2y + ...+ ain Yn,
flza) = annyr+anys+ ...+ asy, Yn,

f@m) = amiti+ amaye + .. + Gumn Yn,

94
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mit geeigneten Koeffizienten a;; € R.

Sind z1,...,2,, C M und vy,...,y, C N sogar Basen, so sind die m - n
Elemente a;; € R eindeutig bestimmt, und f ist durch diese Daten eindeutig
festgelegt.

Man schreibt diese Elemente in ein Schema, das man (m, n)-Matriz nennt:

aiq a12 Ce Q1n
a a e.oa
Matrix(aij) = (aij) = 2 _22 ?n
Am1  Am2 .. (Gmnp
Das n-Tupel (a;,...,a;) bezeichnet man als i-te Zeile und das m-Tupel
a1y
als j-te Spalte der Matrix.
CLmj

m ist die Zeilenzahl und n die Spaltenzahl von (a;;).

Bemerkung: Die Zuordnung der Matrix (a;;) zu der linearen Abbildung f
in 12.1 ist in gewissem Sinne willkiirlich. Man hétte auch eine Matrix wahlen
konnen, in der Zeilen und Spalten vertauscht sind. Dies macht keinen Unter-
schied im mathematischen Gehalt, fithrt aber gelegentlich zu anderen Formeln.

Eine Matrix 148t sich als Abbildung
AAL - m}x{l,---n} = R, (i,7) — ay,

auffassen. Damit haben wir fiir diese Matrizen Operationen zur Verfiigung, die
wir bei Abbildungen von Mengen in Moduln definiert haben (vgl. 8.2).

Bezeichnen wir mit R(™™ die Menge der (m,n)-Matrizen bei gegebenen
n,m € IN. Fiir (a;;), (b;) € R™™ und r € R haben wir dann

Matrizenaddition :  (a;;) + (bi;) = (aij + byj)
Skalarmultiplikation : r(ai;) = (rag).

Das neutrale Element beziiglich der Addition ist dabei die (m, n)-Matrix, die aus
lauter Nullen besteht, die sogenannte Nullmatriz.

12.2 Satz
Fiir jeden Ring R und n,m € IN bildet R"™™ einen freien R-Modul.

Beweis: Die Modulstruktur von R™ haben wir oben angegeben. Um zu zeigen,
daB es ein freier Modul ist, geben wir eine Basis (mit m - n Elementen) an. Dazu
definieren wir (mit dem Kronecker-Symbol §) die (m, n)-Matrizen

Ei; = (i - 051),
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also die (m,n)-Matrizen mit 1 am Schnitt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte
und 0 {iberall sonst.

Es ist leicht zu sehen, daf dies m - n linear unabhingige Elemente in R(™™)
sind. Sie bilden auch ein Erzeugendensystem, da fiir jede Matrix (a;;) € R(mm)
gilt

m n

(ai) = >_ (D aiyEyy).
i=1 j=1
Man bezeichnet E;; als die kanonische Basis von R(mn) O

Spezialfille
Eine (1,n)-Matrix heiBt Zeilenvektor (€ R™),
eine (m, 1)-Matrix heifit Spaltenvektor (€ R™).

Die am Beginn des Paragraphen betrachtete Zuordnung einer Matrix zu einem
Homomorphismus kénnen wir nun genauer beschreiben.

12.3 Satz
Seien R ein Ring, M ein R-Modul mit Basis X = (z1,...,x,) und N ein R-
Modul mit Basis Y = (y1,...,Yn)-

(1) Die durch 12.1 gegebene Zuordnung
Math : HOHIR(M, N) — R(m,n)’ f — (ai]’),

st ein Gruppenisomorphismus.

(2) Ist R ein kommutativer Ring, so ist Matxy sogar ein Isomorphismus von
R-Moduln.

Beweis: Man beachte, da8 wir fir Homg (M, N) nur dann eine R-Modulstruktur
haben, wenn R kommutativ ist (vgl. 10.2).

(1) Aus den Anmerkungen zu 12.1 ergibt sich, dal Matyy eine injektive
Abbildung ist.

Sei nun irgendeine Matrix (a;;) € R™™ gegeben. Dann stellt die rechte Seite
von 12.1 n Elemente b; aus N dar. Da z, ..., x,, Basis von M ist, gibt es nach
Satz 10.5 genau eine lineare Abbildung f': M — N mit

() =bi =anyr + ...+ anYn.

Nach Konstruktion gilt Matxy (f’) = (a;;). Also ist Mat xy surjektiv.
Fir f,g € Hom(M, N) seien Matxy (f) := (ai;), Matxy(g) := (b;;), also

fla) = agy; wnd  g(x) = byy;.
=1 j=1
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Dann gllt (f + g)(:cz) = f(x,) + g(xz) = E?:l (CLij + bij)yj, und damit
Matxy (f 4+ ¢g) = Matxy (f) + Matxy (g).

(2) Bei kommutativem R ist fiir f € Homg(M,N) und r € R auch rf ein
R-Homomorphismus und — wie leicht zu bestétigen —

Math(rf) = rMath (f) .

Somit ist Mat yy ein R-Isomorphismus. O

Wir hatten die Matrizen E;; = (0;,0;;) als Basis von R(™™) kennengelernt.
Welchen Abbildungen M — N entsprechen diese — bei vorgegebenen Basen —
unter dem Isomorphismus Mat? Bei kommutativem R werden die Bilder davon
ecine Basis von Homp (M, N) ergeben.

Nach 12.1 haben wir dafiir die Zuordnung

- ey fir k=1
ka;&’“éﬂy’_{o fiir b £

Dabei wird also dem i-ten Basisvektor von M der j-te Basisvektor von N und
den anderen Basisvektoren von M die 0 zugeordnet.

Bezeichnen wir diese Abbildungen, die von der Wahl der Basen abhéngig sind,
mit Eij, also

By o M = N, wkH{o fiir k£

so folgt aus Satz 12.3:

12.4 Korollar

Sei R ein kommutativer Ring. Sind M wund N freie R-Moduln mit Basen
{z1,.. ., 2} C M und {y1,...,yn} C N, dann ist Homg(M, N) ein freier
R-Modul mit Basis Eij, 1<m, j<n.

Nachdem wir die Beziehung zwischen Homomorphismen und Matrizen ken-
nengelernt haben, stellt sich die Frage, ob auch die Komposition von Abbildungen
eine entsprechende Bildung bei Matrizen erlaubt. Dies fithrt zu einer Multipli-
kation von Matrizen. Sehen wir uns dazu die Matrizen von zusammengesetzten
Abbildungen an:

Seien M, N und P freie R-Moduln mit den Basen

X=(z1,...,2m), Y =(1,...,yn) und Z = (21,..., 2p).
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Betrachten wir Homomorphismen f : M — N und g : N — P. Dann ist auch
go f: M — P ein Homomorphismus, und f, g und g o f bestimmen nach 12.3
drei Matrizen

Matxy(f) = (aij) € R(m,n)
MatyZ (g) = (b’L]) c R(n,p)
Matxz(go f) =: (c;) € RU™

Aus den Definitionen erhalten wir
go flx) = g awyr) = D awng(yr)
k=1 k=1

= > aw(D_biz) = D (D ainbry)z
k=1 j=1 J=1 k=1

P
= D ci%
=1
. . n . . . .
Somit gilt ¢;; = > aby;, und wir nehmen dies zur Definition von
k=1

12.5 Produkt von Matrizen
Seien R ein Ring und A = (a;;) € R™™, B = (b;) € R™P) Matrizen iiber R.
Als Produkt von A und B bezeichnet man die Matrix

A-B:=C= (Cij) S R(m,p) mit Cij = Z aikbkj.
k=1

Man beachte, dafl dieses Produkt nur gebildet werden kann, wenn
Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B.

Merkregel:

Fiir die Berechnung des Eintrags c¢;; im Produkt mufl man die j-te Spalte von B
iiber die i-te Zeile von A legen, die zusammentreffenden Skalare multiplizieren
und dann die Summe der Produkte bilden:

a1 e A1y .7 .7
b11 e blj . blp C11 e Cip
: : bnl c. bnj e bnp Cmi -+ Cmp
am1 .- Qmnp

Nach Definition dieser Produktbildung gilt die wichtige Beziechung:
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12.6 Satz

Seien R ein Ring und M, N, P drei R-Moduln mit endlichen Basen X, Y und
Z. Dann gilt

Matx (g o f) = Matxy(f) - Matyz(g).

Aufgrund dieses Zusammenhangs lassen sich sofort folgende Rechenregeln
fiir die Produktbildung von Matrizen angeben, die man natiirlich auch direkt
bestétigen kann:

12.7 Eigenschaften der Multiplikation
Seien R ein Ring und A, Ay, Ay € R"™" B, By, B, € R"P), C € R®9. Dann
qgilt:

(1) (rA)B =r(AB) fir alle r € R.
Ist R kommutativ, so gilt auch A(rB) = r(AB) fir alle r € R.

(2) A(B; + Bs) = AB; + ABs.
(4) (AB)C = A(BC).
Von besonderem Interesse ist die Multiplikation mit den in 12.2 eingefiihrten

Matrizen Ej;;. Wir stellen daher einige dieser Beziehungen zusammen, die sich
leicht bestétigen lassen:

12.8 Multiplikation mit FE;;
Seien R ein Ring und A = (a;;), Ey; € R™™.

_[Eis fallsj=r
(1) EijErs = {0 falls j #r.

(2) BxA= B (X aijlBiy) =2, anjlyy;
AE, = (X aijBij) B = 35 @i B

<3> ErkAEls = rk(Zi,j aijEij)Els = aklErs-

(4) AB = BA gilt genau dann fir alle B € R™ wenn A = rE, fir ein
r € Z(R) (Zentrum von R) und E, die Einheitsmatriz in R™™ ist.

Beweis: Die ersten Aussagen folgen aus der Matrizenmultiplikation.
(4) ergibt sich aus dem Vergleich der beiden Ausdriicke in (2). O

Das Vertauschen von Zeilen und Spalten einer Matrix ist eine wichtige Ope-
ration, die wir formal festlegen wollen:
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12.9 Definition
Sei R ein Ring und A = (a;;) € R™™ eine Matrix. Als Transponierte von A
bezeichnet man die Matrix

Al = (aji) S R(n,m)
Eine Matrix heifit symmetrisch, wenn A = At gilt.

Bei quadratischen Matrizen bewirkt das Transponieren gerade eine Spiege-
lung an der Hauptdiagonalen.
Halten wir einige allgemeine Eigenschaften dieser Bildung fest.

12.10 Transponieren von Matrizen. Sei R ein Ring.
(1) Fir jede Matriz A iber R gilt (A")! = A.

(2) Fiir Matrizen A,B € R"™" und r € R gilt (A + B)! = A" + B* und
(rA)t =rAt.

(3) R™™) — Rvm) A s At st ein Isomorphismus von R-Moduln.
(4) Ist R kommutativ, A € R™™ und C € R™¥ | so gilt (AC)t = C*AL.
(5) Ist R kommutativ, so ist R(™™ — RM™ A s At ein Antiautomorphis-
mus, und fiir invertierbare A gilt (A1)t = (AY)~L.
Beweis: (1) Dies folgt unmittelbar aus der Definition.
(2) Diese Aussagen lassen sich leicht bestétigen.

(3) Die Behauptung folgt aus (1). Dabei konnen die Matrizen sowohl als
Linksmoduln als auch als Rechtsmoduln iiber R aufgefafit werden.

(4) Auch dies kann man rechnerisch nachpriifen. Die angegebene Beziehung
gilt nicht mehr iiber nicht-kommutativen Ringen. (In diesem Fall miifite man
auf der rechten Seite die Multiplikation in R durch die opposite Multiplikation
a* b := ba ersetzen.)

(5) Dies ergibt sich aus (3) und (4). O
Betrachten wir nun Hompg (M, N) fiir den Fall M = R™ und N = R™.
Fassen wir den R™ als Zeilenraum R auf, d.h. wir behandeln die Elemente
(r1,...,7mm) € R™ als (1,m)-Matrizen. Diese kann man dann von rechts mit
(m, n)-Matrizen multiplizieren. Fiir A = (a;;) € R™™ bekommen wir damit die
Zuordnung
A: R&™ — RO,

m m
(ri,...,Tm) +— (rl,...,rm)(aij):(eriail,...,eriam).
1= 1=
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Aus den Eigenschaften der Matrizenmultiplikation folgt, daf dies eine lineare
Abbildung von R-Linksmoduln ist, also A € Hompg(R™, R").
Fiir die kanonischen Basisvektoren

ei=(04)=1(0,...,1;...,0) € RO™).

69:(6]‘):(07...,13'7...,0)GR(l’n),

bedeutet dies die Zuordnung (fiir alle i < m)
€; — Zaij ; = (@i1s - -5 i)
=1

Somit spannen die Zeilenvektoren von A das Bild des Homomorphismus’ A auf.

-~

Beziiglich der kanonischen Basen in R™, R™ erhilt man Mat(A) = A.

—

Andererseits ergibt sich fiir f € Homg(R™, R™) mit dieser Notation Mat(f) =
f. Also ist ~
R™™ _ Homp(R™, R"), Aw— A,
die inverse Abbildung zu Hompg(R™, R*) — R™™) aus 12.3.

Fassen wir nun den R™ als Spaltenraum R auf. Dann kann man seine
Elemente von links mit (n,m)-Matrizen multiplizieren, und fir B = (b;;) €
R(™™) hekommen wir die lineare Abbildung von R-Rechtsmoduln

B: RmD . ROW.
A ™ >oimy bum
o )| ] = :

T'm T'm Z;i1 bnlrl

Stellen wir diese Sachverhalte zusammen:

12.11 Satz
(1) Sei A = (a;;) € R"™™. Dann gilt fir die lineare Abbildung von R-Links-
moduln R
A: R(l’m) — R(l,n)’ (7"1, ce 7rm) = (Tla ce >Tm) . (aij)7
(i) Bild des i-ten Basisvektors von R™ unter A ist die i-te Zeile von A.

(i) Bild A wird von den Zeilen von A erzeugt.

(2) Sei B = (b;;) € R™™). Dann gilt fiir die lineare Abbildung von R-Rechts-

moduln
(&1 (A1

B : R(m’l) — R(n’l), = (blj) :
Tm Tm
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(i) Bild des i-ten Basisvektors von R™ unter B ist die i-te Spalte von B.

(i) Bild B wird von den Spalten von B erzeugt.

(3) Fiir f € Homg(RM™, RO™) und g € Hompg(R™Y, ROV gilt

f(?nlv"wrm) = (7"17"'77nm>'Mat(f); und
(B 1
gl | = Mat(g)-| i |,

T'm Tm

wobei Mat jeweils beziiglich der kanonischen Basis zu bilden ist.

Man beachte, daf§ in unserem Ansatz die Matrizenmultiplikation bei Zei-
lenrdumen Homomorphismen von Linksmoduln, bei Spaltenrdumen aber Ho-
momorphismen von Rechtsmoduln iiber R bewirken. Bei kommutativen Ringen
brauchen wir die Seiten nicht zu unterscheiden:

12.12 Korollar
Sei R ein kommutativer Ring und A = (a;;) € R™™. Dann haben wir (mit den
oben betrachteten Abbildungen) das kommutative Diagramm

R(Lm) i R(l,n)7 (Tlv v 7Tm) = (Tl? to 7Tm) ) A’

! ! l !

~ T1 T
ROm1) AL R : At

T'm T'm

i dem die senkrechten Isomorphismen durch Transponieren gegeben sind.

Die Bedeutung der oben betrachteten Situation liegt darin, dafl sich jeder
Homomorphismus zwischen freien Moduln damit in Beziehung bringen 148t.

12.13 Koordinatenisomorphismus
Sei M ein freier R-Modul mit Basis X = (zy,...,2,,). Fir die Standardbasis
e1,...,en von R™ bezeichnen wir den durch

kx : M — R™, x;— e,

festgelegten Isomorphismus als Koordinatenisomorphismus. Dabei ist es zunéchst
gleich, ob wir R™ als Zeilen- oder Spaltenraum betrachten.
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Sei N ein freier R-Modul mit Basis Y = (yi,...,¥,) und entsprechendem
Koordinatenisomorphismus

Ky : N — R", y; — e;.

Zu jedem Homomorphismus f : M — N haben wir das kommutative Dia-
gramm

v L _
Ky | N | Ky mit f = ky o fory .
pm L, pn

Aus Satz 12.6 1a3t sich daraus ableiten:

12.14 Satz
In obiger Situation gilt

Math (f) = Mat(f),

wobei die rechte Seite beziiglich der kanonischen Basen zu bilden ist.
Beweis: Mit Matyy (f) =: (a;;) haben wir
fle)) = kyo fno rx'(e) = n"fY(f(iUz)) .
= (X agy) = EZagrv(y) = X aie;
j= j=

Daraus ersicht man Mat(f) = Matxy (f). O

12.15 Matrizenringe

(1) Sei R ein Ring. Fir jedes m € IN bilden die quadratischen Matrizen
R™™) mit der Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation einen Ring mit
Finselement (Einheitsmatriz)

E. = (6;) = .
0 1
(2) Sei M ein freier R-Modul mit Basis X = {x1,...,xn}.
(i) Die in 12.3 betrachtete Abbildung
MatXX : EndR(M) — R(m,m)

ist ein Ringisomorphismus mit Matx x (idar) = Ep,.

(ii) f € Endgr(M) ist genau dann ein Isomorphismus, wenn Matxx(f) eine
invertierbare Matrix ist.
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Beweis: (1) Aus den in 12.7 festgehaltenen Eigenschaften der Matrizenmultipli-
kation folgt, da R(™™) einen Ring bildet.

(2) (i) Nach 12.3 ist die betrachtete Abbildung
MatXX . EHdR(M) — R(m,m)

ein Isomorphismus von additiven Gruppen.

Nach 12.6 gilt fiir f, g € Endg(M) auch Mat(go f) = Mat(g) - Mat(f). Somit
ist Mat ein Ringisomorphismus.

(i) Sei f : M — M invertierbar. Dann gibt es g : M — M mit go f = idy,
und f o g =1id,;. Setzen wir Matxx = Mat, so folgt damit

Mat(g o f) = E,, = Mat(g) - Mat(f), Mat(fog) = E,, = Mat(f) - Mat(g).
O

Beziiglich einer festen Basis X eines freien Moduls M wurde der Identitét
durch Maty x die m-te Einheitsmatrix zugeordnet, Matx x (idas) = Epp.

Hat man verschiedene Basen X = (xy,...,2,,) und X' = (2),...,2},) in M,
so wird der Identitéat durch Mat x x» nicht die Einheitsmatrix zugeordnet, sondern

die Matrix (¢;;) mit

T = ldM(.ZCl) = t11$'1 + ..+ tlnx;

Ty = dy(m) = tmr] +.. 4 toe),
Nach 12.6 erhalten wir damit (wegen idy; oidy, = idyy)
Em = MatX/X/(idM) = Matxlx(idM) : MatXX/(idM).

Daraus folgt, daf8 die Matrix Matx x/(id) = (¢;;) invertierbar ist.
Fir f : M — N erhdlt man nun fiir verschiedene Basen in M bzw. N
folgenden Zusammenhang;:

12.16 Satz (Basiswechsel)
Uber einem Ring R seien
M ein freier Modul mit Basen X = (x1,...,%y) und X' = (2, ..., 2),) und

rm

N ein freier Modul mit Basen' Y = (y1,...,yn) und Y' = (y1,...,4,).

(1) T = Matxx/(idy) € RU™™ st invertierbar mit T~ = Matxx (id).
S = Matyy-(idy) € R™™ st invertierbar mit S™' = Matyy (idy).

(2) Fir einen Homomorphismus f: M — N gilt:

Matxy(f) =T MatX/y/(f) : S_l.
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Beweis: (1) Dies wurde in unserer Vorbetrachtung ausgefiihrt.

(2) Die Behauptung ergibt sich mit 12.6 aus dem kommutativen Diagramm

M L Ny
id | | id-
X/M —_— NY/
O

Matrizen, die beziiglich verschiedener Basen den gleichen Homomorphismus
darstellen, faft man in Klassen zusammen. Bei Homomorphismen zwischen un-
terschiedlichen Moduln kann man die Basis in Quelle und Ziel &ndern. Die Matrix
eines Endomorphismus f : M — M hat man gerne beziiglich der gleichen Basis
in M als Quelle und Ziel. Damit haben wir folgende Einteilung der Matrizen:

12.17 Definition
Zwei Matrizen A, B € R"™ nennt man dquivalent, wenn es invertierbare Ma-
trizen T € R™™ S € R™™ gibt mit

A=T-B.-S %

Man sagt, A, B € R™™) sind dhnlich (oder konjugiert), wenn es eine inver-
tierbare Matrix 7' € R(™™) gibt mit

A=T-B-T7'.

Es ist eine leichte Ubung, zu zeigen, daB beide Beziehungen Aquivalenzrela-
tionen auf den entsprechenden Klassen von Matrizen bestimmen.

Da die invertierbaren Matrizen Basiswechsel in entsprechenden freien Moduln
bewirken, ergibt sich aus 12.16:

12.18 Folgerung
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen der Linge m bzw. n.

(1) Zwei Matrizen A, B € R™™) sind genau dann dquivalent, wenn es eine
lineare Abbildung f : M — N und Basen X, X' von M und Y,Y" von N
gibt mit

A= Math(f) und B = Matxly/(f>.

(2) Zwei Matrizen A, B € R™™ sind genau dann dhnlich, wenn es ein f €
Endg(M) und Basen X, X' von M gibt mit

A= Matxx(f) und B = MatX/X/(f).
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12.19 Aufgaben

(1) R sei ein kommutativer Ring mit Fins,

A:(CCL Z)eRm) undE:((l) ?)ER(Z’Q).

Man berechne A% — (a + d)A + (ad — bc)E.

1 2
(2)86”1:(411 ; z>ez<273> mdB=| 3 4]|ezB?.
-1 0

Man berechne die Matrizenprodukte A- B, B-A, A-B-Aund B-A- B.
(3) Seien f: Q* — Q° und g: Q> — QF gegeben durch

flx,y) = (x+2y,2—y,2x+y)
g(x,y,2) = (x—2y+3z2y—32).

(i) Man berechne Mat(f), Mat(g), Mat(g o f) und Mat(f o g) beziiglich der
kanonischen Basen E, C ©Q* und F5 C Q7.

(ii) Man zeige, daf3 g o f ein Isomorphismus ist, und bestimme Mat((go f)™1)
beziiglich Ej.
(4) B = ((1,1,0),(1,—1,1),(1,1,1)) € @ und C = ((1,1),(1,-1)) € @2
sind Basen in Q> bzw. Q2.
(i) Man bestimme die Matrizen MatES,B(idQs), MatBE?,(idQs),
MatE%c(isz) und MatC,EQ <1dQ2)

(ii) Fiir die Homomorphismen aus der vorigen Aufgabe berechne man die Ma-
trizen Matc p(f), Matg c(g), Matc (g o f) und Matg g(f o g).
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13 Matrizen iiber Divisionsringen

Wie wir in Satz 11.6 gesehen haben, lassen sich Eigenschaften von Homomorphis-
men von Vektorrdumen mit Hilfe des Dimensionsbegriftfs beschreiben. Da ande-
rerseits diese Homomorphismen mittels Matrizen dargestellt werden kénnen, ist
zu erwarten, dafl auch Matrizen iiber Divisionsringen zusétzliche Eigenschaften
haben. Solche wollen wir in diesem Abschnitt behandeln.

Setzen wir also voraus, daf§ K ein Divisionsring ist.

In 12.11 wurde gezeigt, dal das Bild eines Homomorphismus f : K™ —
K™ von den Zeilen(vektoren) einer Matrix erzeugt wird. Nun hat Bild f eine
Dimension (den Rang von f), die man somit aus den Zeilen der zugehorigen
Matrix ablesen kann.

13.1 Definition
Die Dimension des von den Zeilen von A € K" erzeugten Unterraums von
K™ heifit der Zeilenrang von A.

Die Dimension des von den Spalten von A erzeugten Unterraums von K™
nennt man den Spaltenrang von A.

Unserer Gepflogenheit folgend, fassen wir dabei sowohl den Zeilenraum als
auch den Spaltenraum als Linksvektorrdume auf. Man kann beide auch als
Rechtsvektorrdume iiber K betrachten und mufl bei nicht-kommutativem K
diese Félle unterscheiden.

Man sieht sofort, dafl

min(m, n),
min(m,n).

Zeilenrang A

<
Spaltenrang A <

Man sagt, A hat mazimalen Zeilenrang (Spaltenrang), wenn Zeilenrang A =
min(m,n) (Spaltenrang A = min(m,n)).

Im allgemeinen kénnen Zeilen- und Spaltenrang verschieden sein (vgl. 13.9,
Aufgabe 10). Wir werden spéter sehen, daf fiir Matrizen iiber kommutativen
Divisionsringen Zeilenrang = Spaltenrang gilt. Aus 12.11 und 12.14 ergibt sich:

13.2 Satz
Sei [V — W ein Homomorphismus endlich-dimensionaler K-Vektorrdaume.
Fiir beliebige Basen X CV,Y C W und A := Matxy (f) gilt:

(1
2

) Zeilenrang A = Rang f.

(2) f ist genau dann injektiv, wenn Zeilenrang A = dim V.
(3) f ist genau dann surjektiv, wenn Zeilenrang A = dim W.
(4)

f st genau dann bijektiv, wenn Zeilenrang A = dimW = dim V.
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Beweis: (1) Setze dimV = m, dim W = n. Mit den Bezeichnungen von 12.14
hat man Rang f = Rangf mit f K™ — K". Nach 12.11 wird Blldf von den
Zeilen von Mat(f) = Matxy (f) erzeugt, also

Rang f = dim Bild f = Zeilenrang A.

(2)—(4) In 11.6 haben wir die Bedeutung von Rang f fiir den Homomorphis-
mus f kennengelernt. Damit folgen die Behauptungen aus (1). O

Fiir quadratische Matrizen haben wir damit folgende Kennzeichnung der In-
vertierbarkeit:

13.3 Satz
Sei V' ein m-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis X. Fir f € Endg (V) mit

A= Matxx(f) € K™™ sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) f ist Isomorphismus (injektiv, surjektiv, vgl. 11.7);
(b) A ist invertierbare Matriz,

c) es gibt eine Matriz B € K™™ mit AB = E;

)

)

(
(d) es gibt eine Matriz B € K™™ mit BA = E;

(e) Zeilenrang A = m.

Beweis: (a)<(b) End(V) ~ K™ und Isomorphismen fiihren invertierbare
Elemente wieder in invertierbare iiber (vgl. 12.15).

(b)=(c),(d) Diese Implikationen sind klar.

(c)=(e) Aus AB = FE folgt, dal f injektiv ist, also Rang f = Zeilenrang
A=m.

(d)=(e) Aus BA = F folgt, dal f surjektiv ist, also Rang f = Zeilenrang
A=m.

(e)=(a) Nach Korollar 11.7 folgt aus Rang f = Zeilenrang A = m, daB f
[somorphismus ist. O

Bemerkung: Die Aquivalenzen von (a) bis (d) in 12.1 gelten auch fiir endlich
erzeugte freie Moduln tiber kommutativen Ringen (mit anderem Beweis).

Wir wollen nun den Rang einer Matrix A € K (™" ermitteln, also die Dimen-
sion des von den Zeilen von A erzeugten Unterraums von K (1™,

Diese @ndert sich nicht, wenn man etwa statt der Zeilen aq, as, az die Zeilen
ai, as + ay, az betrachtet. Wir stellen daher fest:

Der Rang einer Matrix dndert sich nicht, wenn man
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(1) zu einer Zeile eine andere addiert,

(2) eine Zeile mit einem Skalar 0 # r € K (von links) multipliziert.

Daraus lassen sich weitere erlaubte Zeilenoperationen ableiten, also Umformun-
gen, die den Zeilenrang der Matrix nicht verdndern. Man nennt diese auch ele-
mentare Zeilenumformungen:

(3) Addition des r-fachen eines Zeilenvektors zu einem anderen,

(4) Vertauschen von Zeilenvektoren.

(1) und (2) lassen sich durch Multiplikation mit Matrizen ausdriicken. Dies
geschieht mit den im Beweis von 12.2 eingefithrten Matrizen

Eyj = (0, - 6;1) € K™,
Mit der Einheitsmatrix E,, € K™ bewirkt die Multiplikation von A von links
e mit (£, + E;;) die Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile und
e mit (£, + (r — 1)E;;) die Multiplikation der i-ten Zeile mit r # 0.

Da diese Operationen umkehrbar sind, sind auch die zugehorigen Matrizen
(Elementarmatrizen) invertierbar.

13.4 Satz
Jede Matriz A € K™ [ifit sich durch elementare Zeilenoperationen in eine
(m, n)-Matriz der Form

0 O Clpy Feoriii *
0 0 copy * ool *
O 0 crp * *
O 0
O 0

tberfiihren (Zeilenstufenform), wobei

1<rm<r<...<r,<m,k=RangA, und
C1,m 7&07 C2,rg 7&07'--ack,rk 7&0

Man kann immer ¢;,, = 1 firi=1,...,k erreichen.
Die ersten k Zeilen sind eine Basis des von den Zeilen von A aufgespannten
Unterraums von K".
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Beweis: Zunéchst sucht man eine Zeile ¢ mit a;; # 0 oder a;, # 0 fiir ein
moglichst kleines 71 < n. Diese Zeile bringt man (durch Vertauschen) nach oben.
Nun kann man durch erlaubte Zeilenoperationen erreichen, dafl alle anderen
Elemente in der r;-ten Spalte Null werden.
Durch Wiederholen dieser Prozedur erreicht man die gewiinschte Form. O

Hat die Matrix A den Rang r = n < m, so ergibt die obige Darstellung die
Form

1 % ... .. *
0 1 * *
0 0 1
mlO......... 0 1
0., 0
0. .. 0

Es ist leicht zu sehen, daf} fiir m = n daraus durch weitere elementare Zei-
lenumformungen sogar die Einheitsmatrix gewonnen werden kann. Dies eroffnet
eine vorteilhafte Methode zur Ermittlung der Inversen:

13.5 Satz
Sei A € K™ eine Matriz mit Rang A = m. Dann gilt:

(1) A kann durch elementare Zeilenumformungen zur Einheitsmatriz E umge-
formt werden.

(2) Fihrt man diese Umformungen gleichzeitig mit der FEinheitsmatriz E
durch, so ergibt sich dabei die zu A inverse Matriz AL

(3) Jede invertierbare Matrixz ist Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis: (1) Dies wurde in der Vorbetrachtung erléutert.
(2) Nach (1) gibt es Elementarmatrizen By, ..., B, mit der Eigenschaft

B, ---By-By-A=F.
Also gllt BnBQBl :Bn"'BQ'Bl'E:A_l.
(3) ist eine Folge von (2). O

Beispiel
Sehen wir uns an, wie nach der oben angegebenen Methode die Inverse zur
Matrix

1
A= |1
0

— O N

3
2| € Q®?
0
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berechnet werden kann. Wir bezeichnen die Zeilen mit romischen Ziffern.

1 2 3 1 0 0
1 0 2 0 1 0
0 1 0 0 0 1
IT « III
1 2 3 1 0 0
0 1 0 0 0 1
1 0 2 0 1 0
I—-2-11
1 0 3 1 0 =2
1 0 0 1
1 0 2 0 1 0
I -1
1 0 3 1 0 -2
0 1 0 0 0 1
0 -1 -1 1
[+3-1II
1 0 0 -2 3 4
0 1 0 0 0 1
0 0 -1 -1 1 2
(—1)-I11
1 0 0 | =2 3 4
0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 -1 =2
Daraus lesen wir ab
-2 3 4
At= 0 o0 1
1 -1 =2

Fassen wir eine Matrix A € K(™™) als Homomorphismus K™ — K" auf (vgl.
12.11), dann entspricht nach Satz 12.16 (Basiswechsel) die Umformung von A in
Zeilenstufenform einer Basistransformation in K™.

Fiihren wir auch Basistransformationen in K™ durch, so 148t sich die Form
von A noch weiter vereinfachen. Wir wollen uns dies ganz allgemein iiberlegen.

Sei f:V — W ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen mit Rang f = r,
dimV =m und dim W = n.

Die Wahl von Basen X C V und Y C W beeinflult die Gestalt der Ma-
trix Matxy (f). Wie kann man eine besonders handliche Gestalt dieser Matrix
erreichen?

Dazu wéhlen wir folgende Basis X in V:

Upi1,---,U;, sei eine Basis von Kern f,
v1,...,v, soll dies zu einer Basis von V ergénzen.
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Dann ist wy := f(v1),...,w, := f(v,) eine Basis von Bild f. Diese ergénzen
wir durch w,y1,...,w, zu einer Basis Y von W.
Dafiir gilt nun f(v;) = {Bvl fu; Zr: 1... ,1”7 und damit
E,. 0
Math(f) = ( 0 O) s

wobei E, die (r,r)-Einheitsmatrix bezeichnet.
Hat man nun andere Basen X', Y in V bzw. W gegeben mit Transformati-
onsmatrizen T' = Mat x x/(idy ) und S = Matyy~(idy ), so erhdlt man aus 12.16:

MatXX/(idv) : MatX/y/(f) . Maty/y(idw) =
T . MatX/y/(f) . Sil == <€T 8) .

Fassen wir diese Beobachtungen zusammen:

13.6 Satz
Sei K ein Divisionsring.
(1) Ist f : V. — W ein Homomorphismus von K-Vektorraumen mit Rang
f =, so gilt fiir geeignete Basen X, Y wvon V bzw. W,

meyu):(f? 8).

(2) Ist A € K™™ eine Matriv mit Zeilenrang r, dann gibt es invertierbare
Matrizen Ty € Km™ ynd S; € K™ mit

E 0
ﬂA&z(O 0)

Man nennt dies die Normalform von A.

(3) Ist B € K™™ eine weitere Matriz mit Zeilenrang v, dann gibt es inver-
tierbare Ty € K™ S, € K mit

T,ASy = B.

Beweis: (1) und (2) wurden in den vorangehenden Ausfithrungen gezeigt.
(3) laBt sich leicht aus (2) ableiten. O

Aus den gewonnenen Beziehungen kénnen wir Angaben iiber den Rang von
Matrizen ableiten:
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13.7 Satz
Fiir jede Matriz A € K™ gilt:

(1) Sind T € K™™ und S € K™ invertierbar, so ist
Zeilenrang A = Zeilenrang T AS.
(2) Ist K kommutativ und T', S wie oben, dann gilt
Spaltenrang A = Spaltenrang T AS.

In diesem Full ist Zeilenrang A = Spaltenrang A. Man spricht dann vom
Rang von A.

Beweis: (1) folgt unmittelbar aus Satz 13.6.

(2) Wenden wir (2) aus Satz 13.6 auf die Matrix A* € K™™ an, so finden
wir invertierbare Matrizen C' € K(™™ und D € K™™ mit

E, 0
try s (n,m)
CA'D ( 0 0) eK ,
mit s = Zeilenrang A' = Spaltenrang A.
Durch Transponieren erhalten wir
E, 0
t t s (m,n)
D"AC ( 0 O) €K :
Nach (1) bedeutet dies s = Zeilenrang A = Spaltenrang A. O

Bemerkung: Fiir Matrizen A {iber nicht-kommutativen Divisionsringen K gilt
(allgemeiner als (2) in 13.7): Der Rang des Zeilenraums als Linksvektorraum ist
gleich dem Rang des Spaltenraums als Rechtsvektorraum iiber K.

In einem endlich-dimensionalen Vektorraum kann es keine endlos aufsteigen-
den Unterrdume geben. Dies impliziert viele niitzliche Eigenschaften des Endo-
morphismenrings. Eine davon wollen wir herausstellen:

13.8 Fitting’sches Lemma
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum dber einem Divisionsring K und

g c EndK(V)
(1) Es gibt ein k € IN mit Kern g* = Kern g**! fiir alle | € IN.

(2) Fiir das k aus (1) gilt: V = Kern g* & Bild g*.
Man nennt dies eine Fittingzerlegung von V' beziiglich g.
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Beweis: (1) Betrachten wir zunéchst die aufsteigende Kette von Unterrdumen
Kerng C Kerng? C Kerng® C ...

Dies kann keine echt aufsteigende unendliche Kette von Unterrdumen sein, da
sie durch die Dimension von V beschrinkt ist. Also gibt es ein & € IN mit
Kern g* = Kern g~

Wir schliefen nun durch Induktion nach [. [ = 1 ist klar. Nehmen wir an
Kern g* = Kern g**!.

Es gilt immer Kern ¢* C Kerng
Fiir u € Kern gFt+1 ist

k+1+1 k+1+1

. Zeige Kern g* D Kern g

0= g"" ! (u) = ¢"(g(u)),

also — nach Induktionsannahme — g(u) € Kern g**! = Kern ¢g*. Das bedeutet aber
g (g(u)) = ¢"(u) = 0 und u € Kern g**! = Kern g*.

(2) Sei k wie oben. Zeigen wir zuniichst Kern g* N Bild g* = 0.
Fiir v € Kern ¢* N Bild ¢* gilt
g"(v) =0 und v=g"u) fireinucV,
Das bedeutet g?*(u) = 0 und — nach (1) — u € Kern g*, also v = ¢*(u) = 0.
Nun folgt aus dem Dimensionssatz

dim V' = dim Kern ¢* + dim Bild ¢,

und somit V' = Kern ¢g* @ Bild ¢*. O

13.9 Aufgaben

(1) Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Man zeige, daB fiir f €
Endg (V) folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) Es existiert ein k € K mit f =k -idy;

(b) Fiir alle eindimensionalen Unterrdume U von V gilt f(U) C U;
(c) Fiir alle Unterrdume U von V gilt f(U) C U;

(d) fiir alle g € Endg (V) gilt fog=go f.

(2) V sei ein IR-Vektorraum mit Basis B = (b, by, b3, by).

(i) Zeigen Sie, dafi es genau eine lineare Abbildung f : V — V gibt mit
fof=1/F,
f(b1 + 2bg + by) = by + by — by — by, und
f(2by + by — b3) = by + bs.
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(ii) Man bestimme Mat(f) beziiglich der Basis B.
(iii) Wie groB ist der Rang von f?

(3) V und W seien IR-Vektorrdume mit Basen B = (by,be,b3) C V und
C' = (¢1,¢9,¢3,¢4) C W. Gegeben seien IR-Homomorphismen
f:V—=>Wundg: W — V durch

f(?“lbl + T'ng + 7’3b3) = (27’2 -7+ 7“3)01 + (7"3 — 37"1)02 fiir r; € R
und g(c1) = 2by — by + Ths, g(co) = 5by — 3by,
g(cs) = —by — 2bs, g(ca) = by + by + bs.

(i) Beziiglich der Basen B C V und C C W bestimme man die Matrizen
Mat(f), Mat(g), Mat(g o f) und Mat(f o g).

(ii) Man bestimme den Rang von f, g, go f und fog.

(iii) Man gebe das Bild von —b; — by + 3bs € V unter g o f und das Bild von
c1 —c3 € W unter fog an.

(4) Sein € IN und Pol,(IR) := {p € R[x] | p= 0 oder gradp < n}.
f € Hom(Pol3(IR), Poly (IR)) sei definiert durch

flag 4+ a1z + ar® + asa®) == ap — ag + az + (@ — asz)z.
(i) Man verifiziere, dai B := (1,z,2x? — 1,4x® — 3z) bzw.
C:= (14 z,1 — x) eine Basis von Pol3(IR) bzw. Pol;(IR) ist.
(ii) Man berechne Matp (f).

(i) Bestimmen Sie den Kern und das Bild (durch Angabe einer Basis) von f
sowie den Rang von Matp (f).

(5) Sei B = (b, by, bs, by) eine Basis des IR-Vektorraums V und
C = (c1, ¢o, c3) eine Basis des IR-Vektorraums W. Die lineare Abbildung f : V' —
W sei gegeben durch die Matrix

1 0 1

2 1 0
MatB,C(f) = 1 1 —1 S R(4’3)

3 1 1

(i) Man berechne Rang f und dim Kern f.
(ii) Man gebe jeweils eine Basis von Bild f und von Kern f an.

(ili) Besitzt 8¢y + 3¢y + 2¢3 € W ein Urbild unter f7
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(iv) Man bestimme das Bild von by + by + bs 4+ by € V' unter f.
(v) Finden Sie eine Basis B’ von V', so dafi Matpc(f) Zeilenstufenform hat.
(vi) Finden Sie eine Basis C' von W, so dafi Matg:cs(f) Normalform hat.

(6) Seien f : IR*> — IR* und g : IR> — IR* lineare Abbildungen. Beziiglich der
kanonischen Basen E, C IR?* und Es C IR® gelte

1 1 0 -1 1
Ma’tEg,E’;(f) == 0 3 1 und MatE37E2 (g o f) = -2 4
~10 1 4 5 7

(a) Man zeige, daf8 f ein Isomorphismus ist und berechne Matg, p,(f ™).
(b) Man bestimme Matg, g,(g).

(7) Es sei
1 -2

2 3

A=l 5 3

-2 2

(a) Man ermittle den Rang von A.
(b) Man bestimme invertierbare Matrizen S € R*® und T € IR®® mit
0
SAT™' =

o O O O

1
0
0
0

O O =

(c) Gibt es invertierbare Matrizen S € R** und T € R®® mit

1 00
s |01 0],
SAT = 0 o 1|

00 0

Begriindung!

Hinweis: Man betrachte den Homomorphismus f : IR* — IR* x — zA.

(8) Seien V' ein zweidimensionaler IR-Vektorraum mit Basis B = (by, by) und
W ein dreidimensionaler IR-Vektorraum mit Basis C' = (¢, ¢a, ¢3).

(i) Man zeige, daf3 es genau einen IR-Homomorphismus f : V — V mit fo f =
f + ldV und f(bl — 3b2) = 2b1 + b2 g]bt

(ii) Man bestimme Matg g(f) sowie Rang f.
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(iii) Fiir Kern f und Bild f finde man jeweils eine Basis.

(iv) Sei g:V — W als IR-Homomorphismus durch
g(a1b1 + Ongg) = (041 - a2)01 + (2&1 - )\012)02 + (30(1 - /LO(Q)Cg
fiir aq, g, as, A, 1 € IR definiert. Man bestimme Matg ¢ (go f) und ermittle,

welche Werte der Rang von g o f in Abhingigkeit von A\, ;i € IR annehmen
kann.

(9) Fiir a € IR sei T, € R*® die Matrix

1 a o
Ta._<a p 8).

Folgende lineare Abbildungen seien gegeben :

Pa - B2 - R3a (1'1,1'2) = (mlaxQ)TOn und
902 . R® — R, (21, T2, 73) ($1>9€27$3)T(§.
(a) Man berechne (in Abhéngigkeit von o) Rang ¢,

(b) Daraus bestimme man die folgenden Dimensionen:
dim Kern ¢, dim Bild ¢, dim Kern ¢!, und dim Bild ¢°,.

(¢) Man bestimme jeweils eine Basis von Kernp,, Bildp,, Kerng! und
Bild ¢,

(10) Betrachten Sie die Matrix iiber den Quaternionen IH,

7 —1
A“(j k)

wobei 1, j, k die kanonischen Basiselemente von IH sind. Zeigen Sie:

(i) Der Spaltenrang von A als Linksvektorraum tiber IH ist 1.

(ii) Der Zeilenrang von A als Linksvektorraum iiber IH ist 2.
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14 Lineare Gleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie die bislang entwickelten Methoden
zur Behandlung von linearen Gleichungssystemen genutzt werden konnen. Wir
beginnen mit der Betrachtung von allgemeinen Gleichungen.

14.1 Definitionen
Seien X, Y Mengen und f : X — Y eine Abbildung.

(1) Zu jedem b € Y nennt man das Paar (f,b) eine Gleichung.
(2) Ein Element x € X mit f(x) = b heifit Losung dieser Gleichung.

(3) Das Urbild f~1(b) C X von b unter f heifit Ldsungsmenge von (f,b). Sie
ist also gleich {z € X | f(z) = b}.

(4) Ist die Losungsmenge nicht leer, so heit die Gleichung ldsbar.

Sei nun R ein Ring und f : M — N eine lineare Abbildung von R-Moduln.
Dann nennt man (f,b) fiir b € N eine lineare Gleichung.
Es ist klar, daf8 (f,b) genau dann lésbar ist, wenn b € Bild f.
Fiir b = 0 kennen wir die Losungsmenge bereits, es ist Kern f.
Man nennt (f,0) eine homogene Gleichungund (f,b) eine inhomogene Gleichung,
wenn b # 0.

Eine Ubersicht iiber die Gesamtheit der Losungen wird gegeben durch

14.2 Satz

Sei f: M — N eine lineare Abbildung von R-Moduln undb € N. Ist (f,b) lésbar,
so ist die Lisungsmenge gleich xo+ Kern f, wobei zq eine (beliebige) Losung der
Gleichung ist.

Beweis: Ist xy € M eine Losung von (f,b), dann gilt fiir jede Losung © € M

fle —x0) = fx) = fxo) =b—b=0,

also r — z¢ € Kern f und = € zy + Kern f.
Andererseits ist fiir jedes z € Kern f

f(zo+2) = f(xo) + f(2) = f(z0) =0,

und damit ist zg + z eine Losung von (f, b). O

Fiir die weitere Behandlung von Gleichungen wollen wir uns auf Vektorraume
itber Korpern beschrinken. Ein Teil der Aussagen gilt auch noch fiir Divisions-
ringe.
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Sei also K ein Korper. Von linearen Gleichungssystemen spricht man, wenn
man speziell die K-Homomorphismen f : K™Y — K1 betrachtet. Sie werden
durch Multiplikation mit einer Matrix A = (a;;) € K™™ dargestellt:

T T
f: KD K(m’l), ol — A
T T
by
Fiir ein b= | : | € K™Y hat dann die Gleichung (f,b) die Gestalt:
b,
anry + apry + ...+ apr, = b
anxi + axpry + ... + awr, = by
. . . . (%)
Am1T1  + ApaZ2 + .+ AT, = bm

Man nennt dies ein lineares Gleichungssystem.
T

Setzen wir x = | : |, so haben wir A-x = b.
Ty,
Wir wissen, daf in der gewéahlten Darstellung von f das Bild f von den Spal-
ten von A erzeugt wird. Somit ist das System genau dann lésbar, wenn b von
den Spalten linear abhéingig ist. Wir konnen also festhalten:

14.3 Satz

(1) Das Gleichungssystem (x) ist genau dann lésbar, wenn
Rang A = Rang(A, b),

wobei (A,b) € K1) die erweiterte Matrix heift.
(2) Die Losungsgesamtheit des homogenen Systems A-x = 0 ist ein Unterraum

U c K™Y mit Dimension = n — Rang A.

(3) Die Ldsungsgesamtheit von (x) ist leer oder von der Form y+ U,
wobei y = (y1,...,yn) € K™Y eine spezielle Losung von (x) ist und U
wie in (2).

(4) Die Gleichung ist genau dann eindeutig losbar, wenn Rang A = n.
Beweis: (1) Wie oben festgestellt, ist () genau dann 16sbar, wenn b von den

Spalten von A linear abhéngig ist. Dies ist dquivalent zu der Forderung
Rang A = Spaltenrang A = Spaltenrang (A, b) = Rang(A, b).
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(2) Die Losungsmenge des homogenen Systems ist gerade der Kern der von
A bestimmten Abbildung f : K™V — K Somit ist sie ein K-Unterraum
mit dim U = n — Rang f (Dimensionsformel 11.1).

(3) Die Behauptung aus 14.2.

(4) Ist die Gleichung eindeutig losbar, so mufl Kern f = 0 gelten, und damit
Rang f = Rang A = n.

Gilt andererseits Rang A = n, dann ist auch Rang(A,b) = n, und nach (1)
ist das System losbar. Aulerdem gilt in diesem Fall Kern f = 0, und somit ist
die Losung eindeutig. a

Mit Hilfe von Matrizenumformungen (vgl. 12.16) erhalten wir folgende Mog-
lichkeit zum Losen eines Gleichungssystems:

Multipliziert man die Gleichung Az = b von links mit einer invertierbaren
(m, m)-Matrix B, so ist offenbar die Losungsmenge der Gleichung

BAz = Bb

die gleiche wie fiir die Ausgangsgleichung. Speziell heifit dies, dal man die gleiche
Losungsmenge erhélt, wenn man auf die Matrizen

Ae Kmm pe Kimb

die gleichen Zeilenumformungen anwendet. Dies ist natiirlich nicht verwunder-
lich, weil dabei eben nur Linearkombinationen der gegebenen Gleichungen gebil-
det werden.

Bringt man A auf diese Weise in die Zeilenstufenform von 13.4, so hat man
ein Gleichungssystem der Form (mit & = Rang A)

/
Cloi Ty T e + cnr, = b
/
CoroTry  F + cpr, = b
_ b/
ChrpTr, + oo T CkpTn = k
0 = b
k+1

Ist das System l6sbar, so muf} sich dabei by = 0 ergeben. b1 # 0 bedeutet,
dafl das System nicht losbar ist.

Die oben beschriebene Umformung des Gleichungssystems bezeichnet man
als Gauf$’sches Eliminationsverfahren:

Man sucht die Gleichung, in der ein a;,,z,, # 0 mit moglichst kleinem 7
vorkommt. Diese setzt man in die erste Zeile und eliminiert x,, aus den anderen
Gleichungen durch Addition eines geeigneten Vielfachen der ersten Zeile. Diese
Prozedur wiederholt man, bis die gewiinschte Form des Systems erreicht ist.
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Bemerkung: Um Rang(A,b) zu bestimmen, kénnte man auch Spaltenum-
formungen darauf anwenden. Bei der gewéhlten Schreibweise wiirden diese je-
doch eine Verdnderung der Unbekannten x; bewirken. Zur Bestimmung einer
Losung sind sie daher hier nicht geeignet.

Sehen wir uns die oben angegebene Methode in einem konkreten Fall an.

Beispiel
Gegeben sei das Gleichungssystem mit Koeffizienten aus @Q:
ry + To + T3 = 2
2ry + 4dry + 3x3 = -1
41’1 + 6.1‘2 + 51’3 = 3

Wir nehmen die Koeffizienten als Matrix heraus und fithren dann die ange-
gebenen Zeilenoperationen durch:

11 1] 2
4 3|-—1
4 6 5| 3
11 1] 2
m-2-1 0 2 1|-5
Imm-4-1 0 2 1|-5
111 2
01 1|
Um eine spezielle Losung zu finden, kann man nun x3 beliebig wiahlen, nehmen
wir x3 = 0. Aus der letzten Zeile ergibt sich dann x5 = —%.
Durch Einsetzen dieser Werte in die erste Zeile findet man
L9 5 n 4 9
T1=—To— X =4+ -—=_.
1 2 3 5T5735
Somit haben wir eine spezielle Losung: x1 = %, Ty = —g, rg3 = 0.

Nun zur Losung der homogenen Gleichung. Auch diese kann man aus der
letzten Matrix ablesen. Da die Matrix den Rang 2 hat, hat die Losungsmenge
Dimension 1. Jede Losung # 0 ist daher Basis des Losungsraums. Wie leicht
zu sehen ist, ist z; = —1, x9 = —1, x3 = 2 eine nicht-triviale Losung, und
Q- (—1,-1,2) ist der Losungsraum des homogenen Teils.

Als Losungsgesamtheit der Ausgangsgleichnung haben wir dann

(5-2.0) +@-(-1.-12).
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Durch Losen eines homogenen Gleichungssystems 148t sich auch der Kern
eines Homomorphismus bestimmen. Man benutzt dabei die zugeordnete Matrix:

14.4 Kern eines Homomorphismus

V und W seien endlich-dimensionale K -Vektorrdaume mit Basen X bzw. Y. Ist
f:V — W ein Homomorphismus und A = Matxy (f), dann sind die Koordi-
naten der Elemente von Kern f gerade die Losungsmenge des Gleichungssystems

At .zt = 0.

Beweis: Wegen Satz 12.14 kénnen wir ohne Einschrinkung V' = K™ und
W = K" annchmen. Dann ist A € K™ und die Bilder unter f sind Line-
arkombinationen der Zeilen von A. Damit sich Null ergibt, miissen die Koeffizi-
enten x = (x1,...,%,,) der Gleichung z - A = 0 geniigen. Durch Transponieren
erhilt man die gewiinschte Form A? - 2t = 0. O

Sehen wir auch dazu einen konkreten Fall an.

Beispiel
Sei f: Q1Y) — QU ein Homomorphismus, dessen Matrix beziiglich der kano-
nischen Basen folgende Gestalt hat:

1 -2 1 2
Mat(f)=|1 1 -1 1
1 7 -5 -1

Durch Zeilenumformungen erhalten wir eine Basis von Bild f:

1 -2 1 2 1 -2 1 2
0o 3 -2 -1 3 =2 -1
0 9 -6 -3

Daraus ersehen wir, dafl Rang f = 2 und dimKern f =3 -2 = 1.
Den Kern erhalten wir als Losungsmenge des durch Mat(f)! bestimmten Glei-

chungssystems
1 1 1 X

—2 1 7 )
1 -1 -5 I3
2 1 -1 Ty

Zeilenumformungen ergeben die Matrix

(1 1 1)

0 1 3/’

aus der sich eine Losung (z1, 2, z3) = (2, —3,1) ablesen 148t.
Insgesamt gilt damit Kern f = Q- (2, -3, 1).
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14.5 Aufgaben

(1) Fiir welche A € IR ist das folgende Gleichungssystem Iésbar? Man bestim-

me dazu die Losungsmenge.

5£L‘1 — 3$2 + 21’3
4y — 279 + 33
8]71 — 6332 — XT3
Txy, — 3x9 + Tuxs

(2) Man untersuche,

+
+

+

4]74 = 3
7[E4 = 1
533'4 = 9
17.’174 = A

fiir welche a,b € IR das folgende Gleichungssystem iiber

IR I6sbar ist und bestimme dann fiir diese a,b € IR die Ldsungsmenge.

a?r +

Sy + oz
ar + (a+3)y + 3z
z + 2y + z

= b
= 0
= 0

(3) Man bestimme in Abhédngigkeit von t € IR die Losungsmenge des folgen-

den Gleichungssystems iiber IR:

r, + To — 21‘3
3%1 + 41’2 — 4$3
r1 — r9 — 6w

1
4 +
1 - 4

(4) Man bestimme in Abhéngigkeit von t € IR die Losungsmenge des folgen-

den Gleichungssystems tiber IR:

z
tz

z + 2y —
2x  + dy +
r + (t+1)y + 3z

I
O o



Kapitel 5

Determinante und Spur

15 Determinanten

Uber kommutativen Ringen kénnen Eigenschaften von Endomorphismen von
Moduln und Matrizen durch eine numerische Grofie beschrieben werden, die De-
termainante.

Nach einigen theoretischen Uberlegungen dazu werden wir Berechnungs-
moglichkeiten dafiir angeben. Die Kenntnis der abstrakten Grundlagen er-
leichtern sowohl das Verstdndnis als auch die Herleitung von Eigenschaften
der Determinante.

Insbesondere bei der Ermittlung des Wertes einer Determinante ist die Kom-
mutativitdt des Grundringes sehr wichtig. Wir wollen daher in diesem Abschnitt
voraussetzen, dafl R ein kommutativer Ring ist.

Beginnen wir mit einer Verallgemeinerung von linearen Abbildungen.

15.1 Multilineare Abbildungen
M, N seien R-Moduln, und fiir n € IN bezeichne M"™ das n-fache Produkt
M x ... x M. Eine Abbildung

d: M"— N, (ay,...,a,)—d(ay,...,a,),

nennt man multilinear oder n-linear, wenn sie in den einzelnen a; R-linear ist,
wenn also fiir jedes i < n und r,s € R gilt

(@1,...,ra; +sby, ... an) =71(a1, ..., 45 ...,a,) +s(ag, ..., by, ... a,).

Eine multilineare Abbildung d heiit alternierend, wenn d(ay,...,a,) = 0,
falls a; = a; fiir ein Paar ¢ # j gilt.

Fiir n = 1 ist multilinear offenbar gleichbedeutend mit linear.
Man beachte, dafl eine multilineare Abbildung keine lineare Abbildung auf
dem R-Modul M™ ist.

124
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Folgerung
Ist d eine alternierende Abbildung, so éndert sich bei Vertauschung von zwei
Komponenten das Vorzeichen, also z.B.

d(ay,as,as, ... a,) = —d(az, a1, as,...,a,).
Beweis: Dies sieht man aus den Gleichungen

0 = d(ag +as, a1+ as,as,...,a,)
= d(ag,ay,as,...,a,) +d(ay,as,as,...,a,)
+d(ay,aq,as,...,a,) + d(ag,as,as, ..., a,)

= d(a27 ay, as, . .. 7an> + d<a17 a2, as, . . . 7an)7
da die Funktionswerte bei zwei gleichen Komponenten Null werden. a

Man kann daraus ableiten, wie sich die Abbildung bei beliebiger Vertauschung
der Komponenten verhélt.
Erinnern wir uns, dal man eine Permutation ¢ gerade nennt, wenn sie Pro-

dukt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist, wenn also sgno = 1 (vgl.
6.21).

15.2 Hilfssatz
Sei M ein R-Modul und d : M™ — N eine multilineare, alternierende Abbildung.
Dann gilt fir alle ay,...,a, € M und o € S,

d(ay,...,a,) =sgno -d(a,qy, ..., 0en))-
Beweis: Fiir eine Permutation o = 7 - - - 7, mit Transpositionen 7;, gilt sgno =
(—1)* und
d(al, Ce ,an) = (—1)kd<ag(1), Ce ,aa(n)).
O

Damit kann man nun angeben, wie eine multilineare, alternierende Abbildung
M™ — R aussehen muf, falls sie existiert:

15.3 Hilfssatz
Sei M ein R-Modul mit Basis (by,...,b,). Ist d : M™ — R multilinear und

n
alternierend, so gilt fiir a; = Y a;b; € M, (ai;) € R™™,
j=1

d(ay,...,a,) = Z (sgno)ai gy noem) - d(bi, ..., by).

gESy
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Beweis: Durch wiederholtes Ausnutzen der Linearitét in den einzelnen Kompo-
nenten ergibt sich

d(al, e ,an) = d(Z aljlbjl,ag, R ,an)

Ji1=1
n
- Z aljld(bjl,ag, RN ,CLn)
ji=1
n
= Z a1j, Z a2]2 317 ]27 as, ... 7an)
Jj2=1

ji=1

= Z 15,25, * * anjnd(bjn T bﬂ'n)

J1s -+ Jn)
(alternierend) = Z A15(1) ** * Apo(n) * d(bg(l), c. ,bg(n))
O’GSn
= Z A1g(1) " " Qno(n) * (Sgn U)d(bla SR >bn>
G'GSTL
= > (38n0) a15(1) Aoy - (b1, ..., by).
(TGSTL

O

Die angegebenen Eigenschaften von multilinearen, alternierenden Abbildun-
gen weisen auch einen Weg zu deren Existenz und Eindeutigkeit:

15.4 Satz
Sei M ein R-Modul mit Basis (by,...,b,) und € R invertierbar.
Dann gibt es genau eine alternierende n-lineare Abbildung

d: M" — R, mitd(bi,...,by) =0

Beweis: Sei d eine solche Abbildung und d(by,...,b,) = 3 vorgegeben. Dann ist
der Wert von d auf

<a17 s 7an> mit a; = Zaijbj € M, (aij) c R(”v@)
j=1

durch den in 15.3 gefundenen Ausdruck festgelegt.
Andererseits 143t sich dieser Ausdruck als Definition verwenden. Setzen wir

d(al, o, a ﬁ Z Sgn *Qig(1) *** Ano(n),

O’GSn

und zeigen, dafl dadurch eine Abbildung mit den gewiinschten Eigenschaften
definiert ist.
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Nehmen wir fiir (a;;) die Einheitsmatrix, so erhalten wir d(by,...,b,) = 5.
n

Priifen wir die Linearitét an der ersten Stelle. Dazu sei a) = - aj;b;. Wir
j=1

haben

d(a; +aj,ag,...,a,) = XS: sgno - (a1,01) + a'lg(l))a%(g) O (n)
oES
= > sgno - [4151)820(2) * * * Gno(n)
geSy,

+a15(1)020(2) " * Ano(n)]
= d(ay,as,...,a,) +d(ay,as, ..., ay).

Fiir » € R bestétigt man leicht
d(ray,as,...,a,) =rd(aj,az...,a,).

Somit ist d linear in a;. Durch die gleiche Rechnung an den anderen Stellen sieht
man, dafl d in der Tat multilinear ist.

Um zu sehen, ob d alternierend ist, nehmen wir ohne Einschrankung a; = as
an, also a;; = ag;. Dann ist

d(ar,a1,a3,...,a,) = B SEL0O A16(1)020(2)A30(3) * * * Cno(n)
UeSn

= 3 ) SgNO0 A1s(1)A10(2)030(3) * * * Ano(n)

geSy,
= ﬁ[ Z SgN 0 G15(1)016(2)A30(3) * * * Ano(n)
o(1)<o(2)
+ ) SENO A1) A10(1)30(3) * * * Ana(n))-
o0(2)<o(1)

Sei 7 die Vertauschung von 1 mit 2. Dann koénnen wir oben schreiben:

Z sgno = Z sgnoT = — Z sgn o

o(2)<o(1) o7(1)<o7(2) o(1)<o(2)
Damit haben wir d(ay,a1,as,...,a,) = 0. Mit entsprechender Rechnung sieht
man, dafl d(ay,...,a,) = 0 wird, wenn zwei beliebige Komponenten {iberein-
stimmen.
Also ist d alternierend. O

Nunmehr sind wir in der Lage, die wichtigsten multilinearen, alternierenden
Abbildungen zu kennzeichnen:
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15.5 Satz (Determinantenformen)
Set M ein freier R-Modul mit einer Basis der Linge n und d : M™ — R eine
alternierende, n-lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Es gibt eine Basis (by,...,b,) von M mit d(by,...,b,) =1;

(b) fiir jede Basis (c1,...,¢,) von M ist d(cy, ..., c,) invertierbar in R;

(c) zu jeder alternierenden, n-linearen Abbildung h : M™ — R gibt es eind € R
mat

h(ai,...,a,) =0-d(ay,...,a,).

Eine solche Abbildung d : M™ — R nennt man Determinantenform.
Ist R ein Korper, so ist jedes nicht-triviale d Determinantenform.

Beweis: (a)=(b) Stellt man die Basis by, ..., b, durch die ¢y, ..., ¢, dar, so gilt
nach 15.3

1=d(bi,...,bn) =d(cr,...,cn) - (D _sgn...).
Somit ist d(cq, ..., ¢,) invertierbar.

b)=-(a) Ist d(ci,...,c,) = r invertierbar, so ist (1cy,co,...,c,) eine Basis
T
von M mit der gewiinschten Eigenschaft.

(a)=(c) Mit 6 := h(by,...,b,) erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. Nach
15.3 folgt ndmlich aus h(ay,...,a,) = d-d(ay,...,a,), daB h und 0 - d die gleiche
Abbildung beschreiben.

(¢)=(b) Zu einer Basis (cy,...,c,) wiahlen wir die alternierende, n-lineare
Abbildung h : M™ — R mit h(cy,...,c,) = 1. Nach (c) gibt es 6 € R mit
h(Cl,...,Cn> = 5-d(cl,...,cn).

Somit ist d(eq, ..., ¢,) invertierbar. O

Es ist leicht zu verifizieren, daf3 die n-linearen, alternierenden Abbildungen
M™ — R einen R-Modul bilden, nédmlich einen Untermodul von Abb(M™, R).
Die Aussage (c) in 15.5 148t sich damit so interpretieren:

Der R-Modul der n-linearen, alternierenden Abbildungen M"™ — R besitzt
eine Basis aus einem Element.
Jede Determinantenform kann als Basis genommen werden.

Eine weitere wichtige Beobachtung wollen wir herausstellen:

15.6 Korollar
Sei M ein freier R-Modul und d : M™ — R sei n-linear und alternierend.

(1) Sind ay,...,a, € M linear abhingig, so ist d(aq,...,a,) Nullteiler in R.
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(2) Sei R Kérper und d eine Determinantenform. Dann sind fiir Elemente
ay,...,a, € M folgende Aussagen dquivalent:

(a) d(ay, ..., a,) =0;
(b) die ay, ..., a, sind linear abhingig.
Beweis: (1) Seien die ay,...,a, linear abhingig, also >.7  r;a; = 0 mit nicht

allen r; € R gleich Null. Ohne Einschréinkung kénnen wir r; # 0 annehmen.
Dann gilt

rid(ay, ... a,) =d(ray, ... a,) = —d(z Til, A, . . . Gp) = 0.
i=2

Also ist d(ay, ..., a,) Nullteiler in R.

(2) (a)=(b) Sind die ay,...,a, linear unabhéngig, so bilden sie eine Basis
von M, und nach 15.5 ist d(aq, ..., a,) # 0.
(b)=(a) ergibt sich aus (1). O

Wir benutzen die Determinantenformen, um die Determinante eines Endo-
morphismus f : M — M eines freien R-Moduls zu definieren.

Fiir jede n-lineare, alternierende Abbildung d : M™ — R ist offensichtlich
auch folgende Komposition n-linear und alternierend:

do f": M — Mm — R
(a'17-"7an) = (f(al)a"'>f(an)) = d(f(a1)7vf(a'n))

Wahlt man nun fiir d eine Determinantenform, so braucht d o f™ keine Determi-
nantenform zu sein. Nach 15.5 gibt es jedoch ein 6 € R mit

do fr=6-d.

Da sich zwei Determinantenformen d, d’ nur um ein invertierbares Element
~v € R unterscheiden, also d' = 7d, ist 6 nur von f, nicht aber von der Auswahl
von d abhéngig.

15.7 Definition (Determinante von Endomorphismen)
Sei M ein freier R-Modul mit einer Basis der Linge n, und d : M™ — R eine
Determinantenform.
Ist f : M — M ein Endomorphismus, so bezeichnet man das Element
det(f) € R mit
do f* =det(f)-d

als Determinante von f.
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Bei Wahl einer Basis (b1, ..., b,) von M haben wir

d(f(br), ... f(by)) = det(f) - d(br, ..., by).

Da d(by,...,b,) invertierbar ist (vgl. 15.5), erhélt man daraus

det(f) d(br, -, by)

Diese Beziehung gibt uns die Moglichkeit zur Berechnung von det(f). Es ist leicht
nachzupriifen, dafl das Ergebnis sowohl von der Wahl der Determinantenform als
auch der Wahl der Basis (b,...,b,) von M unabhéngig ist.

Ohne eine genaue Rechenprozedur zu kennen, lassen sich aus der Definition
schon wichtige Aussagen iiber die Determinante ableiten.

15.8 Eigenschaften der Determinante
Sei M ein freier R-Modul mit einer Basis der Ldnge n. Dann gilt:

(1) det(0) =0, det(id) = 1 und det(r -id) =™ firr € R.
(2) f € End(M) ist injektiv, wenn det(f) kein Nullteiler in R ist.
(3) Fir f,g € End(M) ist

det(g o f) = det(f) - det(g) = det(f o g).

Beweis: Sei d eine Determinantenform und (bq,...,b,) eine Basis von M.

(1) Diese Beziehungen sind leicht zu bestétigen.
(2) Ist f nicht injektiv, so sind die f(by),..., f(b,) linear abhéngig, und
d(f(b1), ..., f(bn)) = det(f) - d(by, .., bn)
ist nach 15.6 ein Nullteiler. Damit ist det(f) Nullteiler.

(3) Nach Definition der Determinante haben wir

det(go f)-d(br,...,b,) = d(go f(b1),...,g0 f(by))
= det(g) - d(f(by),..., f(by))
= det(g) - det(f) - d(by,...,by).

Wir diirfen d(by, ..., b,) kiirzen und bekommen dann (R kommutativ)

det(g o f) = det(g) - det(f) = det(f o g).
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Auch folgende interessante Beziehung kénnen wir herleiten, ohne die Deter-
minante explizit berechnen zu miissen:

15.9 Adjunkte Matrix eines Endomorphismus
Sei M ein R-Modul mit Basis B = (by,...,b,) und d : M™ — R eine Determi-
nantenform mit d(by, ..., b,) = 1.

Zu f € Endg(M) bilden wir die Matriz Ad(f) = (dw) € R™™ mit

e =d(f(b1),.. -, bk, ..., f(bn)), br an l-ter Stelle,
welche wir die zu f adjunkte Matriz nennen. Dafiir gilt
Matggp(f) - Ad(f) = det(f)E,,
wobei B, die n-te Einheitsmatriz bezeichnet.

Beweis: Setzen wir Matgp(f) = (a;;) € R™, also f(b)) = S7_; a1xbg. Damit
gilt

det(f) = det(f) - d(by,...,b,) = d(g:l aribi, f(b2), ..., f(bn)) = kZ:alk d.
AuBlerdem gilt
0= d(F(b). b+ F(b)) = A b, F(0), . b)) = 3 e
Mit analogen Einsetzungen an den verschiedenen Stellen erhalten wir

Z ik, dyj = 055 det(f).

k=1

Dies ergibt die gewiinschte Relation. a
Damit bekommen wir verschiedene Beschreibungen fiir Isomorphismen:

15.10 Kennzeichnung von Isomorphismen
Sei M ein freier R-Modul mit einer Basis der Ldnge n.
Fiir f € Endg(M) sind folgende Aussagen dquivalent:

b)
(c) es gibt ein g € Endr(M) mit fog=idy;
(d) es gibt ein h € Endr(M) mit ho f =idy;

(a) f ist ein Isomorphismus;
(b) f ist surjektiv;
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(e) det(f) ist invertierbar in R.

FEs gilt dann det(f~') = det(f)~ .
Ist R ein Korper, so ist f genau dann injektiv, wenn det(f) # 0.

Beweis: Sei B = (by,...,b,) eine Basis von M.
Offensichtlich impliziert (a) die Aussagen (b), (c¢) und (d).
(b)=(c) Sei f surjektiv. Wir definieren eine R-lineare Abbildung

g:M—>M7 bi'_>cz' mit C,L'Efil(bi).

Damit gilt f o g = idy,.
(c)=(e) Nach (3) in 15.8 folgt aus f o g = idy

1 = det(idy) = det(f o g) = det(f) - det(g).

Somit ist det(f) invertierbar.

(b)=(a) Ist f surjektiv, so ist — wie eben gezeigt — det(f) invertierbar. Nach
15.8,(2) ist dann f auch injektiv.

(d)=(e) sieht man analog zu (c)=>(e).

(e)=(a) Ist det(f) invertierbar, so ist f injektiv (siehe 15.8,(2)). Es bleibt
noch zu zeigen, dal f auch surjektiv ist. Ist R ein Korper, so folgt dies bereits
aus 15.6, da dann f(by),..., f(b,) eine Basis von M ist.

Uber Ringen hilft uns 15.9 weiter. Danach gilt fiir die zu f adjunkte Matrix
D, da Mat(f) - D = det(f)E. Somit ist D := ——=D eine rechtsinverse Matrix

det(f)
zu MatBB(f). B
Zur gegebenen Basis B definiert D einen Endomorphismus h : M — M (vgl.
12.3), und nach Satz 12.6 gilt

MatBB(ho f) = MatBB(f) . MatBB(h) =F.

Also ist ho f = idy, und h ist surjektiv. Wie in (b)=(a) gezeigt, ist damit h
bijektiv. Daraus folgt wiederum, dafl auch f bijektiv ist.

Ist f invertierbar, so gilt

1 =det(f o f)=det(f)-det(f ).
O
Nachdem uns die Bedeutung der Determinante klar geworden ist, wollen wir

uns auch tiiberlegen, wie wir ihren Wert feststellen kénnen. Dies wird uns durch
die Matrix eines Endomorphismus ermoglicht:
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15.11 Berechnung der Determinante
Sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (by,...,b,). Ist f € Endg(M) und
Matgp(f) = (ai;), so gilt

det(f) = Z SgN 0 A15(1)A20(2) * * * Qno(n)-
geSy,
Beweis: Sei d : M" — R eine Determinantenform. Es gilt f(b;) = X7_; a;bj,
und mit der Berechnung in 15.3 folgt

det(f) - d(bi,....by) = d(f(br),..., f(by))
= Z (sgno)aisy - - Ano(n) - d(b1, ..., by).

gESy

Durch Kiirzen von d(by, ..., b,) ergibt sich die gewiinschte Beziehung.
Wie frither schon angemerkt, ist Matgg(f) von der Wahl der Basis abhéngig,
det(f) jedoch nicht. O
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16 Die Determinante einer Matrix

In 15.11 haben wir gezeigt, wie die Determinante eines Endomorphismus’ aus
der zugehorigen Matrix (beziiglich irgendeiner Basis) berechnet werden kann.
Wir nehmen dies zur Definition der Determinante einer beliebigen quadratischen
Matrix.

Auch hier setzen wir wieder voraus, daf§ R ein kommutativer Ring ist.

16.1 Definition
Zu einer Matrix A = (a;;) € R™™ definieren wir als Determinante

det(A) = Z SEN O 1g(1) - - - Ono(n)-

O’GSn

Man benutzt auch die Notation det(A) = |A|.

Fassen wir den R"™ als Zeilenraum auf mit den kanonischen Basisvektoren
e; =(0,...,1,...,0) (1 an i-ter Stelle), und betrachten die Determinantenform
(vgl. 15.4)
d:(R")" — R mit d(ep,...,e,) =1

Jede Matrix A = (a;;) € R™™ bestimmt eine R-lineare Abbildung

AR 5 ROM () s () - (ag),

-~

und Mat(A) = A (bezogen auf die kanonische Basis, vgl. 12.11).

Nach 15.11 gilt dann det(A) = det(A), wobei die erste Determinante fiir En-
domorphismen, die zweite Determinante fiir Matrizen (nach 16.1) gemeint ist.
Wegen dieser Gleichheit brauchen wir die Notationen dafiir nicht zu unterschei-
den.

Die Bilder der e; unter A sind die Zeilen von A.

Durch die vorangegangenen Interpretationen von A kénnen wir unmittelbar

angeben:

16.2 Eigenschaften der Determinante von Matrizen
Sei A = (a;;) € R™™ eine Matriz. Dann gilt

(1) det(A) = det(A").
(2) det(A) ist Nullteiler, wenn die Zeilen (Spalten) von A linear abhdngig sind.
(3) Fiir jede Matriz B € R™™ ist

det(AB) = det(A) det(B).
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Beweis: (1) Da R kommutativ ist, gilt fiir jedes 7 € S,,

A1r(1) * " Qnr(n) = A17=1(1) " " Apr—1(n)-

Damit erhalten wir nun

det(A") = Z (sgn7)ar(1)10r(2)2 " " * Gr(n)m
TESn
= Z (Sgn 7—_l)alT—l(l) e &nr—l(n) = det<A>
’7'7168'”

(2) Dies folgt aus 15.6 (und (1)).
(3) Unter Benutzung von 15.8 und 12.6 haben wir

det(AB) = det(AB) = det(A) det(B)
— det(Bo A) = det(A) det(B)
= det(A)det(B).

O

Auch die Kennzeichnung von Isomorphismen in 15.10 kénnen wir auf Matri-
zen iibertragen:

16.3 Invertierbare Matrizen
Fiir jede Matriz A € R™™ sind dquivalent:

(a) A ist invertierbar;
(b) es gibt ein B € R™™ mit AB = E;
(c) es gibt ein B € R™™ mit BA = E;
(d) det(A) ist invertierbar in R.

Es gilt dann det(A™") = det(A)~.

16.4 Berechnung von Determinanten
Die Definition der Determinante einer Matrix gibt auch die Moglichkeit ihrer
Berechnung durch Permutationen und Summen von Koeffizienten.

Fiir n = 2 kann man dies leicht aufschreiben:

aix  aig ailz  Aaig
det < =
Q21 Aa22

= Q11022 — A12G21.

21 Q22
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Regel von Sarrus

Fir n = 3 kann man die Berechnung durch geschickte Notation recht iiber-
sichtlich gestalten. Man fiigt Kopien der beiden ersten Spalten von rechts an die
Matrix an, bildet die Summe der Produkte der Elemente in der Pfeilrichtung \
und subtrahiert die Summe der entsprechenden Produkte in der Richtung

11 12 13 ‘ 11 12
\ X X /!

21 22 23 | 21 22
/! X X N

a31 32 a33 \ a3y a32

Schreiben wir das auch ausfiithrlich auf:
a11 Q12 a3
det | ag1 ag ass = (11022033 + Q12023031 + A13021032

a31 Aazz ass
—a31022013 — A32A23011 — A33A21412-

Bei n > 4 wird die Auswertung der definierenden Gleichung der Determi-
nante deutlich mithsamer. Zum Gliick gibt es verschiedene Methoden, sich die
Berechnung zu erleichtern.

Berechnung nach Zeilenumformungen

Die Determinante von A = (a;;) bleibt bei gewissen Zeilenumformungen un-
verdndert. Da det : (R")"” — R eine alternierende, n-lineare Abbildung in den
Zeilen ist, gilt:

(i) Vertauschen von zwei Zeilen éndert das Vorzeichen der Determinante.
(ii) Addition einer Vielfachen einer Zeile zu einer anderen verdndert den Wert
der Determinante nicht.

Ist R ein Korper, so kann man auf diese Weise (a;;) in eine Dreiecksmatrix
iiberfiithren,

! /
a/ll a/12 . .. *
0 a :
r_ 22 :
A = ' _ ,
0 al

nn

die — eventuell bis auf das Vorzeichen — die gleiche Determinante hat:

+det(A) =det(A") =da}y - al

nn-
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Berechnung aus Teilmatrizen
Seien R ein Kérper und A € R™™ eine Matrix der Form

B D
1=y ¢)
mit B € R®??) . D € R®"P) und C € R™ PP Dann gilt
det(A) = det(B) - det(C).

Beweis: [st die Determinante ungleich Null, so sind die Zeilen von B und C' linear
unabhéngig. Somit lassen sich B und C' durch Zeilenumformungen von A auf obe-
re Dreiecksgestalt bringen. Dann ist det(A) das Produkt der Diagonalelemente
dieser Matrix, und det(B), det(C') erhélt man als Produkt der Diagonalelemente
der entsprechenden Teilmatrizen. Damit ist die angegebene Formel klar. a

Allgemein kann die Berechnung der Determinante einer (n,n)-Matrix auf die
Berechnung der Determinanten von (n—1, n—1)-Matrizen zuriickgefithrt werden.
Erinnern wir uns dazu an die Definition der adjunkten Matrix Ad(f) = (dy) zu
einem Endomorphismus [ eines freien R-Moduls M mit Basis B = (by,...,b,)
und einer Determinantenform d : M™ — R (siehe 15.9):

de =d(f(b1),...,bk,..., f(bn)), b an Fter Stelle.
Fiir M = R™ bestimmt eine Matrix A = (a;;) € R™™ den Endomorphismus
A:R"— R", (a1,...,a,) — (ag,...,a,) - A.

Wiéhle die Determinatenform d : R" — R mit d(ey,...,e,) = 1, wobei
(é1,...,e,) die kanonische Basis von R" bezeichne.

16.5 Definition ~
Als Adjunkte Ad(A) = (Ax) von A definieren wir die Adjunkte von A (mit einer
Determinantenform d), also

Ay = d(elA, ... e, ...,e,A), er an [-ter Stelle

Q1,1 R ¢ . a1,k i k+1 N A )
ar—11 ... AQ-1k-1 Q-1 Q-1k+1 --- A—1n
= det 0 0 0 1 0 - 0
ar+1,1 - Q411 A1k QHlLk+1 - - Qiln

Qn 1 s Qn k-1 Qn k Qn k41 cee An.n
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1 0 . 0 0 co 0
a1 cee A1k a1 k41 ce. Q1g
_ k-t
= (=1)""det | 0 @11 -0 @oig-1 Geigt1 - Gieig
0 @411 - W4ik—1 Gsik+1 oo Qgin
0 an1 ... api— A+l ---  Opp

Bis auf das Vorzeichen berechnen sich also die Aj; als Determinanten der
(n—1,n—1)-Matrizen, die sich aus A durch Streichen der k-ten Spalte und I-ten
Zeile ergeben.

Die Determinante von A 148t sich auf verschiedene Weise als Linearkombina-
tion dieser Groflen angeben:

16.6 Laplacescher Entwicklungssatz
Sei A = (a;;) € R™™. Fiir jedes | < n gilt

det(A) = Z aik * Akl-
k=1

Man nennt dies die Entwicklung von det(A) nach der l-ten Zeile.

Beweis: Die entsprechende Beziehung wurde im Beweis 15.9 fiir Endomorphis-
men gezeigt. Schreiben wir das Argument mit [ = 1 nochmals in unserer Situation
auf:

det(A) = det(A) - d(er,...,e,) =d(D_ amer, €24, ..., e,A) = > ar Ap.
k=1

k=1

Mit den eingefiihrten Bezeichnungen folgt nun aus 15.9:

16.7 Satz
Fiir jede Matriz A = (a;;) € R gilt

A-Ad(A) = det(A) - By,

wobei E,, die n-te Einheitsmatrix bezeichne.
Ist det(A) invertierbar, dann gilt

- Ad(A).
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Fiir eine Matrix mit invertierbarer Determinante ergibt die oben angegebene
Beziehung einen Weg zur Berechnung der inversen Matrix. Meist ist dies jedoch
nicht die einfachste Mo6glichkeit, die Inverse zu finden.

Beispiel
Sehen wir uns die allgemeinen Ausfithrungen fiir n = 3 an. Sei
a b c
A=|d e f|eR®Y.
g h 1

Die Entwicklung nach der zweiten Zeile ergibt:

b ¢ a c a b
det(A)_—d’h AR h’
Entwickeln wir nach der dritten Zeile, so haben wir:
b c a c Ja b
det(A)—g‘e £ -l f—l—z‘d e’.
Die Adjunkte zu A sieht so aus:
e fI _|b ¢ b ¢
h 1 h i e f
- d f a ¢ a c
Ad(4) = - g i g il ld f
d el |a b a b
g h g h d e
Die Komponente (2,2) von A Ad(A) ergibt sich als
(AA(A))s = —d‘ el el ® ¢l p|® P2 den(a)
h 1 g i g h ’

Mit Hilfe der Determinante lét sich auch die Losung von eindeutig 16sba-
ren Gleichungssystemen angeben. Wir wissen, dafl dann die Matrix des Systems
invertierbar, also deren Determinante ebenfalls invertierbar sein muf.

16.8 Cramersche Regel
Sei A = (a;;) € R™" eine invertierbare Matriz und b € R". Bezeichnen wir

mit a; die i-te Spalte von A, dann gilt fiir die Lisung x = (zq,...,z,)" des
Gleichungssystems Ax = b:
1
Z; -det(al,...,ai_l,b,aiﬂ,...,an).

~ det(A)
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Beweis: Ist © = (z1,...,2,) die Losung des Systems, also
b=ux1a1+ ...+ x,0,,

dann folgt aus den Eigenschaften der Determinante

det(al, R 7 I b, Ait1y - - ,an)
=Y xpdet(ay, ..., a1, Qg iyt ..., 0n)
= z; - det(A).

Sehen wir uns diese Losungsmethode in einem konkreten Fall an.

Beispiel
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten aus @:
€1 -+ 2372 — 3&33 = 14
21’1 — To + I3 = -3
—x1 -+ 71’2 — 2%3 = 19

Nehmen wir die bestimmende Matrix heraus, und berechnen die Determinante:

1 2 -3
2 -1 1], det(4)=-38
17 =2

Somit ist das System eindeutig l6sbar mit den Koeffizienten

1 14 2 -3

T = ——=|—-3 -1 11=1;
Bl 7 2
1 1 14 -3

T2 = T3¢ 2 -3 1] =2;
-1 19 =2
1 1 2 14
-1 7 19

Also haben wir die Losung (z1, 22, z3) = (1,2, —3).
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16.9 Aufgaben

(1) Uber einem kommutativen Ring R seien A, B € R™™ gegeben. Zeigen

Sie:
A B

B A

det (

(2) (i) Berechnen Sie det (

> = det(A

4
11
-1 1,5
5 14 15
11 30 34
12 37 35
4 13 45 36

(3) Fiir (z,y,2) € IR® sei definiert

Ay, = (

—6

(ii) Berechnen Sie

1
2
det 3

~ 8 =

Weiter sei

U = {(,",C,’y, Z) € BS | A($,y,z)

1 V7

+ B) - det(A — B).
10

) mit der Regel von Sarrus.
-3

ist nicht invertierbar}.

(a) Man zeige, daB U ein Unterraum von IR® ist und gebe eine Basis von U an.

(b) Fiir (z,y, 2) € IR*\ U berechne man A

-1
(z,y,2)

(4) Sei R ein kommutativer Ring, n € IN. Zu by,...,b, € R bilden wir die

(n,n)-Matrizen

1 by B
Bn = 1 b.2 b.2
1 b, B2

n—1
by X
n—

b

n—1
bn

Man zeige (Vandermondesche Determinante):

det B,, =

I

(b, — b;).

1<i<k<n
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17 Die Spur von Endomorphismen
und Matrizen

Ahnlich wie die Determinante, lassen sich den Endomorphismen von freien Mo-
duln mit Hilfe von Determinantenformen noch andere Groflen zuordnen. Eine
davon wollen wir in diesem Abschnitt einfiihren.

Wir werden wieder voraussetzen, dal R ein kommutativer Ring ist.

M sei ein freier R-Modul mit Basis (by,...,b,) und d : M™ — R eine Deter-
minantenform mit d(by,...,b,) = 1.

Zu einem Endomorphismus f : M — M haben wir die alternierende, multi-
lineare Abbildung

AV LR

gebildet. Nach Satz 15.5 ist dies ein Vielfaches der Determinantenform d, und
do f* = det(f) - d war die definierende Gleichung fiir die Determinante.

Wir geben nun zu f eine andere alternierende, n-lineare Abbildung M" — R
an. Auch diese ist nach Satz 15.5 ein Vielfaches der Determinantenform d, und
wir werden uns fiir den auftretenden Faktor interessieren.

17.1 Hilfssatz
Mit den oben festgelegten Notationen ist die Zuordnung

n

ora:M"— R, (ai,...,a,) »—>Zd(al,...,f(ai),...,an),

=1

eine multilineare und alternierende Abbildung.

Bewelis: Schen wir uns das Verhalten beim Vertauschen der ersten beiden Ar-
gumente an:

O-f,d(ala ag, ... 7an) + O-f,d(a/27 ai,... aan)

= il(d(abag,...,f(ai),...,an) +d(a2,a1,...,f(ai),...,an)>

i=

= d(f(a1),a9,...,a,) +d(f(az),a,...,a,)
+d(ay, f(az),...,a,) +d(ag, f(ar),...,a,) = 0.

Die gleichen Umformungen lassen sich an den anderen Stellen durchfiithren. Auch
ist leicht zu sehen, dafl man Skalare aus jeder Komponente nach vorne ziehen
kann. O

Als alternierende Multilinearform ist o 4 ein skalares Vielfaches von d. Damit
legen wir fest:
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17.2 Definition (Spur von Endomorphismen)
Seien M ein freier R-Modul mit einer Basis der Lénge n, d : M" — R eine
Determinantenform und f : M — M ein Endomorphismus.

Das Element Sp(f) € R mit der Eigenschaft

o4 =5Sp(f)-d
bezeichnet man als Spur von f.

Fiir eine Basis by, ...,b, von M gilt somit

S d(bi,., f(B),. .. b)
o) = =5 *)

Jede andere Determinantenform hat die Gestalt d’ = « - d mit invertierbarem
v € R. Daher ist Sp(f) unabhingig von der Wahl der Form d.
Aus der angegebenen Beziehung kann man direkt ablesen:

17.3 Eigenschaften der Spur
Sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (b, ...,b,). Dann gilt:

(1) Sp(0) =0 und Sp(idy) =n-1 (1 € R).
(2) Fir f,g € End(M) und r € R gilt

Sp(rf) =rSp(f) wund  Sp(f+g)=Sp(f) +Sp(g)-
Somit ist Sp : Endg(M) — R ein R-Modulhomomorphismus.
(3) Flir (a;;) := Matpg(f) gilt
Sp(f) = a1 + az + -+ + A

Beweis: (1) und (2) lassen sich direkt aus (x) ablesen.
(3) Nach Definition von (a;;) gilt f(b;) = 37—, ai;b; und damit
Zd(bl, ceey Zaijbj, ey bn) = (CL11 +aog + -+ &nn)d(bl, N ,bn)
j=1

i=1

Damit folgt die Behauptung ebenfalls aus (x). O

Ahnlich wie bei den Determinanten nehmen wir die Beziehung (3) zur
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17.4 Definition (Spur einer Matriz)
Als Spur einer Matriz A = (a;;) € R"™™ bezeichnen wir

SP(A) = Z Q-
i=1
Die Spur ist also die Summe der Elemente der Hauptdiagonale.

Mit diesen Begriffsbildungen stellen wir fest:

17.5 Folgerung
Sei M ein freier R-Modul mit Basis B = {by,...,by} und f : M — M ein
Endomorphismus mit A := Matp g(f) € R™™, dann gilt

Die Spur einer Matrix 148t sich also sehr leicht berechnen. Daher lassen sich
auch Eigenschaften der Spur von Endomorphismen einfach durch entsprechende
Rechnungen in Matrizen zeigen.

17.6 Eigenschaften der Spur einer Matrix
Fir A,B,C € R™" r € R und E, € R™™ (Einheitsmatriz) gilt:

(1) Sp(0) =0 und Sp(E,) =n-1g.

(2) Sp(rA) =r-Sp(A) und Sp(A+ B) =Sp(A)+ Sp(B).

Also ist Sp : R™™ — R ein R-Modulhomomorphismus.

(3) Sp(AB) = Sp(BA) und Sp(ABC) = Sp(CAB) = Sp(BCA).

(4) Ist B invertierbar, so ist Sp(B"*AB) = Sp(A).

(5) Sp(A) = Sp(A").
Beweis: Die in (1) und (2) angegebenen Beziehungen kennen wir schon fiir
Endomorphismen. Sie lassen sich ohne Miihe direkt nachrechnen.

(3) Mit A = (a;;), B = (b;;) ergibt sich die erste Gleichung aus

n n

i=1 k=1 i=1
Die zweite Gleichung erhélt man aus der Assoziativitdt der Multiplikation von

Matrizen und wiederholte Anwendung der ersten Identitét.

(4) ist direkte Folge von (3).
(5) ist klar, da die Diagonalen von A und A’ iibereinstimmen. O
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Diese Beobachtungen koénnen wir auch fiir Endomorphismen festhalten:

17.7 Eigenschaften der Spur von Endomorphismen
Sei M ein freier R-Modul mit endlicher Basis. Fiir f,g,h € Endgr(M) gilt:

(1) Sp(go f) =Sp(fog).
(2) Sp(hogo f)=Sp(go foh)=Sp(fohog).
(3) Ist g Isomorphismus, so ist Sp(go fog™t) = Sp(f).

Bemerkungen

(1) Sp(A) = 0 kann auch fiir invertierbare Matrizen gelten, z.B. fiir

0 1 1 0
A_<1 O>oderA—(O _1>.

(2) Zeilenumformungen, die die Determinante unveréndert lassen, konnen sehr
wohl die Spur veréndern.

(3) Fiir einen endlich dimensionalen Q-Vektorraum V und f, g € EndQ(V),
kann nicht
gof—fog=r-id
gelten, da
0=Sp(go f— fog)#r-Sp(id) =r-n.

Dies ist bemerkenswert, da in anderen R&umen solche Beziehungen vor-
kommen (z.B. Quantentheorie, Heisenberg’sche Unschérferelation).

Wir haben die Spur als lineare Abbildung End(M) — R (bzw. R™™ — R)
kennengelernt. Lineare Abbildungen in den Grundring nennt man Linearformen.
Néheres dazu werden wir spéter ausfithren. Hier wollen wir festhalten, dafl die
Spur dabei eine Sonderrolle einnimmt:

17.8 Spur und Linearformen auf Endg(M)
Sei M ein freier R-Modul mit Basis der Linge n.

(1) Zu jeder Linearform o« : Endg(M) — R gibt es ein h € Endg(M) mit
a(g) = Sp(hog) =0 fir alle g € Endg(M).

(2) Sei f € Endg(M). Ist Sp(f o g) =0 fiir alle g € Endg(M), so ist f = 0.

(3) Ist a : Endgr(M) — R eine Linearform mit o(f o g) = a(g o f) fir alle
fyg € Endgr(M), dann gibt es (genau) ein

r € R mit o(f) =r-Sp(f) fir alle f € Endg(M).
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Die obigen Zusammenhénge kénnen wir auch fiir Matrizen formulieren, und
wir werden den Beweis dafiir angeben:
17.9 Spur und Linearformen auf R("™™
(1) Zu jeder Linearform o : R™™ — R gibt es ein H € R™™ mit
a(A) = Sp(H - A) = 0 fiir alle A € R™™.
(2) Sei A€ R™™. st Sp(AB) = 0 fiir alle B € R™™, so ist A= 0.
(3) Ist a : R™™ — R eine Linearform mit a(AB) = a(BA) fiir alle A, B €
R™™ dann gibt es (genau) ein
r € R mit a(A) = r - Sp(A) fiir alle A € R™™,

Beweis: (1) Da «a eine lineare Abbildung ist, geniigt es, die Aussage auf der
Basis E;; von R™" zu verifizieren. Fiir die gewiinschte Matrix H = (h,;) muf
also gelten
a(Ey) = Sp(HE;) = Sp(d_ huEnEij) = hys,
k1

da in der Diagonale der Matrix H F;; nur das Element hj; von Null verschieden
sein kann (vgl. 12.8).

Somit erfiillt (nur) die Matrix H = («a(E;;)) die gewiinschte Bedingung.

(2) Die Behauptung ergibt sich aus (1), da nur die Nullmatrix der Nullform
R(™") — R entspricht.

(3) Sei a(AB) = a(BA) fiir alle A, B € R™™ und H € R™" wie in (1). Aus
den Eigenschaften der Spur ergibt sich damit

Sp(BHA) = Sp(HAB) = a(AB) = a(BA) = Sp(HBA),

und damit Sp((HB — BH)A) = 0 fiir alle A, B € R(™™.

Nach (2) bedeutet das HB — BH = 0 fiir alle B € R™™. Nach 12.8 ist dann
B = rFE fiir ein geeignetes r € R.

Aus (1) ergibt sich nun a(A) = r - Sp(A) fiir alle A € R, O

17.10 Aufgaben
(1) Sei A = (a;;) € R™™. Zeigen Sie Sp(AA?) =

IINGE

=1

> (i),

j=t

(2) Zeigen Sie fiir A € R*?: A% = 0 genau dann, wenn Sp(A) = Sp(A?) = 0.
(3) Betrachten Sie die Linearform

o R(474) — R’ (am> — a1 _|_ .o _|_ aiy4.

Bestimmen Sie eine Matrix H € R4* mit o = Sp(H—).



Kapitel 6

Eigenwerte und Jordansche
Normalform

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Feinstruktur von Endomorphismen
und Matrizen befassen. Es wird unter anderem darum gehen, durch Wahl einer
geeigneten Basis eine vorteilhafte Form der einem Endomorphismus zugeordne-
ten Matrix zu finden (etwa Diagonalform, Dreiecksform). Dazu suchen wir Un-
terrdume, die von einem gegebenen Endomorphismus in sich iibergefiihrt werden.

18 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei K ein Korper. Beschiftigen wir uns zunéchst mit den Elementen, die von
einem Endomorphismus eines K-Vektorraums V' in ein Vielfaches von sich selbst
abgebildet werden.

18.1 Definition
Sei V' ein K-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus.
Ein Element 0 # m € V heifit Figenvektor von f, wenn

flm)=rm fireinr € R.

Man nennt dann r einen Eigenwert von f.
Fiir jedes s € R bezeichnet man den Unterraum

E(s)={neV | f(n) =sn} =Kern(f —sid) CV
als Figenraum von f zu s.

Man beachte, dal man den Nullvektor 0 € V' nicht Eigenvektor nennt, obwohl
er formal die definierende Gleichung erfiillt. Dagegen kann 0 € K durchaus ein

Eigenwert sein. So ist s € K genau dann Eigenwert von f, wenn E(s) # 0.
E(0) =Kern f und E(1) = {n € V| f(n) = n} (Fizelemente).

147
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18.2 Definition
Sei f € Endg (V). Ein Untervektorraum U C V heiit f-invariant oder f-stabil,
wenn f(U) C U.

Es ist offensichtlich, daB fiir f € Endg (V) alle Eigenrdume dazu f-invariant
sind. Sie haben noch weitere wichtige Eigenschaften:

18.3 Satz
Sind ry,...,r, € K paarweise verschiedene Figenwerte von f € Endg(V), dann
bilden die Eigenrdume E(ry) ..., E(r,) von f eine unabhingige Familie von Un-

termoduln (vgl. 8.9), also

n

ZE(TZ) =FE(r) @ - @ E(r,).

=1

Beweis: Zu zeigen ist, dal aus
(x) 0= Zzi, z € E(ry),
i=1

stets z; = 0 folgt. Wir beweisen dies durch vollstandige Induktion iiber n. Dabei
ist n =1 Kklar.
Nehmen wir an, die Behauptung sei fiir n — 1 richtig. Aus (x) folgt

n n

OZf(O) :Zf(zi> Zgrm

=1

und damit
n—1

0="> (ri—ru)z.

i=1
Wegen (r; — r,)z; € E(r;) folgt aus der Induktionsannahme (r; — r,)z; = 0 fiir
1 <n—1, also z; =0, da nach Voraussetzung r; — r, # 0. O

Aus Dimensionsbetrachtungen erhalten wir das

18.4 Korollar
Ist V' ein endlich dimensionaler Vektorraum, so hat jedes f € Endg (V') héchstens
Rang f (< dim V') verschiedene Eigenwerte.

Beispiel
Zu einem Endomorphismus braucht es keine Eigenwerte zu geben. Betrachten
wir dazu

f:IR* = R? (1,0)~ (0,1), (0,1) — (—1,0).
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Angenommen, k € IR ist ein Eigenwert mit Eigenvektor (r,rs), also

k(ri,ra) = f(ri,m2) = (=12, m1).

Dies bedeutet 7o = —kry, r; = kry und damit r§ + r3 = 0. Also gilt E(k) = 0
und k ist kein Eigenwert.

Endomorphismen mit moglichst vielen Eigenvektoren lassen sich folgender-
mafen kennzeichnen:

18.5 Satz
Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum und f € End(V).
Gibt es zu f genau n verschiedene Eigenwertery, ..., r,, und bezeichnet b; jeweils

den Eigenvektor zu r;, dann gilt:

(1) E(r;) = Kb; (also hat jeder Eigenraum Dimension 1).
(2) V= Gna Kb;, d.h. B = (by,...,b,) ist eine Basis.
i=1

1 0
(3) Matp p(f) =

0 Tn

Beweis: (1), (2) Nach Voraussetzung hat jeder Eigenraum FE(r;) mindestens
Dimension 1, und somit gilt dim(@}-, E(r;)) > n.
Nach 18.3 bedeutet dies @} ; E(r;) = V und dim E(r;) = 1.

(3) Da f(b;) = r;b; fiir alle i < n, folgt die Behauptung aus der Definition
von Matg g(f). O

18.6 Definition
Ein Endomorphismus f € Endg (V') heifit diagonalisierbar, wenn beziiglich einer
geeigneten Basis B von V' die Matrix Matp 5(f) Diagonalform hat.

Eine Matrix A € R™™ nennt man diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare
Matrix C' € K™ gibt, so da8 C~'AC Diagonalform hat (also wenn A zu einer
Diagonalmatrix dhnlich ist).

Als Beispiele fiir diagonalisierbare Endomorphismen haben wir in 18.5 die
Endomorphismen mit geniigend vielen verschiedenen Eigenwerten kennengelernt.

Nach den gegebenen Definitionen ist klar, da§ f € Endg(K) genau dann
diagonalisierbar ist, wenn dies fiir Matg g(f) (mit beliehiger Basis B) gilt.
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Bemerkung: Die Definitionen dieses Abschnitts sind offensichtlich auch sinn-

voll fiir Endomorphismen von freien Moduln und Matrizen iiber kommutativen

Ringen. Jedoch ist etwa die Aussage in 18.5 (2) in dieser allgemeinen Situation

nicht mehr giiltig, da der Schlufl mit der Dimension nicht mehr mdoglich ist.
Sehen wir uns zum Beispiel folgenden Homomorphismus an:

f:Z*— Z* (1,0)— (1,0), (0,1) — (1,—1).

Es gilt f2 = id, und f ist ein Isomorphismus. Als Eigenwerte findet man 1 und
—1 mit den Eigenrdumen

BE(l) = Z(1,0), E(-1)=Z(1,-2).

Nun kann aber (0, 1) nicht als Z-Linearkombination von (1,0) und (1, —2) dar-
gestellt werden. Daher gilt E(1) ® E(—1) # Z*.

Wir haben gesehen, dal r € K genau dann Eigenwert fiir f € Endg (V) ist,
wenn Kern(f —rid) # 0, d.h. wenn f — rid kein Isomorphismus ist. Wir suchen
also nach solchen r € K| fiir die det(f — rid) = 0 gilt. Dieses Problem wird im
néchsten Abschnitt angegangen.
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19 Das charakteristische Polynom

Sei R ein kommutativer Ring, M ein freier R-Modul mit Basis (by,...,b,) und
f € Endg(M). Wie kénnen wir die » € R finden mit det(f — rid) = 07
Betrachten wir die Matrix A = (a;;) := Matp p(f) € R™™.
Dann ist det(rid —f) = 0 genau dann, wenn det(rE — A) = 0.
Setzen wir fiir 7 eine Unbestimmte X und bilden

X — a1q —Qa12 ce —Q1p
—a X —a o —Qap,
XE— A— :21 : 22 - :2 ER[X](n,n)
—Qnp1 —Qp2 .o X = Apn

Da R[X] ein kommutativer Ring ist, konnen wir davon die Determinante als ein
Element aus R[X] bestimmen.

19.1 Definition
Zu einer Matrix A = (a;;) € R™™ bilden wir

ch(A) = det(XE — A) € R[X]
und nennen dies das charakteristische Polynom von A.
Schreiben wir ch(A) als Linearkombination der Potenzen von X,
ch(A) = X"+ e X" '+ .+ 1 X + e,
so haben wir als zweiten und letzten Koeffizienten

g =—9Sp(4), ¢, =(—1)"det(A).

Beweis: Nach der Determinantenformel gilt

n

h(A) =[[(X —a)+ S (..
i=1 oE€Sn\id
Q

Dabei ist () vom Grad < n — 2, da fiir o # id mindestens fiir zwei verschiedene 7
gilt, daB i # o(i). Also sind mindestens zwei der Faktoren nicht aus der Diagonale
und

ch(A) = X"+ (=1D)"(a11 + ... + @) X"+ Q,
mit deg Q" < n — 2. Ersetzt man X durch 0, so ergibt sich ¢, = (—1)" det(A). O
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Eigenschaften von ch(A)
Fiir eine Matriz A € R™™ gilt:

(1) ch(A) = ch(A").
(2) Ist T € R™™ invertierbar, so ist ch(A) = ch(TAT~'). Somit haben dhnli-

che Matrizen das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis: (1) Da transponierte Matrizen die gleiche Determinante haben, gilt
ch(A") = det(XE — A") = det(XE — A)*
= det(XE — A) =ch(A).

(2) Fiir invertierbares T erhalten wir XE — TAT ! = T(XE — A)T~! und
somit
ch(TAT ™) = det(XE — TAT ') = det(XE — A) = ch(A).

O

Die Bildung des charakteristischen Polynoms ist also invariant gegeniiber Ba-
sistransformationen und somit durch einen Endomorphismus eindeutig bestimmt.

19.2 Definition
Sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (by,...,b,).
Fiir einen Endomorphismus f € Endg(M) nennen wir

ch(f) = ch(Matp 5(f))

das charakteristische Polynom von f.

Nach den obigen Betrachtungen ist diese Definition unabhéngig von der Wahl
der Basis B. Auf die Bedeutung von ch(f) fiir Bestimmung und Eigenschaften
der Eigenwerte und Eigenrdume werden wir spéter zuriickkommen.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft von ch(A) ist der

19.3 Satz von Cayley-Hamilton
Jede Matriz A € R™™ ist Nullstelle ihres charakteristischen Polynoms,

ch(A)|x_a = A" — Sp(A)A" ! + ... (=1)" det(A) = 0.

Jeder Endomorphismus f eines R-Moduls mit endlicher Basis ist Nullstelle sei-
nes charakteristischen Polynoms,

ch(f)lxos = F* = Sp(H)f" + ... (~1)" det(f) = 0.
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Beweis: Es geniigt, die erste Behauptung zu beweisen.
Man konnte dazu verleitet sein, das Problem durch Einsetzen

ch(A)[x=a = det(XE — A)[x=a = det(AE — A) = det(0) = 0

zu l6sen. Dies ist nicht zuléssig, da die Matrix A ja nicht im Grundring R liegt.
Wir wollen daher das Problem iiber einem Ring behandeln, der A enthilt.
Bezeichne E die (n,n)-Einheitsmatrix, und betrachte den Untermodul

k
RIA] = {>"riA'|ke N,r; € R} C R™™.

=0

Dies ist ein kommutativer Unterring von R™™ mit Einselement A° = F.
Vermoge der Einbettung R — R[A], r — rE, fassen wir R als Unterring
von R[A] auf und betrachten die Matrix

Av = ((IijE) € R(nZ’nQ).

Damit wird ch(A) ein Polynom aus R[A][X], das wir mit ch(A) € R[X] identifi-
zieren diirfen (genauer: ch(A) = ch(A)E). Es hat den Wert

X 0 X — allE T —alnE
Get(XE - D =des(| | A)=der| F T TP
0 X :
—amkbE o X —apE

Da nun A Element im Grundring R[A] ist, diirfen wir X = A setzen, und die
Determinante der entstehenden Matrix — oder der transponierten davon — soll
gleich Null sein, also etwa der Matrix

A — a11E —(lglE e —(lnlE
—(IlgE A— (ZQQE —angE
C = (Cij) = . -
—a1, F e A—ap, F
Mit den kanonischen Einheitsvektoren (Zeilen) ey, ..., e, gilt fiir i < n,

€Z’A = Zejaij, also 61<A — aii) — Zejaij = (0, Ce ,O)

i=1 i

Fiir die oben definierte Matrix bedeutet dies

> eje;i=1(0,...,0) fir i=1,...,n.
j=1
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Von der zu C' adjunkten Matrix Ad(C') = (C;;) wissen wir (vgl. 15.9, 16.7)
det(C’)éjk = chicik fiir j, k S n.
i=1

Durch Multiplikation der oben stehenden Beziehung mit Cj, und Summieren
iiber 7 erhalten wir fiir £ <n

n

(O, Ce ,0) = Z(Z ejcji> Czk = Z €; (Z cjiC'ik) = Z € det(C’)éﬂc
j=1 =1 j=1

i=1 j=1

Damit ist e, det(C) = (0, ...,0) fir alle k£ < n und auch det(C) = 0. O

Beispiele
0 *

(1) Fir A= ( ) ist ch(A, X) = X™ und somit A" = 0.

0 0

(2) Fir A= <i Z) ist A2 — (a+d)A+ (ad — be)E = 0.
(vgl. 12.19, Aufgabe 1).

19.4 Aufgaben

Fiir eine Matrix A € R™™ sei das charakteristische Polynom
ch(A) = X" + e, X" ' +... +¢, € RIX].
Zeigen Sie fiir invertierbare A, daf3
Ad(A) = (—1)" M A" + A" 2+ e At a1 E).

Damit ist die Adjunkte (und die Inverse) Linearkombination von Potenzen <
n—1 von A.
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20 Dreiecksform von Matrizen

Wir waren bei der Suche nach Eigenwerten einer Matrix auf das charakteristi-
sche Polynom aufmerksam geworden. Diese Wechselbeziehung wollen wir noch
weiter analysieren. Da es dabei um Nullstellen von Polynomen geht, werden wir
die Betrachtungen iiber einem Korper K durchfiihren.

Zunichst sei an den Beginn von Abschnitt 19 erinnert, wo wir festgestellt
hatten:

20.1 Eigenwerte — charakteristisches Polynom
Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum. Dann sind die Eigenwerte von
f € Endg (V') genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms ch(f).

Die Existenz von Eigenwerten zu f héngt also auch von Eigenschaften des
Korpers K ab: Gibt es in K Nullstellen von ch(f) oder nicht? Wir wissen zum
Beispiel von den komplexen Zahlen, dafl jedes Polynom aus C[X] Nullstellen in
C hat. Entsprechendes gilt aber nicht von IR.

Wie schon in Abschnitt 18 angesprochen, kénnen wir in gewissen Féllen die
Matrix eines Endomorphismus’ durch geeignete Basistransformation in Diago-
nalform bringen. Sehen wir uns das in einem konkreten Fall an.

Beispiel
Bezeichne E die kanonische Basis von IR?, und sei f : IR* — IR* gegeben durch

Matg g(f) = (_2 _12;) Das charakteristische Polynom von f ist dann

ch(f):det<X3_8 X_f?) _X’_Xx -2

Die Nullstellen ergeben die Eigenwerte ry = —1 und ro = 2.

Wir haben lauter verschiedene Eigenwerte und wissen daher, dafl f diago-
nalisierbar ist. Die Matrix von f hat genau dann Diagonalform, wenn man sie
beziiglich einer Basis von Eigenvektoren bildet. Wir bekommen die Eigenvektoren
als Losung der Gleichungssysteme (transponierte Form)

-9 3 T -6 3 x
(s 6) (5)=0 ma (S 9)(5)=0
Die Losungen sind (2 —1) und (3 —1). Somit ist

eine Basis von Eigenvektoren, und es gilt

Matgp(f) = (‘é g)
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Die bisher betrachteten diagonalisierbaren Endomorphismen f von n-dimen-
sionalen Vektorrdumen hatten n verschiedene Eigenwerte. Dies ist jedoch keine
notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit.

Ist r; ein Eigenwert von f, so laBt sich ch(f) durch (X — r;) teilen. Zudem
gibt es eine natiirliche Zahl k; und ein Polynom P(X) € K[X] mit

ch(f) = (X — ) - P(X), Plr) #0.

k; heifit dann die Vielfachheit von r; in ch(f).

Als entscheidendes Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit wird sich die Beziehung
zwischen Vielfachheit eines Eigenwertes und der Dimension des zugehérigen Ei-
genraums herausstellen. Dazu eine erste Abschitzung:

20.2 Lemma
Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V). Fir jeden Ei-
genwert r € K von f qilt

Vielfachheit von r > dim E(r).

Beweis: Sei vy, ..., v, eine Basis des Eigenraums E(r) C V. Ergénzt man diese
(beliebig) zu einer Basis B = {vy,..., v, V41, ...,0,} von V, so erhilt man
r 0
A=Matgp(f) = | . 0|, are gttnn,
0 A

Das charakteristische Polynom hat dann die Gestalt
ch(f) =det(XE — A) = (X —r)' - det(XE — A),
woraus sich mit [ = dim E(r) die Behauptung ergibt. O

Nun lassen sich die diagonalisierbaren Endomorphismen allgemein kennzeich-
nen:

20.3 Satz
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Fir ein f € Endg (V) sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) f st diagonalisierbar;
(b) ch(f) zerfdllt in Linearfaktoren, und

fur jeden Eigenwert r von f ist die Vielfachheit k gleich der Dimension
des Figenraums E(r);
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(¢) fiir die verschiedenen Figenwerte r1,...,1r von f gilt
V=E@r)® & E).

Beweis: Seien ry,...,r; die verschiedenen Eigenwerte von f.

(a)=(b) Da f diagonalisierbar ist, muf§ ch(f) gleich dem charakteristischen
Polynom einer Diagonalmatrix sein, also

Damit haben wir die Gleichung
ki+...+k=n=dimE(r) +...+dim E(r).
Wegen k; > dim E(r;) folgt daraus k; = dim E(r;).
(b)=(c) Aus den beiden Bedingungen ergibt sich

ki+...+k=n und dimE(r)+---+ E(r) = n.

!
Mit 18.3 haben wir dann V = @ E(r;).
=1

7

(c)=(a) Ist B eine Basis, die aus Eigenvektoren besteht (in richtiger Reihen-
folge), so hat Matp 5(f) Diagonalgestalt. O

Auch die oben beschriebene Situation wollen wir uns in einem konkreten Fall
ansehen.

Beispiel
Mit der kanonischen Basis E sei die lineare Abbildung f : IR® — IR® gegeben
durch

0 —3 -2
MatE,E(f) = -1 -2 =2
1 3 3
Das charakteristische Polynom ist
X 3 2
ch(f)=det| 1 X+2 2 = (X —1)*(X +1).

-1 -3 X-3

Also ist 1 ein Eigenwert mit Vielfachheit 2, und —1 ist einfacher Eigenwert. Die
Eigenvektoren zu 1 erhalten wir als Losung des Systems

1 3 2
(.Z’l,xg,xg) 1 3 21 =0.
~1 -3 -2
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Der Rang dieses Systems ist 1, und daher ist die Dimension des Losungsraumes
gleich 2, mit der Basis (1,0, 1), (0,1,1).
Die Eigenvektoren zu —1 sind die Lésungen von

-1 3 2
|
(Il,IQ,ZIJg) 1 1 2 = O,
-1 -3 -4

welche von (1, 3,2) erzeugt werden. Somit ist
B = ((1,0,1),(0,1,1),(1,3,2))

eine Basis von Eigenvektoren und

1 0 0 1 01
Matgyg(f) = 0 1 0 s MatBE(id) = 0 1 1
0 0 -1 1 3 2

Das folgende Diagramm stellt die Zusammenhénge dar:

E R3 i} R F
id | lid
R3 i) R3 B
Daraus lesen wir fiir die beteiligten Matrizen ab:

MatEE(f) = MatE7B(ld) . MatB7B(f) . MatBVE(id),
MatBB(f) = MatB,E(id) . MatE,E(f) . MatE,B(id).

Allgemeiner als in 20.2 wollen wir nun fragen, welche Matrixform man fiir
Endomorphismen erreichen kann, deren charakteristisches Polynom in Linear-
faktoren (ohne Zusatzbedingungen) zerfillt. Dazu eine Definition:

20.4 Definition
Ein Endomorphismus f eines endlich dimensionalen K-Vektorraums V' heif3t ¢ri-
gonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, fiir die Matg p(f) untere Drei-
ecksform hat.

Eine Matrix A € K™ heift trigonalisierbar, wenn sie zu einer unteren
Dreiecksmatrix dhnlich ist, wenn es also ein invertierbares T € K™ gibt, so
dal TAT~! untere Dreiecksmatrix ist.

Wir werden sehen, dafl wir fiir solche Endomorphismen eine Familie von Un-
terrdumen in V' mit besonderen Eigenschaften finden kénnen.
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20.5 Definition
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Eine Kette von Unterraumen

iwicW,c...cV, =V

nennt man Fahne in V, wenn dimV; =1 fir allet =1,... n.

Sie heifit f-stabil bzgl. f € Endg(V), wenn f(V;) C V firi=1,.

Die Existenz solcher Fahnen héngt von den Eigenheiten des Endomorphismus
f ab. Wir haben dazu folgende Kennzeichnung:

20.6 Trigonalisierbare Endomorphismen
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Fir f € Endg (V) sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(a) Es gibt eine f-stabile Fahne Vi C Vo C -+ C V,, in V;

(b) f ist trigonalisierbar;

(c) fir jede Basis C von'V ist Matc o(f) trigonalisierbar;
)

(d) ch(f) zerfdllt in (nicht notwendig verschiedene) Linearfaktoren.

Beweis: (a)=(b) Ist Vi,...,V, eine f-stabile Fahne, so wihle man eine Basis
B ={vy,...,v,} mit v; € V Wegen f(V;) C V; gilt

f(Ul) = ;11 + a;2V9 + ...+ Ai;V;,

also

MatBVB (f) =

Apleevenenenn Ann

(b)<(c) Dies folgt aus dem Verhalten der f zugeordneten Matrizen bei Ba-
sistransformationen.

(b)=(d) Offensichtlich zerfillt die Determinante einer Dreiecksmatrix in Li-
nearfaktoren.

(d)=(a) Wir zeigen dies durch Induktion nach n = dimV. Fir n = 1 ist
die Aussage trivial. Nehmen wir an, die Behauptung sei richtig fiir alle n — 1-
dimensionalen K-Vektorrdume.

Sei nun dim V' = n. Wir suchen eine f-stabile Fahne in V.

Zur Nullstelle 7 von ch(f) wéhlen wir einen Eigenvektor v; € V' und ergénzen
ihn zu einer Basis B = (vy, ws, ..., w,) von V. Setzen wir

Vi=Kv;, und W := ZKwi cV,

=2
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so gilt f(V4) C V4, aber nicht notwendig f(W) C W.
Fiir die Bilder der w; € W gilt

f(wz) = kﬂ)l + CioWa + ... + CipWy, ]{Zi, Cij € K.
Wir definieren ein f': W — W durch Weglassen der vy,
[ (w;) = cppwa + ... + cpw, firi=2,... n.
Mit dieser Festlegung gilt [f — f'[(W) C V; und
1 0 N 0
Matps(f) = |
alp B = )
(bi;)

*

woraus wir ch(f) = (X — ry) ch(f’) ablesen.
Somit ist auch ch(f’) Produkt von Linearfaktoren, und nach Induktions-
annahme gibt es eine f’-stabile Fahne W, C --- C W,,_; in W. Dann ist

V_{Kvl firi=1
AV Wi, firi=2,...,n

eine f-stabile Fahne in V', denn aus W; C W, folgt V; C V;.; und
dimV; =dimV, +dimW, ; =1+ (i—1) =i.
AuBerdem ist f(V1) C Vi (v Eigenvektor), und fiir w € W;_; gilt
Fw) = (f = F)(w) + f/(w) € Vi + Wiy = Vi,
Somit erhalten wir die gewiinschte Beziehung
fVi) = f(Vi+Wisi) CVi+ Wi =V
O

Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom aus K[ X]
eine Nullstelle hat, wenn also jedes Polynom aus K [X| in Linearfaktoren zerfallt.
Wir hatten bereits angemerkt, dafl die komplexen Zahlen diese Eigenschaft ha-
ben.

20.7 Korollar
Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum tber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper K. Dann gilt:

(1) Zu jedem Endomorphismus f:V — V gibt es eine f-stabile Fahne.
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(2) Jede Matriz A € K™ ist trigonalisierbar.

20.8 Aufgaben
(1) Seien f : IR* — IR* und g : IR* — IR* lineare Abbildungen mit

Matg, g, (f) = | 2 4 2| und Matg, g,(9) = 1 2 —1
11 3 -1 1 4

(i) Man bestimme die Eigenwerte und Eigenrdume von f und g.

(ii) Sind f und g diagonalisierbar?

(2) Es sei
6 —3 -2
A= 4 -1 -2|eR®Y
10 -5 =3

gegeben. Man untersuche, ob A zu einer reellen oder komplexen Diagonalmatrix
D é&hnlich ist. Ist dies der Fall, so bestimme man eine invertierbare Matrix T mit

D =TAT "

(3) Es sei
) 2 16
A=| 4 -2 8|eR®
-4 -1 11

gegeben. Man finde eine zu A &hnliche Diagonalmatrix D € R®3. AuBerdem
bestimme man eine invertierbare Matrix T € IR*3) mit D = TAT .
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21 Nilpotente Endomorphismen

Bei den Betrachtungen zur Darstellbarkeit gewisser Endomorphismen wollen wir
uns in diesem Abschnitt mit nilpotenten Endomorphismen f befassen, fiir die es
also ein k € IN gibt mit f* = 0.

Welche Matrixdarstellung kann man durch geschickte Basiswahl fiir solche
Abbildungen erreichen? Wir wollen dies iiber Kérpern K untersuchen.

21.1 Satz
Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg(V), und es gebe ein
k€ IN mit f*=1 £ 0 und f* = 0. Dann gilt:
(1) Fiir v € V \ Kern f*=! sind die Vektoren v, f(v),..., f*1(v) linear un-
abhdngig und spannen einen f-stabilen Unterraum auf.

(2) Ist k =n, so gilt fiir die Basis B = (v, f(v),..., f*1(v)) von V

01 0 ... 0
0o 1 -

Matp p(f) = - 0|=:N(n)e K™,
0 0 1
0

Man nennt N(n) einen elementaren Nilpotenzblock.
In diesem Full erlaubt V' keine echte Zerlequng in f-invariante Unterrdaume.

Beweis: (1) Zur Untersuchung der linearen Unabhéngigkeit betrachten wir eine

Linearkombination
k-1

> a;if'(v) =0 mita; € K.
i=0
Durch wiederholte Anwendung von Potenzen von f erhalten wir

aof*(v) =0, arff'w)=0,...
alsoag=a1=... =ap_1 = 0.
k=1
Jede Linearkombination Y a;f"(v) geht unter f wieder in eine Linear-
i=1

kombination gleichen Typs iiber. Somit spannen die f%(v) einen f-invarianten
Unterraum auf.

(2) Die angegebene Gestalt der Matrix folgt unmittelbar aus der Definition
von MatB,B(f).

Angenommen, V' = U; & Uy mit nicht-trivialen f-invarianten Unterrdumen
Ui, Us. Mit Dimensionsbetrachtungen folgt dann aus (1), dafl

£

v, =0 fiirk; <dimU, <n, =12,
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und somit f¥ =0 fiir k = max(ky, ko) < n.
Dies steht im Widerspruch zur Annahme k = n. a

Im allgemeinen kann fiir f € Endg (V) natiirlich f* = 0 fiir ¥ < n gelten.
Durch geeignete Zerlegung von V' kann man dann auf den oben beschriebenen
Fall zuriickgreifen:

21.2 Zerlegungssatz fiir nilpotente Endomorphismen
Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg (V) und k < n mait
f*1 40 und f* = 0. Dann gilt:

(1) Es gibt eine f-invariante Zerlequng V = Z & D mit
Y240, fflz=0 wund dimZ = k.
(2) Es gibt eine f-invariante Zerlegung V =71 & ... & Z; mit
o b, #£0, fMz =0  und dim Z; = k;.
(3) Fiir eine geeignete Basis B von V ist

N (ky) 0
MatB,B(f) - T )
0 N (k)

wobei die N(k;) Nilpotenzblocke der Grifle k; sind.

k=1
Beweis: (1) Fiir v € V\Kern f*1ist Z = @ K f(v) nach 21.1 ein f-invarianter
i=0

Unterraum mit Dimension &.
Wir ergénzen f*~1(v) durch ws, ..., w, zu einer Basis von V und setzen

W= éKwi, D:=Wnf7W)n...0o(f~Htw).
=2

Wir zeigen zunéchst, dal D f-invariant und Z N D = 0 ist.

Fiir u € D sind alle f*(u) € W. Somit sind auch fiir f(u) alle f*(f(u)) € W
(beachte f* = 0), und wir folgern daraus f(u) € D. Also ist D f-invariant.
Fira € ZND gilt f'(a) € W fiir alle ¢ € IN und

a=apv+a fv)+-+ a1 fH(v).
Bedenkt man f* = 0, so erhalten wir daraus

W s ffa) = aof*(v) ¢ W, falls ag # 0.
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Damit mufl ag = 0 sein und — mit dhnlichem Schlufl —a; = ... =a,_1 = 0.
Dies bedeutet a =0 und Z N D = 0.
Es geniigt, noch zu zeigen, dal dim D > n — k.

Nun ist dimW =n — 1, und aus V Ly V/W folgern wir

dim f~Y(W) = dimKemnpo f =n —dimBildpo f > n — 1.
Aus Korollar 11.4 folgt dim(W N f~'(W)) > n — 2 und schlielich
dim D = dim(W n...n (fFH7 (W) >=n— k.

(2) Nach (1) gibt es eine Zerlegung V = Z @ D, mit f-invarianten Z und D.
Dann ist f’ := f|p ein nilpotenter Endomorphismus von D und dim D < dim V.

Nach der in (1) aufgezeigten Methode kann man nun in D einen f’-invarianten
Unterraum abspalten. Dies fiithrt nach endlich vielen Schritten zu der angegebe-
nen Zerlegung.

B)Ist V=2,®...® Z (nach (2)), so ist
Matp,,5, (f1) 0
Mat(f) = T 9
0 Math,Bz(fl)
und nach 21.1 gilt
MatBi,Bi(fi) = N(k%)
beziiglich geeigneter Basen B; von Z;. a
Praktische Bestimmung von D
Um nach dem Beweis von 21.2 konstruktiv eine Zerlegung V' = Z & D zu finden,
braucht man eine Moglichkeit, den Unterraum D zu ermitteln. Dies 18t sich
folgendermaflen durchfiihren:
Jedes W ist als (n—1)-dimensionaler Unterraum von V' Kern einer geeigneten
linearen Abbildung h : V — K, wobei h(f**(V)) # 0.
Dann ist
W) = {weV| f(v) € Kernh}
= {veV|hof(v)=0} = Kemhof,
(f)7' (W) = Kemho f',
und man erhdlt D = W N fAL(W)n...N (f*1)"1(W) als Losungsmenge des
linearen Gleichungssystems
M) =
ho flz) =

ho f*(x) : 0.
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Wird f : K® — K" durch die Matrix A € K™™ (bzgl. der kanonischen Basis)
und h € Homg (V, K) durch H = (hy, ..., h,)" € K™Y dargestellt, so ergibt dies
das lineare Gleichungssystem (z ist Zeilenvektor)

z-H = 0
z-AH = 0

- AFTH = 0

Diese theoretischen Vorgaben sollen an einem praktischen Fall nachvollzogen
werden.

Beispiel
Sei f : IR® — IR® eine lineare Abbildung, die beziiglich der kanonischen Basis E
gegeben ist durch

~1 -2 1 2 -1
-1 -2 2 2 -1
Matgg(f)=| 0 0 0 0 0
2 —4 3 4 -2
~1 -2 1 2 -1

Wir suchen eine Basis im IR®, beziiglich welcher die Matrix von f aus Nilpotenz-
blocken besteht. Das charakteristische Polynom ergibt sich als

-1-X -2 1 2 ~1
-1 —2-X 2 2 ~1
ch(f) = —det 0 0 -X 0 0 = X°.
—2 —4 3 4-X =2
~1 —2 1 2 —1-X

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt damit f5 = 0. Somit wissen wir, dafl
es eine Basis mit den gewiinschten Eigenschaften gibt. Man kann direkt nach-
rechnen, dafl bereits f? = 0.

Um Kern g zu bestimmen, ist folgendes Gleichungssystem zu losen (Matrix
transponieren)

1 -1 0 -2 —1\ /x 0
2 2 0 -4 2| 0
1 20 3 1]|]la]=]o0
2 20 4 2||m 0
1 -1 0 -2 —1/ \as 0



166 KAPITEL 6. EIGENWERTE UND JORDANSCHE NORMALFORM

Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir die Matrix
(1 1 0 2 1>
01 010
und lesen daraus als Basis fiir den Losungsraum ab
(0,0,1,0,0),(—-1,-1,0,1,0),(—1,0,0,0,1).
Wegen f? = 0 ist Kern f2 = IR®. Als erste Basiselemente nehmen wir

by = (1,0,0,0,0) € IR° \ Kern f,
b2 = f(bl):<—1,—2,1,2,—1)

Nun suchen wir ein h; : IR> — IR mit by ¢ Kern hy, etwa Mat(h;) = (1,0,0,0,0)".
Dann ist Mat(hy o f) = (—=1,—1,0,—2,—1), und wir bekommen D; als Losung
des homogenen Systems mit der Matrix

< 1 0O 0 0 O )
-1 -1 0 -2 -1/’
fiir die wir als Basis erhalten
(0,0,1,0,0),(0,-2,0,1,0), (0,—1,0,0,1).
Als weitere Basisvektoren fiir IR® wihlen wir

bs = (0,-2,0,1,0) € D; \ Kern f,
by = f(bs) = (0,0,1,0,0).

Um den letzten Basisvektor zu finden, brauchen wir ein hy : R® — IR mit
by ¢ Kern hy. Dies wird mit Mat(hs) = (0,0, 1,0,0)" erfiillt, und Mat(hs o f) =
(1,2,0,3,1).

Zusammen mit obigen Gleichungen bekommen wir das System mit Matrix

0 0 0 0

-1 -1 0 -2 -1
0 0 1 0 0
1 2 0 3 1

Die Losung dazu liefert als fiinften Basisvektor von IR’

bs = (0,1,0,—1,1).
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Beziiglich der so gewéahlten Basis B = (by, by, bs, by, bs) gilt nun
01 0 0 O
000 0O
MatBB(f) = 0O 0 0 1 0
0 00 0 O
0 000 O

Die Transformationsmatrix setzt sich aus den Basisvektoren zusammen,

1 00 0 O
-1 -2 1 2 -1
MatBE(z'd) = 0 -2 0 1 0
0o 01 0 0
0O 1 0 -1 1
21.3 Aufgaben
Sei g : IR* — IR* eine lineare Abbildung mit
01 20
00 20
00 -3 3

Man zeige, daf8 ¢ nilpotent ist und bestimme eine Basis B im IR*, beziiglich
welcher Matgg(g) aus Nilpotenzblicken besteht.



168 KAPITEL 6. EIGENWERTE UND JORDANSCHE NORMALFORM

22 Hauptriaume und
Jordansche Normalform

Sozusagen als Defekt bei der Suche nach der Diagonaldarstellung einer linearen
Abbildung f : V — V war die Tatsache anzusehen, daf fiir einen Eigenwert r €
K die Dimension von E(r) = Kern(rid —f) echt kleiner als die Vielfachheit des
Eigenwertes r im charakteristischen Polynom sein konnte. War dies der Fall, so
konnten wir keine Diagonalmatrix fiir f finden, sondern nur eine Dreiecksgestalt,
wenn ch(f) in Linearfaktoren zerfiel.

Durch verfeinertes Studium dieser Situation kénnen wir dies etwas verbes-
sern. Dazu betrachten wir nicht nur Kern(rid —f), sondern auch die Kerne der
Potenzen (rid —f)® mit ¢ € IN.

Wir stellen diese Untersuchungen iiber einem Kérper K an.

22.1 Definition
Seien V' ein K-Vektorraum und f € Endg (V). Ist r € K ein Eigenwert von f,
so nennt man

H(r) = {veV|(rid—f)*w) =0 firr ein k € IN}
= U Kern (rid — f)*

keIN

den Hauptraum (verallgemeinerten Eigenraum) von f zum Eigenwert 7.

Natiirlich ist fiir jeden Eigenwert » € K von f € Endg (V) der Eigenraum
E(r) im Hauptraum H(r) enthalten. Wir werden sehen, daf§ bei zerfallendem
charakteristischem Polynom die (direkte) Summe der Hauptraume schon ganz V'
ergibt.

Zunéchst stellen wir einige allgemeine Beziehungen fiir Hauptraume fest, die
denen von Eigenrdumen recht &hnlich sind (vgl. 18.3).

22.2 Eigenschaften von Hauptridumen
Seien V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum, f € Endg (V') und r,s € K FEigen-
werte von f. Dann gilt:

(1) Der Hauptraum H(r) ist ein f-stabiler Unterraum von V.
(2) H(r) = Kern(rid —f)* fiir ein geeignetes ky < n.

(3) Gilt r # s, dann ist H(r) N H(s) = 0.

(4)

Sind ri,...,r, verschiedene Figenwerte von f, so bilden die Hauptrdume
H(ry)...,H(r) eine unabhingige Familie von Untermoduln (vgl. 8.9), also

ZH(T’Z') =H(r)®- - @& H(rg).

i=1
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Beweis: (1) Sei u € H(r), also (rid —f)*(u) = 0 fiir ein k¥ € IN. Dann gilt auch

(rid=f)*[f(w)] = fl(rid = f)*(u)] = 0,

also f(u) € H(r), und somit ist H(r) f-invariant.
Mit (2) wird sich ergeben, dafl H(r) ein K-Unterraum ist.

(2) Aus dem Fittingschen Lemma 13.8 folgt, dafl die aufsteigende Kette
Kern(rid —f) C Kern(rid —f)*> C Kern(rid —f)* C ...
stationédr wird, d.h. es gibt ein ky < n mit
Kern(rid — f)" = Kern(rid — f)**"  fiir alle [ € IN.
Dies impliziert H(r) = Kern(rid — f)*.
(3) Nach (2) gibt es k,, ks € IN mit
H(r) = Kern(rid —f)*  und H(s) = Kern(sid — f)*.

Nehmen wir an, da D := H(r) N H(s) nicht Null ist. Nach (1) ist D
ein f-invarianter Unterraum und somit auch invariant gegeniiber (rid —f) und
(sid — f). Damit konnen wir folgende Endomorphismen von D bilden:

g:=(rid=f)|p und (sid—f)|p = (g +tid)|p mit t := s —r,
mit den Eigenschaften (nach Definition von D)
g =0 und (g+tidp)* = 0.
Die rechte der beiden Gleichungen ergibt die Beziehung
theidp = —g(t*"tidp +...),

bei der die linke Seite nicht nilpotent (da t # 0), die rechte aber nilpotent ist (da
g nilpotent). Dies ist ein Widerspruch. Also ist die Annahme D # 0 falsch.

(4) Den Beweis fithren wir durch Induktion nach k (vgl. 18.3). Fiir k = 1 ist
die Behauptung klar, fiir £ = 2 wurde sie in (3) gezeigt.
Nehmen wir an, die Behauptung sei fiir £ — 1 richtig. Es ist zu zeigen, daf in
einer Summe
() z14+ -+ 2z =0 mitz e H(ry)

alle z; = 0 sein miissen. Ist H(ry) = Kern(ry id — f)*, so folgt aus (x)

(T’k id _f)ko (21) + -+ (Tk id _f)ko (Zk—1> =0.
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Wegen der f-Invarianz der H(r;), gilt auch (ryid —f)*(z;) € H(r;), und nach
Induktionsannahme folgt daraus

(rpid —f)*(z) =0 fiiri < k.

Dies wiederum bedeutet z; € H(r;) N H(ry) = 0 (wegen (3)), also z; = 0 fiir
i < k. Nach (x) ist dann auch z; = 0. O

Wir kénnen nun fiir Endomorphismen mit zerfallendem charakteristischem
Polynom zeigen:

22.3 Zerlegungssatz
Seien V' ein n-dimensionaler Vektorraum und f € Endg (V). Zerfdllt ch(f) in
Linearfaktoren, und sind rq, ..., 1, die verschiedenen Eigenwerte von f, so ist

Beweis: Wegen 22.2 bleibt nur noch zu zeigen, dal V' von den Hauptraumen
erzeugt wird. Dies beweisen wir durch Induktion nach der Dimension von V.
Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Nehmen wir an, die Behauptung gelte fiir alle
Vektorrdume mit Dimension < n.

Sei nun dimV = n und ¢ € IN mit H(ry) = Kern(ryid —f)'. Setzen wir
U := Bild(ry id — f)?, so bekommen wir mit dem Fitting-Lemma eine Zerlegung

V=H(r)aU

in offensichtlich f-invariante Unterrdume, und dimU < n.
Ist U = 0, so bleibt nichts mehr zu zeigen. Fiir U # 0 wollen wir die
Induktionsannahme auf die Restriktion

= flv € Endg(U)

anwenden. Dazu miissen wir uns iiberlegen, ob auch ch(f’) in Linearfaktoren
zerfallt. Wahlen wir eine Basis B’ in U und ergéinzen sie (irgendwie) zu einer
Basis B von V. Wegen der f-Invarianz von U gilt dann

MatB,B(f) _ (MatB;B’(f/) g) )

Daraus sieht man, dafl ch(f’) ebenfalls in Linearfaktoren zerféllt.
Die Eigenwerte 71, ...,7, von f’ sind auch Eigenwerte von f, und nach In-
duktionsannahme ist

U = @H,(TZ)
i=1
Auferdem ist H'(r;) C H(r;), denn fiir u € H'(r;) C U gilt
0= (r;id—f")(u) = (r;id — f)(u).
Somit haben wir V.= H(ry) @& - & H(ry). O
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Bemerkung: Durch die Zerlegung von V = @ H(r;) mit f-invarianten H(r;)
konnen wir f durch die

fi = flae,) € End(H(ry))
darstellen. Fiir diese gilt (r;id —f;)* = 0.

Wir wollen nun die Zerlegung von V' in Hauptrdume und die frither gewonnene
Darstellung von nilpotenten Endomorphismen benutzen, um eine spezielle Dar-
stellung eines Endomorphismus mit zerfallendem charakteristischem Polynom zu
gewinnen.

22.4 Jordansche Normalform
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg(V), und das charak-
teristische Polynom von f zerfalle in Linearfaktoren. Dann gibt es eine Zerlegung

V=Vie---al

i f-invariante Unterrdume V; mit Basen B;, so daf8 fir die damit gebildete
Basis B = (By,...,B;) von V gilt

J(kla Tl) 0
O J<k:t7 Tt)
mit elementaren Jordanblocken
T 1 0
J<kza ri) = TiEki -+ N(kz) = . 1 c K(ki,ki)’
0 Tz’

wobei die N (k;) elementare Nilpotenzblocke und die r; (nicht notwendig verschie-
dene) Figenwerte von f sind.
Fine solche Basis nennt man Jordanbasis zu f.

Beweis: Sind rq,...,r, die verschiedenen Eigenwerte von f, so haben wir nach
22.3 eine f-invariante Zerlegung

V=H(r)®...®H(ry) mit H(r;) = Kern(r;id — )"
Betrachten wir die Endomorphismen von H (r;),
g9i = (f—riid)|ney  und fi:= flue,).

Die g; sind nilpotent vom Grad < k;.
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Konzentrieren wir uns zunéchst auf g;. Nach dem Zerlegungssatz fiir nilpo-
tente Endomorphismen 21.2 gibt es eine Zerlegung

H(n)=Vi®- -0V,

in gi-invariante Teilrdume V, mit Basen B, fiir die Matp, 5,(¢91) elementare
Nilpotenzblocke der Grofle ks = dim V; sind.
Wegen f; = ryid +g; haben wir damit

Matg, p,(f1) = riMatp, p, (id) + Matp, B, (91)-

Die g;-invarianten Teilrdume V; sind auch invariant gegeniiber f; und f. Daher
setzt sich die Matrix von f; beziiglich der Basis By, ..., B, von H(r;) gerade aus
den Matp, g, (f1) in der Diagonalen zusammen.

Die entsprechenden Zerlegungen lassen sich natiirlich auch fiir die anderen
Eigenwerte durchfiithren. Setzt man die dabei gefundenen Basen der H(r;) zu
einer Basis B von V' zusammen, so hat Matpp(f) die angegebene Gestalt.

Nach Konstruktion ist klar, dafl zu einem Eigenwert mehrere elementare
Jordanblocke auftreten kdnnen. a

Formulieren wir den vorangehenden Satz auch fiir Matrizen:

22.5 Jordansche Normalform von Matrizen
Sei A € K™ eine Matriz, fir die das charakteristische Polynom in Linear-
faktoren zerfillt. Dann gibt es eine invertierbare Matriz T € K™™ mit

J(ky,m) 0
TAT ' =
0 J(kta 7“75)
mit elementaren Jordanblocken
r, 1 0
J(ki,ri) = riloy, + N(k;) = o1 | e Kek
0 T

wobei die r; (nicht notwendig verschiedene) Eigenwerte von f sind.

Zum Auffinden der angegebenen Matrix 7' kann man sich am Beweis von 22.4
orientieren. Sehen wir uns das an einem konkreten Fall an.

Beispiel
Gegeben sei die Matrix
3 =1 .0 0
1 10 0
= (4,4)
A=13 o5 3|f"
4 -1 3 -1
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und wir betrachten die dadurch bestimmte lineare Abbildung
f : R4 _>R4a (xl,x2,$37ﬂ74) = (l’l,xg,l‘3,x4).

Berechnen wir das charakteristische Polynom,

X -3 1 0 0

B 1 X-1 0 0 | v ou

det(XE — A) = det 3 0 X5 5 = (X —2)%
—4 1 -3 X+1

Zu g := f — 2id erhalten wir die Matrix

1 -1 0 O

1 -1 0 O
B:= 3 0 3 =3’

4 -1 3 =3

fiir die wir B2 = 0 ermitteln, also auch ¢g> = 0. Die Bestimmung der Jordanbasis
geht nun von dem nilpotenten Endomorphismus g aus (vgl. 21.2). Wegen ¢ = 0
ist Kern g = IR*, und wir nehmen als erste Basiselemente (von Z)

by = (1,0,0,0) € IR*\ Kerng,
b2 = g(bl):<1,—1,0,0)

Zur Bestimmung von D brauchen wir ein h : IR* — IR mit h(by) # 0. Wihlen
wir Mat(h) = (0, 1,0,0)", so ergibt sich fiir ko g die Matrix

1 -1 0 0\ /0 -1
1 -1 0 o1 1

Mat(hog) =143 o 5 _g|lo|=| ol
4 —1 3 -3)\0 1

und fiir D = Kern hNKern ho g haben wir das Gleichungssystem mit der Matrix

( Mat(h)t> B ( 0 1 0 0)

Mat(hog)*) \-1 -1 0 —-1)°

Als Basis fiir D erhalten wir (0,0,1,0) und (1,0,0,—1). Somit setzen wir als
nichste Basisvektoren fiir R?

bs = (0,0,1,0) € D\ Kerng,
be = g(by) = (3,0,3,-3).
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Aus der Jordanbasis by, by, b3, by ergibt sich die Transformationsmatrix

1 0 0 0
. 1 -1 0 0

T = MatBE(zd) O O 1 0 y
3 0 3 -3

fiir die man (mit entsprechender Rechnung) bestétigt:

210 0
4 o200
TAT =14 0 2 1
00 0 2

22.6 Aufgaben

(1) Sei V' ein IR-Vektorraum mit Basis B = (by, be, b3, by, bs), und es sei f €
Endg (V') gegeben mit

-1 -4 -3 -7
-1 -2 -2 -4
-1 0 2 =5
1 2 1 6
0 1 1 1

MatB,B(f) =

O O = OO

(i) Bestimmem Sie die Eigenwerte und Hauptrdume von f.

(ii) Bestimmem Sie die Jordansche Normalform und eine Jordanbasis fiir f.

(2) Sei V' ein IR-Vektorraum mit Basis B = (by, by, b3, by, bs, bg), und es sei
f € Endg(V) gegeben mit

4 22 3 0 1
0O 50 1 3 2
0 -2 4 -2 —1 -4
Matgs(N)=1o 1 ¢ 5 -1 2
0 00 0 4 0
0 -1 0 -1 -1 2

(i) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Hauptrdume von f.

(ii) Bestimmen Sie die Jordansche Normalform und eine Jordanbasis von f.
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(3) Gegeben sei die Matrix

-5 -9 —7 12 17
—3 —11 -7 12 19

A=1 0 0 -2 0 6]|eR®.
—3 -9 —7 10 22
0 0 0 0 -2

(a) Zeigen Sie, daB sich A durch eine geeignete Basistransformation iiber IR in
Jordansche Normalform bringen lafit.

(b) Berechnen Sie die Hauptrdume von A.

(¢) Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix T € R®® so daB TAT" die
Jordansche Normalform von A ist.

(4) Sei folgende Matrix gegeben:

410 0
-6 010 )

B=|_4 090 1|CE
100 0

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von B.

(b) Geben Sie die Jordansche Normalform von B an (ohne Angabe einer Jor-
danbasis), und begriinden Sie deren Gestalt.



Kapitel 7

Bilinearformen

23 Linearformen und der Dualraum

Wir haben bereits in Abschnitt 10 festgestellt, dal die Homomorphismen zwi-
schen zwei R-Linksmoduln M und N eine Gruppe Hompg(M, N) bilden. Fiir
kommutatives R ist dies sogar ein R-Modul.

Von besonderer Bedeutung sind die Homomorphismen von M in den Grund-
ring R. Nun ist R selbst Links- und Rechtsmodul iiber sich selbst. Deswegen kann
auch bei nicht kommutativem R die Gruppe Hompg(M, R) zu einem Rechtsmodul
gemacht werden, ndmlich durch die Festlegung der Skalarmultiplikation von s €
R mit f € Hompg(M, R)

fs(m) = f(m)s fiir alle m € M.
Damit gilt fiir jedes r € R und m € M
fs(rm) = f(rm)s =rf(m)s = r(fs)(m),

das heifit fs € Homg(M, R). Es ist leicht nachzupriifen, dal Homg (M, R) damit
zu einem RR-Rechtsmodul wird.

23.1 Definition
Fir einen R-Linksmodul M bezeichnet man den R-Rechtsmodul

M* = Homg(M, R)

als den Dualraum von M, oder auch als den zu M dualen Modul. Die Elemente
aus M* nennt man Linearformen auf M.

Zu einem Morphismus M — N von R-Linksmoduln 148t sich ein Morphismus
zwischen den dualen Moduln definieren — allerdings in der anderen Richtung:

176
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23.2 Transponierter Homomorphismus
Ist h : M — N ein Homomorphismus von R-Linksmoduln, so nennt man den
Homomorphismus von R-Rechtsmoduln

h't: N* — M* f+s foh,
den zu h transponierten Homomorphismus. Er hat die Eigenschaften
(1) Fiiridy : M — M gilt (idyr)" = idy-.
(2) Firk:M — N gt (h+ k)" = bt + K.
(3) Fiirp: N — P gilt (poh)' = h'op'.
(4) Ist h surjektiv, so ist h' injektiv.
()

5) Ist h ein Isomorphismus, so ist auch h' ein Isomorphismus, und (h')™! =

(R~

Beweis: h' ist ein Homomorphismus von R-Rechtsmoduln, denn aus den Defi-
nitionen folgt fiir f,g € N* und s € R

W(f+g) = (f+g)oh = foh4+goh = h'(f)+h'(g),
h(fs) = (fs)oh = (foh)s = h(f)s.

(1) folgt unmittelbar aus der Definition.
(2) Nach Definition gilt fiir jedes f € N*:

(h+k)'(f)=fo(h+k)=foh+ fok=h(f)+EK(f).
(3) Fiir jedes g € P* gilt
(poh)(g)=gopoh=hn'(gop)=h'op(g).
(4) Angenommen, fiir f € N* gelte 0 = h'(f) = f o h. Ist h surjektiv, so

bedeutet dies f = 0, und somit ist A’ injektiv.

(5) Sei h: M — N invertierbar. Dann ist A~ o h = idj;, und aus (1) und (3)
folgt
idy+ = (idpy)' = (W' oh)' = h'o (A1)

d

In 12.4 wurde gezeigt, daf fiir endlich erzeugte freie Moduln M, N iiber einem
kommutativen Ring R auch Hompg(M, N) einen freien R-Modul bildet. Dies gilt
entsprechend fiir den Dualraum von freien Moduln. Wir kénnen sogar folgendes
zeigen:
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23.3 Dualraum von freien Moduln
Sei M ein freier R-Modul mit Basis {my | A € A}. Fiir jedes A € A definieren
wir eine Linearform durch Vorgabe der Werte auf den Basiselementen:

X N 0 falls )
my: M — R, m/\(mu):{1 ﬁalls)\iz.

Diese haben folgende Eigenschaften:

(1) {m} | A € A} ist eine linear unabhdngige Teilmenge von M*.

(2) Firm= Y rxmx, A D Ao endlich, gilt m;,(m) = r,.
AEAQ

(3) Ist A endlich, dann ist {m} | A € A} eine Basis von M*.
Man nennt sie die duale Basis zu {m, | A € A}.

(4) Ist A endlich und R kommutativ, dann ist M ~ M* als R-Modul.

Beweis: (1) Angenommen, Y. mjisy = 0, A D Ay endlich. Dann gilt fiir jedes
AEAg
w € Ao
0= > misa(m,) = > mi(my)sy = s,.
AEAo A€Ao
Also sind die {m} | A € A} linear unabhéngig.

(2) Nach Definition von mj, gilt

my(m) = Y ramj(my) =7,
AEA)

(3) Fiir beliebiges f € M* und m = > rym, haben wir nach (2)
AEA

(Z mif(mA)) (m) = Y mi(m)f(my)

AEA AEA

= > nflm) = f(m).

AEA

Dies bedeutet f = Y m}f(m,), und somit ist {m3 | A € A} ein Erzeugenden-
AEA
system von M*.
(4) Durch die Zuordnung der Basiselemente my — m} ist ein Z-Homomor-
phismus M — M* bestimmt. Dies ist offensichtlich ein Isomorphismus.
Man beachte, dal die Abbildung von der gewéhlten Basis von M abhéngig
ist. O

Ein Morphismus zwischen freien R-Moduln kann durch eine Matrix beschrie-
ben werden. Aus dieser bekommt man auch die Matrix fiir den transponierten
Morphismus:
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23.4 Matrix der Transponierten
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen X = {x1,..., T} C M und
Y ={y1,...,yn} C N. Bezeichne X* = {z3,..., 25} C M* und
Y*={yf,...,y:} C N* die dualen Basen.

Ist f: M — N ein R-Homomorphismus, so gilt fiir f*: N* — M*

Maty-x-(f*) = Matxy (f)",

d.h. beziiglich der gewdihlten Basen ist die Matriz von f* gleich der Transponierten
der Matrixz von f.

NE;

bkll’?, also

~

Beweis: Setzen wir f(z;) = i a;;y; und fi(y;) =
Jj=1 1
Math(f) = (CLU) € R(m,n)’ Maty*X* (ft) = (bkl) € R(n,m)

Nach Definition gilt f*(g) = g o f fiir alle g € N*, also

fig)(x;) = g(f(z;)) fiir i=1,...,m.
Fir g = y; € N* erhalten wir aus der ersten Gleichung
yif () = zn:laijy]:(yj) = Qik-
=
Setzen wir die x; in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich
PO ) = 3 b () = b

Also ist Maty«y«(f*) die Transponierte von Mat xy (f). O

Beispiel

(1) Sei R ein kommutativer Ring und M = R™ mit kanonischer Basis e; =
0,...,1;...,0),i <n.

Die duale Basis ist festgelegt durch

e;(e;) = 0;; (Kronecker-Symbol) ,
und die Matrix von e} beziiglich der kanonischen Basen ist

0
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Damit haben wir einen R-Homomorphismus

R = (R™Y, e e

(ri,...,Tm) +— S rel=
T'm
(2) Uber einem Ring R sei f : R™ — R" gegeben durch MatgE(f) = A €
R(™™) " also
f:R™—=R" (ri,...,rm)— (ry,...,Tm)A.

Dann wird die duale Abbildung beschrieben durch
fro(RY) — (R™*, (s1,...,8,) = (81,...,80) A%

Symmetrisch zu den Bildungen fiir Linksmoduln wird auch der Dualraum zu
einem R-Rechtsmodul K als der R-Linksmodul

K* = Homg(K, R)
definiert.

23.5 Bidualraum
Ist M ein Linksmodul, so kénnen wir also zu dem R-Rechtsmodul M* wiederum
den Dualraum bilden,

M = (M) = HomR(HomR(M, R), R),
den wir als den Bidualraum von M bezeichnen.

Fiir nicht kommutatives R haben M und M* wenig miteinander zu tun, da
M ein Links- und M* ein Rechtsmodul iiber R ist.

M** dagegen ist wieder ein R-Linksmodul, der durch einen Homomorphismus
eng mit M verbunden ist. Die Elemente von M** sind ja Linearformen M* — R,
und fiir jedes m € M ist die Auswertung von f € M*, f +— f(M) ein Element
aus M**. Somit haben wir den Auswertungshomomorphismus

Gy M — M, m— [fo(m)}

Es ist leicht nachzupriifen, daf§ ®,, ein Homomorphismus von R-Linksmoduln
ist. Bei freien Moduln werden wir spater noch mehr dazu sagen.

Sei h : M — N ein Homomorphismus von R-Linksmoduln und dazu A :
N* — M* die Transponierte. Auch zu h' kénnen wir die Transponierte bilden
und erhalten

Bt = (A1)t : M™ — N™, g goht.
Dies ist ein Homomorphismus von R-Linksmoduln, fiir den folgende bemerkens-
werte Beziehung gilt:
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23.6 Eigenschaft des Auswertungsmorphismus
Zu jedem Homomorphismus h : M — N von R-Linksmoduln ist folgendes Dia-
gramm. kommutativ:

M N
Dy | | DN

Beweis: Fir m € M ergibt ®y o h(m) die Linearform
N*—= R, aw alh(m)).
Andererseits entspricht h'* o ®,;(m) der Abbildung

N2 p s aco h(m) = a(h(m)).

Also ist das Diagramm kommutativ. O
Fiir freie Moduln M hat ®,; besonders schéne Eigenschaften:

23.7 Der Bidualraum von freien Moduln
Fiir einen freien R-Modul M gilt:

(1) ®pp: M — M™ ist injektiv.
(2) Ist M zudem endlich erzeugbar, so ist ®y; ein Isomorphismus.

Beweis: (1) Sei {m) | A € A} Basis von M und {m} | A € A} C M* die

duale Basis. Nehmen wir an, dal m = Y. rym, im Kern von ®;; liegt, also
AEAQ

insbesondere
0 =m)(m) =r), fur alle A € A,.

Damit sind alle ry = 0 und auch m = 0, d.h. ®,; ist injektiv.

(2) Sei nun A endlich. Aus den Beziehungen

. . 0 falls A
®pr(ma)(my,) = my,(ma) = { 1 falls A i Z

ersehen wir, daB8 {®y;(my) | A € A} die zu {m5 | A € A} duale Basis von M*™*
bildet. Somit ist ®,; ein Isomorphismus. a
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23.8 Aufgaben
(1) Seien fi,..., fn Linearformen eines n-dimensionalen Vektorraumes. Zei-
gen Sie: Fiir U := Kern f; N ... N Kern f,, gilt dimU > n — m.

(2) f und g seien Linearformen auf einem Vektorraum V iiber einem Kérper
K mit f # 0. Zeigen Sie, daB folgende Aussagen dquivalent sind:
(a) es gibt ein c € K \ {0} mit g = cf;
(b) Kern f = Kernpg.
(3) Seien f : M — N ein Homomorphismus von Vektorrdumen iiber einem

Korper K und f': N* — M* die zu f transponierte Abbildung.
Beweisen Sie, daf$ f genau dann surjektiv ist, wenn f* injektiv ist.

(4) Zu den folgenden Basen von Pols(IR) = {p € IR[X] | grad(p) < 3}
bestimme man jeweils die duale Basis von Pols(IR)*:
(i) B:=(1,x,22 2%)
(i) C:= (1,1 +z,22* — 1,42 — 3x)
(5) Seien V' ein IR-Vektorraum und f,g € V* Linearformen. Zeigen Sie:

Ist h: V — IR mit h(v) := f(v) - g(v) eine Linearform auf' V', so ist f = 0 oder
g=0.



24. TENSORPRODUKT 183

24 Tensorprodukt

In diesem Abschnitt betrachten wir einige fundamentale Bildungen iiber (nicht-
kommutativen) Ringen, die von allgemeinem Interesse sind. Als Anwendung wer-
den wir dann Aussagen und Sétze fiir bilineare Abbildungen von Moduln iiber
kommutativen Ringen ableiten.

24.1 Definition
Seien My ein Rechtsmodul, gk N ein Linksmodul iiber dem Ring R und G eine
abelsche Gruppe (Z-Modul). Eine Abbildung

B:MxN-—-G
heifit R-balanciert, wenn gilt

Bim+m',n) = B(m,n)+ B(m' n),
ﬁ(mvn_l_n/) = ﬁ(mvTL) +ﬁ(mvn/)>
B(mr,n) = p(m,rn),

fiir alle m,m’ € M, n,n" € N, r € R. ( ist also Z-linear in jeder der beiden
Komponenten, und es gilt zusétzlich eine Vertauschungseigenschaft fiir Elemente
aus R.

Die Menge aller balancierten Abbildungen M x N — G bezeichnen wir mit
Balgr(M x N, G).

24.2 Beispiele
(1) Die Multiplikation in R ergibt eine balancierte Abbildung

p:RxR— R, (rs)—rs.

Die Rechengesetze in R entsprechen gerade den Bedingungen, die p balan-
ciert machen.

(2) Fiir einen R-Modul M mit Dualraum M* ist
p:M*x M — R, (fm)— f(m),

eine balancierte Abbildung (kanonische Abbildung).

Die nachfolgende Begriffsbildung dient dazu, die balancierten Abbildungen
durch gewisse lineare Abbildungen darzustellen. Wir definieren das Tensorpro-
dukt von M und N als abelsche Gruppe mit einer universellen Eigenschaft
beziiglich aller R-balancierten Abbildungen auf M x N.
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24.3 Definition
Seien Mg ein Rechtsmodul, g N ein Linksmodul iiber dem Ring R. Eine abelsche
Gruppe T zusammen mit einer R-balancierten Abbildung

T MxN-—=T

heifit Tensorprodukt von M und N, wenn sich jede R-balancierte Abbildung
B : M x N — G, G abelsche Gruppe, eindeutig iiber T' faktorisieren 1éf3t, d.h. es
gibt genau einen Gruppenhomomorphismus v : T" — G, der folgendes Diagramm
kommutativ macht:

MxN- T

BN\
G

Noch wissen wir nicht, ob es eine Gruppe T mit diesen Eigenschaften gibt.
Dennoch kénnen wir uns schon iiberlegen, dafl es bis auf Isomorphie héchstens
eine solche Gruppe geben kann.

24.4 Eindeutigkeit des Tensorprodukts
Sind 1 : M X N — T, und 75 : M x N — Ty zwei Tensorprodukte von Mg und
rIN, dann gibt es einen Isomorphismus v : Ty — Ty mit v = To.

Beweis: Wir haben das Diagramm

MxN2LT

T2 \
T5.

Wegen der universellen Eigenschaft von 77 gibt es ein v : T} — Ty mit vr = 7.
Aus Symmetriegriinden konnen wir auch ein § : 75 — T} mit d7 = 7 finden.
Also haben wir

T = (5’7’2 = (S’)/Tl.

Das Diagramm

MxN-ILT1

71\
T

kann nach Definition von 77 nur durch einen Homomorphismus 77 — 75 kommu-
tativ ergédnzt werden. Nun erfiillen aber sowohl idp, als auch 4+ diese Bedingung,
also gilt idp, = d7.

Analog folgert man idy, = d, und somit ist  (und d) ein Isomorphismus. O
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Zeigen wir nun, daf es tatsédchlich eine Gruppe mit den in 24.3 geforderten
Eigenschaften gibt:

24.5 Existenz des Tensorprodukts
In den R-Moduln Mg, g N nehmen wir M x N als Indexmenge und bilden den
freien Z-Modul

F ="M,

Zu (m,n) € M x N bezeichnen wir das entsprechende Basiselement in F' mit
[m,n]. Damit gilt
F= & Zm,n].

MxN

In F bilden wir die Elemente

[mq + ma, n] — [mq,n] — [ma,n],
[m,ny + no] — [m,nq] — [m,ny),
[mr,n] — [m,rn].

Bezeichne K den Untermodul von F', der von allen diesen Elementen mit
my, Mg, m € M, ny,ne,n € N und r € R erzeugt wird.

Wir setzen nun M ®r N = F//K und betrachten die Komposition der kano-
nischen Abbildungen M — F — F/K, namlich

T:MxN—-M®®rN, (mn)—men:=[m,n]+ K.

Nach der Definition von K ist 7 offensichtlich R-balanciert.
Sei #: M x N — G eine R-balancierte Abbildung. Durch Vorgabe der Werte
auf der Basis definieren wir einen Z-Homomorphismus

y:F — G, [m,n]— B(m,n).
Dabei gilt etwa fiir die Bilder von [mr,n] und [m, rn]
Y([mr,n]) = B(mr,n) = B(m,rn) = 5([m, rn]).

Ahnlich sieht man, daB in der Tat K C Kern# gilt. Somit faktorisiert 7 iiber
7, d.h. wir haben das kommutative Diagramm

MxN-—F — M®rN

BN 17/
G

Die Abbildung 7: M x N — M ®pg N ist zwar nicht surjektiv, ihr Bild

Bildr={m®n|me M,ne N}
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ist jedoch ein Erzeugendensystem von M ®r N als Z-Modul.

Da im obigen Diagramm die y(m®mn) = (3(m,n) eindeutig bestimmt sind, ist
auch v eindeutig festgelegt. Somit ist 7: M x N — M ®g N ein Tensorprodukt
von M und N.

Man beachte, daf jedes Element aus M ®g N als endliche Summe

my@ny+...+mp @ ng

dargestellt werden kann. Die Darstellung ist jedoch nicht eindeutig.

Sind (1,0 : M x N — G zwei balancierte Abbildungen, so ist mit der
iiblichen Addition auch

1+p02: MXxN — G, (myn) — Bi(m,n)+ Pa(m,n),

eine balancierte Abbildung. Also ist Balg(M x N, G) ein Z-Modul.
Andererseits ist fiir jedes 3 € Balg(M x N,G) und n € N die Zuordnung

B(—,n): M — G, mw— [(m,n),

ein Z-Homomorphismus, also aus Homyz (M, G).
Wir betrachten Homz (M, G) als R-Linksmodul mit der Operation

rf(m)= f(rm) fir r € R, m € M.

Damit ergeben sich aus den obigen Definitionen folgende Zusammenhinge
zwischen balancierten Abbildungen und Homomorphismen, die sich als sehr niitz-
lich erweisen werden:

24.6 Hom-Tensor-Relation
Seien Mg ein Rechtsmodul, RN ein Linksmodul tiiber dem Ring R, G eine abel-
sche Gruppe und 7 : M X N — M ®g N die kanonische Abbildung.
Dann sind folgende Abbildungen Isomorphismen von Z-Moduln:

Homz (M ®z N,G) -2 Balp(M x N,G),
a —— QT.
Balp(M x N,G) -2 Hompg(N, Homz(M, G)),
B — [n—B(=n)
Homz (M ®z N,G) 2% Hompg(N, Homg (M, G)),
by — [n—d(— ®@n).
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Beweis: Es ist leicht nachzupriifen, daf§ die angegebenen Abbildungen in dem
angegebenen Sinn definiert und Z-linear sind.

Die Bijektivitat von 1, folgt aus der definierenden Eigenschaft des Tensor-
produkts.

Fiir jedes ¢ € Homg(N, Homyz (M, G)) ist

o:MxN—G, (m,n)— pn)n,

eine R-balancierte Abbildung, und die Zuordnung ¢ +— ¢ ist invers zu .

Wy ist gerade die Komposition von 17 und 5. a

Wir kommen nun zu weiteren Konstruktionen mit dem Tensorprodukt.

24.7 Tensorprodukt von Homomorphismen
Sind f: Mr — Mp, g: RN — rN' R-Homomorphismen, so gibt es genau eine
Z -lineare Abbildung

fRg: M®@r N — M @z N’

mit fRgm®@n) = f(m)®gn), me M, ne N.
Man nennt f ® g das Tensorprodukt von f und g. Dafiir gilt:
(1) idy ®idy = idyeny-.
2) fRn+a)=fRn+fRep, (+h)Rg=hHB9+ &g
(3) Fiir R-Homomorphismen h : My — M7, k: gpN' — rN" ist
(h@k)o(f@g)=(hof)e(koyg).
Beweis: Wir definieren die Abbildung
fxg:MxN—M®&pN, (mn)— f(m)®g(n).
Diese ist Z-bilinear und R-balanciert, da
f(mr) @ g(n) = f(m) @ g(rn).

Also faktorisiert f x g iiber M ®g IV, und wir erhalten die gewiinschte Abbildung
f®g. O

Bemerkung: Die Unterscheidung zwischen ® und ® ist bei der Definition hilf-
reich. In der Praxis schreibt man aber meist auch ® an Stelle von ®.

24.8 Tensorprodukt und direkte Summen
Seien Mgr und RN R-Moduln. Ist N = N1 @ ...® Ng, dann gilt

k

i=1

Man sagt, das Tensorprodukt ist mit direkten Summen vertauschbar.
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Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir N = N; @ Ns. Der allgemeine Fall ergibt
sich daraus durch Induktion.

Bezeichne &1 : Ny — N, e3: Ny — N
m: N — Ny, mm: N — Ny

die kanonischen Injektionen und Projektionen. Dann ist

E1TT + 9Ty = ldN und

idM®N = ldM ®1d]\[ = ldM ®(€17T1 + 627'(2) = ldM XReymy + ldM E9T9.

idy; ®e1m; und idy; ®eomy sind orthogonale Idempotente im Endomorphis-
menring Endz(M ®g N), und somit gilt

M®RN = [idM®€17T1 +1dM®627T2](M®N) ~ M@R N1 @M@R NQ.

O

Bemerkung: Es ist lediglich eine schreibtechnische Ubung, zu zeigen, daf die
Aussage in 24.8 auch fiir unendliche direkte Summen gilt.

24.9 Beispiele
(1) Fiir einen Linksmodul M ist die Abbildung

p: M x M — R, (fm)— f(m),
balanciert, sie faktorisiert also iiber einen Z-Homomorphismus
n:M ®r M — R.
(2) Fiir Linksmoduln M, N ist die Abbildung
Uyn: M*x N — Homgr(M,N), (f,n)— [m— f(m)-n]
R-balanciert, denn nach Definition der R-Modulstruktur von M* gilt fiir r € R
(fr)(m) -n = f(rm)-n.
Somit faktorisiert sie iiber einen Gruppenhomomorphismus
Iyn: M* ®r N — Hompg(M, N).

Ist M endlich erzeugt und frei, so ist Upn ein Isomorphismus.
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Beweis: Seien 4, ..., x,, eine Basis von M und z7, ..., 2}, die dazu duale Basis
von M*. Wir definieren eine Abbildung

’}/M7N3HOH1R<M7N>—>M*®RN, fl—>z.l’:®f<$l),
i=1

und zeigen, daf diese invers zu Jy; y ist.

Fiir z = § rix; € M (r; € R) gilt nach Definition der dualen Basis:
i=1

Tarx (i o f(a:») () = Soat(@) - fla) = S rif () = f(2).
=1 =1 =1
Also gllt gM,N e} ’}/M’N(f) = f und 5M,N OYM,N = idM*®RN-

Mit dhnlichen Argumenten erhélt man auch N5M7 N = idHom g (M,N)- O

(3) Sei M ein endlich erzeugter, freier R-Linksmodul. Dann kénnen wir die
in (1) und (2) gewonnenen Abbildungen hintereinander ausfiihren und erhalten
Sp : Endg(M) ~2M, M* @ M R,

die sogenannte Spurform auf Endg(M).
Ist f € Endg(M), X = {x1,...,2,} eine Basis von M und
Matxx(f) = (as;), so gilt

8

Sy

Sp(f) = ulymm(f)) =

=|
T

® f(xl-)> =7 (ijljil T ® mﬂ:j)

I
e
M= T

@
I
I
<
I
I
S
$
Ly
5
S %
—
5
<.
S—
-
1.0
()
IS
$
s

Somit ist Sp(f) gerade die Spur der Matrix Matx x(f), unabhéngig von der
gewahlten Basis X von M.

Uber kommutativen Ringen R ist das Tensorprodukt nicht nur ein Z-Modul
(abelsche Gruppe), sondern erlaubt zudem eine R-Modulstruktur:

24.10 Tensorprodukt iiber kommutativen Ringen
Sei R ein kommutativer Ring, und M, N, L seien R-Moduln. Dann gilt:

(1) M ®g N st ein R-Modul.
(2) M®rN~N®rpM und (M@RN)@)RL:M@R(N@RL).
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Beweis: (1) Fiir r € R ist die Abbildung r : M — M, m — rm, ein R-Homo-
morphismus. Nach 24.7 gibt es daher einen Homomorphismus

r@id:MN—->M®&N, men— (rm)®n.
Setzen wir r(m ® n) = r ® id(m ® n) = (rm) @ n, so wird M ®g N zu einem
R-Modul.

(2) Die Abbildung M x N — N @z M, (m,n) — n ® m, ist balanciert und
faktorisiert daher iiber M ®g N. Entsprechend erhalten wir eine Abbildung in
der umgekehrten Richtung, und die Komposition der beiden ergibt die Identitét.

Zur Assoziativitat: Zu [ € L definieren wir zunéchst

fi:N—>N®rL, n—nol.

Dazu bilden wir idy ® fi: M @g N — M ®r (N ®g L)
und dann

Man bestétigt leicht, dafl § R-balanciert ist, und wir erhalten eine Abbildung

Aus Symmetriegriinden erhalten wir auch eine Abbildung in der umgekehrten
Richtung, die zu ( invers ist. O

Wir wollen nun das Tensorprodukt von freien Moduln genauer ansehen. Sei
M ein R-Modul und N ein freier R-Modul mit einem Basiselement y € N, also
N = Ry. Dann 148t sich jedes Element in M ®x Ry als Summe der Form m ® ry
mit m € M und r € R schreiben. Wegen m ® ry = mr ® y a8t sich also jedes
Element aus M ®p Ry darstellen durch

k k

Z(mi ®n) = (Zml> ®n, m; € M.

i=1 i=1

Somit ist jedes Element vom Typ m®y fiir ein geeignetes m € M. Die Abbildung
M x Ry — M, (m,ry)+— rm,

ist R-balanciert, induziert also einen Z-Homomorphismus
M ®@r Ry — M, m&ry— rm.

Andererseits haben wir einen Z-Homomorphismus

M— M®rRy, m—m®euy.
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Diese Abbildungen sind zueinander invers, und daher gilt
M ®r Ry ~ M.

Jedes Element aus M ®g Ry hat eine eindeutige Darstellung m @ y, m € M.
Ausgehend von dieser Beobachtung, kénnen wir zeigen:

24.11 Tensorprodukt von freien Moduln
Seien M ein Rechtsmodul und N ein freier Linksmodul iber dem Ring R mit
Basis {y1,...,Yyn}. Dann gilt:

(1) Jedes Element von M ®pr N lif$t sich eindeutig darstellen als
Z m; & Y, m; € M
i=1

(2) Ist R kommutativ und {z1,...,x,} eine Basis von M, dann ist
{zi@y;[i<m, j<n}
eine Basis von M ®r N.
(3) Ist R ein Korper, dann ist
dim(M ®r N) = dim(M) - dim(N).

Beweis: (1) Da das Tensorprodukt mit direkten Summen vertauschbar ist (siche
24.8), folgt aus N = Ry; @ ... ® Ry,,

M®rN=(M®®rRy)®...0(Meg Ry,).
In der Vorbereitung haben wir M ® Ry ~ M gezeigt und dafiir die gewiinschte
Darstellung angegeben.

(2) Wende (1) analog auf M ® Ry; an.

(3) Ist dim(M) unendlich, so gilt dies auch fiir dim(M ®x N). Damit folgt
die Behauptung aus (2). O
Beispiel
Seien f: IR* — IR* und ¢ : IR* — IR? gegeben durch

1 0 3 2 1 —1
A=Matg,p(f)=[4 1 1 0], B:MatEQ,EQ(g):<2 1)-
2 —1 4 1

Wir wollen die Matrix zu f ® ¢ : IR* ® IR*> — R* ® IR* beziiglich der kanoni-
schen Basen berechnen.
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Als Basis von IR® ® IR? erhalten wir die Vektoren

v =(1,0,0)® (1,0), v, =(1,0,0)® (0,1),
v3=(0,1,0)® (1,0), v;=(0,1,0)® (0,1),
=(0,0,1)® (1,0), v =(0,0,1)® (0,1),

und als Basis von R* @ R%:

wy = (1,0,0,0)® (1,0),  ws = (1,0,0,0)® (0, 1),

wr = (0,0,0,1) ® (1,0), wg = (0,0,0,1) ® (0, 1).
Damit berechnen wir nun

fegn) = (1,0,3,2)®(1,-1)

= (1(1,0,0,0) +3(0,0,1,0) +2(0,0,0,1)) ® (1, 1)

— (1,0,0,0)® (1,—1) +3-(0,0,1,0) @ (1, —1)
+2-(0,0,0,1) ® (1, 1)

= (1,0,0,0)® ((1,0) = (0,1)))
+3-(0,0,1,0)® ((1,0) — (0,1)))
+2-(0001)®(( 0) - (0,1)))

—  1-(1,0,0,0)® (1,0) — 1-(1,0,0,0) @ (0,1)

3-(0,0,1,0) ® (1,0) — 3-(0,0,1,0) ® (0, 1)

+2.(0,0,0,1)@(1,0)—2-(0,0,0,1)@(0,1)

= 1-wy—1-wy+0-w3+0-wy
+3 w5 —3-wg+ 2wy —2-wyg

Durch analoge Rechnung bekommt man

f@g(UQ) = (170’372)®<271)
= 2-wr+1-wy+0-ws+0-wy
+6-ws+3-ws+4-wr+2-wg
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Damit finden wir schliellich beziiglich der kanonischen Basen

1 -1 0 0 3 -3 2 =2
2 1 0 0 6 3 4 2
4 —4 1 -1 1 -1 0 0
Mat(f®9) = 1 4y 9 1 2 1 0 o0
2 -2 -1 1 4 —4 1 -1
4 2 =2 -1 8 4 2 1
a1+ B apn-B ai3-B au-B
= azi - B axp-B ax-B ay-B

Diese Matrix bezeichnet man auch als das Kroneckerprodukt von A und B.

24.12 Aufgaben
(1) Seien R ein Ring, Mg ein Rechts- und g N ein Linksmodul. Man zeige:
Sind f : Mr — Mg, g: gRN — rIN epimorph, so ist auch f ® g epimorph.

(2) R sei ein Unterring eines Ringes S und pM ein Linksmodul iiber R.
Beweisen Sie, daf} es eine S-Linksmodulstruktur auf S ® g M gibt mit

s(t @ m) = (st) @ m fiir alle s,t € S, m € M.

(3) R sei ein Ring. Zeigen Sie: Fiir jeden R-Linksmodul kM gibt es einen
R-Isomorphismus py; : RQr M — M.

(4) R sei ein kommutativer Integrititsring. M und N seien freie R-Moduln
mit Basen (my,...,mg) bzw. (nq,...,n), k,l € IN,und 7: M x N — M ®r N
die kanonische Abbildung. Man zeige:

(i) Ist k > 2 und [ > 2, so ist my @ ny + mo @ ny ¢ Bild 7.
(i) 7 ist surjektiv <k =1 oder | = 1.

(5) V und W seien endlich-dimensionale Vektorrdume tiber einem Kérper K.
Man beweise:

(i) FiralleveV,we W gilt: v®gw=0sv=0 oder w = 0.
(ii)) Vegk W =0V =0 oder W = 0.

(6) f:V —Vund g : W — W seien Endomorphismen von Moduln iiber
einem kommutativen Ring R. Beweisen Sie:
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(i) Ist f nilpotent, so ist f ® g nilpotent.
Ist R ein Korper, und sind V', W endlich dimensional, so gilt:
(ii) Ist f ® g nilpotent, so ist f nilpotent oder g nilpotent.

(iii) Ist A € R ein Eigenwert von f und p € R ein Eigenwert von g, so ist A - i
ein Eigenwert von f ® g.
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25 Bilinearformen

Wie wir am Ende des letzten Abschnitts schon festgestellt haben, erhalten wir
iiber kommutativen Ringen noch weitere Bildungen mit dem Tensorprodukt.
Diese werden im folgenden eine Rolle spielen.

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daf§ R ein kommutativer Ring ist.

25.1 Definition
M, N und L seien R-Moduln. Eine Abbildung

B:MxN—L

heifit bilinear, wenn (3 R-balanciert ist und zudem fiir alle m € M, n € N und
r € R gilt
B(rm,n) =rB(m,n) (= B(m,rn)).

Eine bilineare Abbildung auf M x N ist also R-linear in jeder der beiden Kom-
ponenten.

Die Menge der bilinearen Abbildungen M x N — L bezeichnen wir mit
Bilg(M x N, L).

Die bilinearen Abbildungen in den Grundring, M x N — R, nennt man
Bilinearformen auf M x N und bezeichnet sie mit Bilg(M, N).

25.2 Beispiele (beachte R kommutativ)
(1) Die Multiplikation in R ergibt eine Bilinearform (vgl. 24.2)

p:RxR— R, (rs)—rs.
(2) Fiir einen R-Modul M mit Dualraum M* ist (vgl. 24.2)
p: MM — R, (f,m)— f(m),
eine Bilinearform (kanonische Bilinearform auf M* x M).
(3) Fiir jede Matrix B € R™™ ist
R™x R"— R, (x,y)+— xBy,

eine Bilinearform. Wir werden sehen, dafl auf endlich erzeugten, freien Moduln
alle Bilinearformen von diesem Typ sind.

25.3 Bilineare Abbildungen und Tensorprodukt
M, N und L seien R-Moduln.

(1) Die kanonische Abbildung T: M x N — M ®r N ist R-bilinear.
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(2) Jede R-bilineare Abbildung M x N — L lafst sich diber eine R-lineare Ab-
bildung M @r N — L faktorisieren.

Beweis: (1) Dies ergibt sich aus der Definition der Skalarmultiplikation auf M ®pg
N (vgl. 24.10).

(2) Eine R-bilineare Abbildung 5 : M x N — L ist insbesondere balanciert,
d.h. wir haben einen Z-Homomorphismus

v M®&rN—L m®n— ((m,n).
Dafiir gilt nun
V(r(m @n)) =((rm) © n) = B(rm,n) = rB(m,n) = ry(m @n),
d.h. v ist ein R-Homomorphismus. a

Sind (1,532 : M x N — L bilinear und r € R, so sind auch mit der iiblichen
Addition und Skalarmultiplikation die Abbildungen

61+ﬁ2: MxN — Ra (mvn) = 51(m7n)+52<m7n)7 und
rfi: MxN — R, (m,n) — rB(m,n),

bilinear. Also ist Bilg(M x N, L) ein R-Modul.
Andererseits sind fir § € Bilg(M x N,L) und m € M bzw. n € N die
Abbildungen
B(m,—): N — L, x~— B(m,z),
ﬁ(_vn) M — La Yy ﬂ(y7n)7

R-Homomorphismen, also aus Hompg (N, L) bzw. Hompg(M, L).

Es ist leicht nachzupriifen, daf§ iiber kommutativen Ringen die in 24.6 angege-
benen Isomorphismen von abelschen Gruppen zu Isomorphismen von R-Moduln
werden:

25.4 Homomorphismen und Tensorprodukt
M, N und L seien R-Moduln und 7 : M x N — M ®r N die kanonische
Abbildung. Dann sind folgende Abbildungen Isomorphismen von R-Moduln:

Homp(M ®r N,L) -2 Bilg(M x N, L),
o — QOT.
Bilg(M x N,L) — Hompg(N,Hompg(M, L)),
ﬁ — [n - ﬁ(_an)]
N,L) . Homp(N,Homp(M, L)),
d — n—d(— ®@n).

HOIIlR(M XR

Speziell fiir Bilinearformen leiten wir daraus ab:
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25.5 Bilinearformen und Tensorprodukte
(1) Fir R-Moduln M, N haben wir die R-Isomorphismen

Bilg(M, N)

~

~

~

(M ®@g N)*
Hom (M, N*)
Homp (N, M™).

(2) Ist M oder N endlich erzeugt und frei, so gilt fir die Dualrdume

(3) Sind M und N endlich erzeugt und frei, so ist

Endg(M) ®g Endg(N) — Endgr(M @ N), f®g— fg,

ewn Isomorphismus von Ringen und R-Moduln.

Beweis: (1) Dies sind die Isomorphismen aus 25.4.

(2) Ist M endlich erzeugt und frei, so ist nach 24.9,(2)

M* ®gr N* ~ Hom(M, N*).

Die angegebene Beziehung folgt damit aus (1).
Ist N endlich erzeugt und frei, so lafit sich analog argumentieren.

(3) Mit Hilfe von 24.9 und Eigenschaften des Tensorprodukts (aus 24.10)

haben wir die Isomorphismen

EDdR(M) KRR EIldR(N>

Die zugehorigen Abbildungen sind

12

12

12

(M*® M) ® (N* @ N)
(M*® N*)® (M & N)
(M®N)" ®(M®grN)
Endg(M ®@g N).

rag - (Seres)e (Zy;®f<yj>)

— Z(xf ®y;) ® f(z:) ® g(y;)

= Y (1 ®y) © fRglr ®y;)

2

= f®g.
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Wie wir gesehen haben, sind mit einer Bilinearform 5 : M x N — R folgende
R-Homomorphismen festgelegt:

6@1M—>N*7 mHﬁ(ma_)a
Br: N — M* nw— [(—,n).
Eigenschaften dieser Abbildungen bestimmen auch Eigenschaften von 3:

25.6 Definition
Eine Bilinearform § auf M x N — R nennt man

links nicht-ausgeartet, wenn (3, injektiv ist;
rechts nicht-ausgeartet, wenn (3, injektiv ist;
links nicht-singuldr, wenn (3, Isomorphismus ist;
rechts nicht-singuldr, wenn (3, Isomorphismus ist.

Da Homomorphismen genau dann injektiv sind, wenn ihr Kern trivial ist,
haben wir folgendes Kriterium:

25.7 Nicht-ausgeartete Bilinearformen
Eine Bilinearform (8 auf M x N ist genau dann links nicht-ausgeartet, wenn

Kern By = {m € M | B(m,n) =0 fiir allen € N} =0.
0 ist genau dann rechts nicht-ausgeartet, wenn
Kern g, = {n € N | B(m,n) =0 fir alle m € M} = 0.
Wir wollen uns nun die Begriffe an einem speziellen Fall veranschaulichen.

25.8 Kanonische Bilinearform auf M™* X M
Fiir die kanonische Bilinearform p : M* x M — R (vgl. 25.2(2)) gilt:

(1) p ist links nicht-singuldr.
(2) Ist M freier Modul, so ist j rechts nicht-ausgeartet.
(3) Ist M endlich erzeugt und frei, dann ist p rechts nicht-singuldr.
Beweis: (1) Die Abbildung
pro: M*— M*, f = [u(f, =) s m— f(m)],
ist die Identitat.
(2),(3) Die Abbildung
MT:MHM*»: mH[M(_um)gHg(m)L

ist gerade der Auswertungsmorphismus @ ;. Wie in 23.7 gezeigt, ist @, fiir freies
M injektiv und fiir endlich erzeugtes, freies M sogar bijektiv. a
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Betrachten wir ein 5 € Bilg(M, N), das links nicht-singulér ist, also M ~ N*.
Dann ist jede Linearform auf N von der Gestalt 3(m, —) mit geeignetem m € M.

Liegt nun ein weiteres v € Bilg(M, N) vor, so ist fiir jedes € M die Abbil-
dung v(z,—) € N* und daher

v(x,—) = B(m, —) fiir geeignetes m € M.

Zu jedem x € M ist dieses m € M eindeutig bestimmt, und wir haben somit
eine Abbildung

f:M— M, xw— f(zr)mit-~vy(x,—)=70(f(x),—).
Aus den Beziehungen

V(@1 +a2,—) = B(flar+a2),—) =
’7(.%1,—)+’}/(l‘2,—) ﬁ(f('rl)v_) +5(f(x2)7_)
= B(f(x1) + f(a2), —)

folgern wir
[+ x2) = fz1) + f(22)

und — mit einem &hnlichen Argument —

flre) =rf(z).

Somit ist f : M — M ein Endomorphismus. Diese Beobachtung fassen wir
zusammen:

25.9 Adjungierte Abbildungen beziiglich 3
M, N seien R-Moduln und 3 € Bilg(M, N) links nicht-singuldr. Dann gilt:

(1) Zu jeder Bilinearform v : M x N — R gibt es ein f € End(M) mat
V@, =) = B(f(x), —) fir jedes x € M.
(2) Zu jedem h € End(N) gibt es ein h € End(M) mit
B(z, h(y)) = B(h(x),y) fir allex e M, y € N.
Man nennt & die Adjungierte von h (beziiglich 3).

Beweis: (1) Dies wurde in den Vorbetrachtungen gezeigt.

(2) Es ist leicht nachzupriifen, daf
ﬁ(_7h<_)) M XN — Ra <m7n) = ﬁ(ma h(”));

bilinear ist. Wendet man darauf (1) an, so erhélt man die Behauptung. O
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Analoge Bildungen lassen sich natiirlich auch fiir rechts nicht-singulédre Bili-
nearformen durchfiihren.
Sehen wir uns wieder einen Spezialfall an:

25.10 Adjungierte und Transponierte
Die kanonische Bilinearform g : M* X M — R ist nicht-singulér (vgl. 25.8).
Fiir h € Endg(M) ist h : M* — M* bestimmt durch

g(h(m)) = p(g, h(m)) = p(h(g),m) = h(g)(m)

fir alle g € M*, m € M, also E(g) =goh.
Somit ist h gleich der Transponierten h' (vgl. 23.2).

Wir befassen uns weiterhin mit Elementen aus M x N, auf denen eine Bili-
nearform verschwindet. Dazu eine weitere

25.11 Definition (Orthogonalitit)

M und N seine R-Moduln und § € Bilg(M, N).
Elemente x € M, y € N heiflen orthogonal bzgl. [, wenn ((z,y) = 0.
Fiir Teilmengen K C M, U C N bezeichnen wir die Untermoduln

Kt = {yeN|B(k,y)=0firalleke K} C N
Ut = {reM|B(x,u)=0firalleuc U} C M

als das orthogonale Komplement von K bzw. U.

Damit ist 3 genau dann links (rechts) nicht-ausgeartet, wenn N+ = 0 (bzw.
M+ =0).
Folgende Beziehungen sind leicht zu verifizieren:
(1) K K+, U cUH,
(2) Fiir K; C K, gilt Ky C Ki;
(3) K+t = KL,

Bei endlich-dimensionalen Vektorrdumen lassen sich fiir die Komplemente
weitergehende Aussagen machen:

25.12 Dimensionsformel
Seien V', W endlich-dimensionale Vektorrdume tiber dem Kérper K und [ €
(V,W). Dann gilt fir Unterriume X C V,Y C W:

(1) dim X + dim X+ = dim W + dim(W+ N X),
dimY +dimY+ =dim V +dim(V+ NY).
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(2) Ist 8 nicht-singulir, also insbesondere dimV = dim W, so gilt

dim X +dim X+ =dimV =dimY +dimY+  und
X=X y=vytL

Beweis: (1) Betrachte die Abbildung V' — W* v+ (v, —). Die Einschréankung
auf X C V hat als Kern gerade X N W+ und als Bild 8(X,—) = {B(z,—) | z €
X}. Aus der Dimensionsformel fiir Morphismen haben wir damit

dim 3(X, —) = dim X — dim(X N W+).

Wiéhlen wir x4, ..., 2, € X so, dal f(x1,—),...,[(x,,—) eine Basis von 5(X, —)
bilden. Dann ist

X+ = ﬁ Kern g(x;, —).

i=1

Nach Wahl der §(z;, —) folgt daraus (durch Induktion)
dim X+ = dim W —r = dim W — dim 8(X, —).

Zusammen mit der oberen Gleichung ergibt dies die Behauptung.

(2) Ist B nicht-singulér, so miissen V und W (~ W*) gleiche Dimension
haben, und W+ = 0, V+ = 0. Damit folgt die Dimensionsgleichung aus (1). Diese
wiederum ergibt wegen X C X+*+ und X+ c X+ die Gleichheit X = X*+.

Analog sicht man Y = Y++. a

Fiir endlich-dimensionale Vektorraume ist die kanonische Bilinearform nicht-
singuldr. Somit haben wir als Folgerung;:

25.13 Orthogonalitit beziiglich V* X V — K
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K und

pVexV— K- (fy)— fy)
Dann st fiir jeden Unterraum U C V
Ut ={feVv"| f(U)=0},

und es gilt:
(1) dimU+ =dimV —dimU und U = U++.

(2) Die Zuordnung U — U* ergibt eine ordnungsumkehrende Bijektion zwi-
schen den Unterrdumen von V und V*.
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Beweis: (1) erhélt man unmittelbar aus 25.12.

(2) Aus U = U* sehen wir, dafl die Zuordnung umkehrbar ist. O

25.14 Aufgaben
(1) Man zeige: Sind f und g Linearformen auf dem R-Modul M, so wird
durch
P(m,n) = f(m) - g(n) fir alle m,n € M

eine Bilinearform auf M definiert.

(2) Untersuchen Sie, welche der folgenden Abbildungen IR* x IR* — IR bili-
near sind:

(i) fl(($1,$2)7 Y1, Y2
(i) fo((21,29)
(i) f3((z1,22), (Y1, v
(iv) fa((z1,22), (y1,92)) = (22 — 21)(3y1 + ¥2)

(3) Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K, und
BV xV — K sei eine nicht-singulédre Bilinearform. Fiir Untervektorrdume
K,L CV zeige man:

i) (K+L)*=K'nL*
(i) (KNL)* =K+ + L+

( )) = 31 + 4y
(Y1, Y2)) = T1y1 + T1Y2 + Talr + T2y
( )

™
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26 Bilinearformen auf freien Moduln

Ahnlich wie die linearen Abbildungen, sind auch die bilinearen Abbildungen
auf freien Moduln durch die Werte auf den Basiselementen bestimmt, die durch
Matrizen dargestellt werden.

R sei wiederum ein kommutativer Ring.

26.1 Matrix einer Bilinearform
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen {x1,...,2m} C M und

{y1,.--,yn} C N.

(1) Eine Bilinearform 3 : M x N — R ist eindeutig bestimmt durch die (m,n)-
Matrix

By = (B(xi,95))-

Man nennt Bg die Matriz von [ (beziiglich der gewéhlten Basen).

(2) Fiir eine Matriz B € R™"™, 1 = % riv; € M, y = i s;y; € N, wird
i=1 j=1
durch

Be(x,y) = ZZribijsj =(ry,...,mm)B(s1,.. .,Sn)t

i=1j=1
eine Bilinearform Bg: M X N — R definiert.

(3) Ist B = Bg, so gilt 3 = Bp. Fiir fest gewdhlte Basen haben wir daher eine
Brjektion
Bil(M,N) — R™™ s Bs.

Beweis: (1) Fiir beliebige Elemente x = § rix; € M,y = f: sjy; € N, ri,s5 €
i=1 j=1
R, gilt

Bla,y) = > riB(aiy;)s;.
i=1 j=1
Damit ist die Behauptung klar.

(2) Die Bedingungen fiir eine Bilinearform sind leicht nachzupriifen.

(3) Dies folgt aus (1) und (2). O

Wie schon angemerkt, ist die Matrix einer Bilinearform von den gewéhlten
Basen abhéngig. Schauen wir, wie sie sich bei einem Basiswechsel verdndert.
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26.2 Matrizen bei Basiswechsel
Seien M und N freie R-Moduln mit je zwei Basen

X =Az1,...;2m} C M bzw. Y ={y1,...,y.} C N,
X' ={ay,....20 }C M bzw. Y ={y},...,y,} CN

mit den Transformationsmatrizen
S = (s;5) = Matx x(idp), T = (t;;) = Matyry (idy).
Ist 3 : M x N — R eine Bilinearform mait den Matrizen
B = (B(xi,y;)) und B' = (B}, y})),

so gilt
= SBT".

Beweis: Durch Einsetzen erhalten wir fiir jedes Paar (i, k)

Bl yp) = BO sz, Y tuy) = D, 8B, y)tu
j=1 =1 Jj=li=1
= (Sits- s Sim)B(trr, - -, ten)"

Daraus folgt nun B’ = SBT". O

Die Matrix einer Bilinearform beschreibt auch die durch 3 bestimmten Mor-
phismen:

26.3 Matrizen von Bilinearformen und Morphismen
M und N seien R-Moduln mit Basen

X={x,...;2n} CMundY ={y1,...,yn} C N.
Die dazu dualen Basen bezeichnen wir mit
X ={z],..,xf y C M und Y ={y;,...,y:} C N*.
Sei 3 : M x N — R eine Bilinearform mit Matriz B = (ﬁ(:ci,yj)) und
Be: M — N*, mw B(m,—), [.:N— M n— [B(—,n).

Dann gilt
Matxy-(0¢) = B, Matyx«(3,) = B’
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Beweis: Beziiglich der Basis Y* C N* lafit sich das Bild des Basiselements
x; € M als

ﬁ xw_ Zﬁ xz’y] y] sz] yj

schreiben. Durch Einsetzen der Ba51selemente Y1,---,Yn € N kann man diese
Gleichung bestétigen. Entsprechend erhélt man

m

ﬁ 7y] Zﬂ xuy] l’ —Zb .73?
=1

Also haben die Matrizen B und B! die angegebenen Eigenschaften. a

Als Folgerung daraus kénnen wir der Matrix einer Bilinearform ansehen, ob
[ nicht-ausgeartet ist:

26.4 Matrix einer nicht-ausgearteten Bilinearform
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen {x1,...,2nm} C M, {y1,...,ym} C N.

Ist 3: M x N — R eine Bilinearform und B = (ﬁ(a:i, yj)), so gilt:
(1) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) 0 ist links nicht-ausgeartet;
(b) det B st kein Nullteiler;
(c) [ ist rechts nicht-ausgeartet.

(2) Auch folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) 0 ist links nicht-singuldr;
(b) det B ist invertierbar;
(c) [ ist rechts nicht-singuldir.

Man nennt det B die Diskriminante von (3.

Beweis: (1) (a)<(b) [, : M — N* ist genau dann injektiv, wenn det B kein
Nullteiler ist.

(b)<(c) Wegen det B = det B' sieht man dies analog zu (a)<>(b).

(2) By ist genau dann invertierbar, wenn det B invertierbar ist. O

Die obigen Ausfithrungen zeigen, daB man in dem betrachteten Fall nicht
mehr zwischen links oder rechts nicht-ausgearteten (bzw. nicht-singuléren) Bili-
nearformen zu unterscheiden braucht.

Es ist klar, daBl iiber einem Korper K eine Bilinearform g :V x W — K mit
endlich-dimensionalen Vektorrdumen V' ~ W genau dann nicht-ausgeartet ist,
wenn sie nicht-singulér ist oder — gleichbedeutend — die Diskriminante von Null
verschieden ist.
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Beispiel
Sei M ein freier R-Modul mit Basis {z1,...,z,,}. Bezliglich der Basis
{z1,..., x5} von M* hat die kanonische Bilinearform

pw:M*"xM— R
die Matrix
B = (u(a},2))) = (27 (x)) = (6),
also die (m,m)-Einheitsmatrix. Die Determinante von B ist gleich 1, was

bestétigt, dafl u nicht-singulér ist.

26.5 Aufgaben
(1) Auf IR* sei folgende Bilinearform f definiert:

f((z1,22), (Y1, y2)) = a1y — 3T1y2 — T2y1 + 222Y2

(i) Bestimmen Sie die Matrix A € IR*? von f beziiglich der Basis
U:=((1,3),(1,1)).

(ii) Bestimmen Sie die Matrix B € IR*? von f beziiglich der Basis
Vi=1(021),(-1,1)).

(iii) Finden Sie eine invertierbare Matrix S € R*? mit B=S5-A- S

(2) Beziiglich der Basen X := ((1,0,2),(1,3,1),(2,2,0)) von IR* und
Y = ((1,-1),(1,-2)) von IR? sei eine Bilinearform f : IR*> x IR*> — IR gegeben

durch die Matrix
5 0
By=1|-2 2].
1 7

(i) Fiir a,b,c,d,e € IR berechne man f((a,b,c),(d,e)).

(ii) Bestimmen Sie die Matrix von f beziiglich der Basen
C:=1((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) und D := ((1,4), (4,1)).
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27 Bilinearformen auf M

Seien R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Wir wollen hier Bilinear-
formen des Typs M x M — R betrachten, die wir als Bilinearformen auf M
bezeichnen.

Natiirlich gilt alles fiir Bilinearformen M x N — R Gezeigte auch fiir den
speziellen Fall M = N. Dariiber hinaus kénnen noch zusétzliche Eigenschaften
auftreten. Schauen wir zunéchst, was bei Basiswechsel passiert. Aus den allge-
meineren Betrachtungen in §26 ergibt sich:

27.1 Basiswechsel
Sei M ein freier R-Modul mit Basen X = {z1,...,zn}, X' ={z,..., 2}, } und
S = MatX/7x(idM).

Ist B : M x M — R eine Bilinearform mit B = (ﬁ(mi,a:j)),

B = (ﬁ(x;,x;)) € R™m™ 5o gilt
B' = SBS".

27.2 Definition
Zwei Matrizen B, B’ € R(™™ heiflen kongruent, wenn es eine invertierbare
Matrix S € R™™ gibt mit

B = SBS".

Dies ist eine Aquivalenzrelation auf R(™™).

27.3 Definition
Eine Bilinearform 3 : M x M — R heifit symmetrisch, wenn

B(m,n) = B(n,m) fir alle m,n € M.

27.4 Die Matrix symmetrischer Bilinearformen
Sei M ein freier R-Modul mit Basis X = {x1,...,Tpn}.

Fine Bilinearform 6 : M x M — R ist genau dann symmetrisch, wenn
B = (ﬁ(xz,xj)) eine symmetrische Matriz ist, d.h. B = Bt.

Beweis: Man iiberlegt sich leicht, daf 5(z,y) = B(y, x), wenn fiir alle Basisele-
mente [(z;, ;) = B(x;, x;) gilt. O

27.5 Beispiele
(1) Auf R™ definiert man fiir . = (ry,...,7,), ¥y = (S1,...,8,) € R"

Be(z,y) =Y ris.
i=1



208 KAPITEL 7. BILINEARFORMEN

Dies ergibt eine symmetrische Bilinearform, die Standardform. Fiir die Standard-
basis {e1,...,e,} gilt (ﬁ(ei,ej)> = FE.
Fiir jede Matrix B = (b;;) definiert

Be(z,y) = ZTibiij =(ry,...,m)B(s1,... ,sn)t
,J

eine Bilinearform. Diese ist genau dann symmetrisch, wenn B eine symmetrische
Matrix ist.

100 0
. o1 o0 o
QV=F. M=\, 1 ol
000 —1

Brr(z,y) = 1181 + 1282 + 1383 — T'4S4.
Diese Bilinearform nennt man Minkowski-Form.

(3) R = IR, V = {integrierbare Funktionen auf [0, 1]}.

Fiir p,¢ € V ergibt
1

Blev) = [ pla)(e)da

eine symmetrische Bilinearform auf V.

27.6 Definition
Sei §: M x M — R eine Bilinearform. Ein Endomorphismus f : M — M heifit
Isometrie (bzgl. 3), wenn

B(m,n) = B(f(m), f(n))
fiir alle m,n € M.

Beziiglich nicht-singulérer Bilinearformen lassen sich Isometrien durch Eigen-
schaften der adjungierten Abbildung kennzeichnen.

27.7 Isometrien und nicht-singulire Bilinearformen
Sei M ein R-Modul und 3 : M x M — R eine links nicht-singuldre Bilinearform.
Dann sind fir f € End(M) folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist eine Isometrie beziiglich (3;
(b) fiir die Adjungierte f beziglich 3 gilt ff = id.
Hat M eine Basis X = {x1,...,x,}, dann sind zudem dquivalent:

(c) f ist invertierbar und f~' = f’-
(d) fir B = (5(%,%’)) gilt
B = Matx(f)BMatx(f)".
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Beweis: (a)= (b) Fiir eine Isometrie f € End(M) gilt nach Definition der Ad-
jungierten f:

Blx,y) = B(f (@), f(y) = B f(x),y)
fiir alle x,y € M und damit fo f=idy.

(b)= (a) Aus fof =idy folgt aus obiger Gleichung, daB f eine Isometrie
beziiglich [ ist.

(c)< (b) Da M endlich erzeugt und frei ist, folgt aus fo f=idy schon, daf
f invertierbar ist, und f = f~%.

(¢)= (d) Fiir Matx(f) = (a;;) € R™™ gilt:
Blxi,zy) = B(f(zi), f(ar)) = ﬁ(Zaijxj,;am
= Zzaijﬁ(xjaxl)alk

= (@i, Gm)Blagg, ..., amp)’

und somit B = Mat(f)BMat(f)". O

Zu einer Bilinearform (5 : M x M — R ergibt die Orthogonalitit eine Abbil-
dung zwischen den Untermoduln U von M:

U—Ut={meM]|B(m,U)=0}.

Man nennt ein Element x € M isotrop, wenn es zu sich selbst orthogonal ist,
d.h. wenn f(z,z) = 0. Auch zu nicht-singuléren Bilinearformen kann es isotrope
Elemente geben.

Allgemeiner kann man fiir einen Untermodul U C M nach den Beziehungen
zu U™ fragen. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume erhalten wir dabei weiter-
gehende Aussagen.

27.8 Orthogonale Komplemente

Seien V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber dem Kérper K und (3 :
V xV — K eine nicht-ausgeartete Bilinearform. Fiir einen Unterraum U C V
sind dann folgende Aussagen dquivalent:

(a) UNU*+ =0;
(b) Blu ist nicht-ausgeartet;
(c) V=UaU"*.
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Beweis: (a)< (b) Es ist klar, da8 die Einschrankung von [ auf U eine Bilinear-
form auf U ergibt.

Angenommen, fiir ein x € U gilt (z,y) = 0 fir alle y € U, so bedeutet das
reUnU+=0.

Also ist 3|y genau dann nicht-ausgeartet, wenn U N U+ = 0.

(a)< (c¢) Nach der Dimensionsformel 25.12 gilt dim U + dimU+ = dim V.
Damit folgen die Behauptungen aus Dimensionsbetrachtungen. O

Als Folgerung daraus halten wir fest:

27.9 Korollar
Sei 3 eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf V. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) Es gibt keine isotropen Elemente in V', d.h. aus §(z,x) =0 folgt x = 0;
(b) Fiir jeden Unterraum U CV gilt U @ U+ =V.

Wie bei linearen Abbildungen von freien Moduln kann man auch hier fra-
gen, wie man durch geeignete Basiswahl die Matrix einer Bilinearform ( auf M
besonders vorteilhaft — etwa in Diagonalform — bekommt. Dazu zeigen wir:

27.10 Die Orthogonalbasis
Ser K ein Korper mit Char K # 2 und V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum. Ist 3 eine symmetrische Bilinearform, so gilt:

(1) Es gibt eine Basis vy, ...,v, von V mit
B(vi,v;) =0 fiir i # j.
Eine solche Basis heifit Orthogonalbasis von V.
(2) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) B ist nicht-ausgeartet;

(b) fiir eine Orthogonalbasis vy, ..., v, von V ist B(v;,v;) # 0 firi < n.
Beweis: (1) Wir zeigen dies durch Induktion nach n = dim V. Fiir n = 1 ist die
Aussage klar.

Angenommen, die Behauptung ist richtig fiir alle Vektorrdume mit Dimension
< n — 1. Ist § identisch Null, so ist nichts zu zeigen.
Ist 3 nicht trivial, so gibt es ein vy € V mit B(vy,v1) # 0. Wir werden dies in

28.15 fiir einen etwas allgemeineren Fall zeigen. Dafiir gilt Kv, N (Kvy)* = 0.
(Kvy)?t ist Losungsmenge der linearen Gleichung

B(vy,z) = 0.
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Also gilt dim(Kv;)* = n — 1 und somit
V= KUl D (KUl)L.

Nach Annahme gibt es fiir die Einschréankung von 3 auf den (n — 1)-dimensiona-
len Vektorraum (Kwv;)* eine Orthogonalbasis. Zusammen mit v; haben wir dann
eine Orthogonalbasis fiir V.

Man beachte, dafl eine Orthogonalbasis isotrope Vektoren enthalten kann.

(2) Ist vy, ..., v, eine Orthogonalbasis von V| so ist die zugehorige Matrix
von (3 eine Diagonalmatrix:
B 0
(5(%%‘)) =
0 Brn

Nach 26.4 ist # genau dann nicht-ausgeartet, wenn
det(B(vi,v:)) = T Alvivi) #0.
i=1

Daraus folgt die Behauptung. a

Es héngt von Eigenschaften des Korpers K ab, ob man die Matrix einer
Bilinearform noch weiter standardisieren kann. Die Moglichkeiten, die sich iiber
den reellen bzw. komplexen Zahlen ergeben, werden wir im nédchsten Kapitel
untersuchen.

Uber den komplexen Zahlen wird dabei noch die Konjugation zu beriick-
sichtigen sein, also der Isomorphismus € — C, z — Z. Die dabei auftretenden
Abweichungen von linearen und bilinearen Abbildungen wollen wir zuvor im
nachfolgenden Abschnitt zusammenstellen.

27.11 Aufgaben

Beziiglich der kanonischen Basis des Q-Vektorraumes Q* sei eine Bilinearform
B: Q' x Q* — Q durch die folgende Matrix gegeben:

1 2 -1 3
o2 31 2 w
C=|_1 1 5 4|€@7

3 2 4 12
(i) Begriinden Sie, warum es eine Orthogonalbasis von Q* beziiglich (3 gibt.

(ii) Berechnen Sie eine Orthogonalbasis, und geben Sie die Matrix von [3 be-
ziiglich dieser Basis an.

(iii) Fiir den Unterraum U := Q- (1,1,—1,—1)+ Q- (2,1, 1, —1) berechne man
U+ beziiglich 3.
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28 Semi- und Sesquilinearformen

Neben den linearen Abbildungen spielen auch additive Abbildungen von R-
Moduln eine wichtige Rolle, die einen Ringhomomorphismus R — R beriick-
sichtigen. Auch bei bilinearen Abbildungen gibt es entsprechende Variationen,
die wir uns spéter ansehen werden.

In diesem Abschnitt seien R ein kommutativer Ring und ¢ : R — R ein
Ringhomomorphismus.

28.1 Semilineare Abbildungen
M und N seien R-Moduln. Eine Z-lineare Abbildung f : M — N heift semali-
near (beziiglich ¢) oder p-semilinear, wenn

f(rm) = o(r) f(m) fiir alle m € M, r € R.
Der R-Modul g N kann durch
r-n:=qp(r)nfirre R,ne N

mit einer neuen Skalarmultiplikation versehen werden. Den so definierten R-
Modul bezeichnen wir mit ,(g) V.

Damit entsprechen die ¢-linearen Abbildungen kM — grN genau den R-
Modulhomomorphismen g M — ,r)N.

Die Eigenschaften solcher Abbildungen hingen auch von den Eigenschaften
von ¢ ab. Fiir id : R — R ergeben sich daraus die linearen Abbildungen.

Beispiel
Sei M ein R-Modul. Die Linksmultiplikation

M — M, mw— rm,

mit r € R ist fiir nicht kommutatives R kein R-Homomorphismus. Fiir invertier-
bares r ist sie jedoch eine semilineare Abbildung beziiglich des Homomorphismus

0:R— R, s+ rsrt

Dies folgt aus der Gleichung r(sm) = (rsr—)rm.
Die Abbildungen in den Grundring bekommen wieder einen eigenen Namen:
28.2 Semilinearformen

-semilineare Abbildungen M — R nennt man Semilinearformen (bzgl. ¢) und
bezeichnet sie mit Hom, (M, R).
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Fiir jedes f € Homg(M, R) gilt
po flrm) = @(rf(m)) = @(r)-po f(m).
Damit haben wir eine semilineare Abbildung
Hompz(M, R) — Hom, (M, R), [ of.
Bei speziellen Homomorphismen wird diese Beziehung sogar bijektiv:

28.3 Definition
Eine Ringhomomorphismus ¢ : R — R heifit Involution, wenn ¢* = idg, wenn
also

©?(a) = a fiir alle a € R.

Es ist klar, daB ¢ ein Isomorphismus ist mit ¢ = ¢~!. Fiir jeden Ring R ist
die Identitét eine Involution.
Auf den komplexen Zahlen C ist die Konjugation

. C—-C, zw—7zZ
eine Involution, das wichtigste Beispiel fiir die spateren Anwendungen.

28.4 Hilfssatz
Ist o : R — R eine Involution, dann ist

Hompg(M, R) — Hom,(M,R), f— ¢f,
eine bijektive semilineare Abbildung.

Beweis: Wegen ¢? = idg ist Hom,(M, R) — Hompg(M,R), g — ¢ o g, eine
semilineare Abbildung, die zu der oben betrachteten Zuordnung invers ist. O

Fiir freie Moduln hat auch Hom, (M, R) besondere Eigenschaften:

28.5 p-Dualraum von freien Moduln
Sei M ein freier R-Modul mit Basis {my | A € A}.

Zu X € N definieren wir Semilinearformen durch Vorgabe der Werte auf den
Basiselementen

. « 0 falls A
my : M — R, m)\(mu):{1 j‘[’alls)\iﬁj,

und der Festlegung
m*(rmy) = @(r)m*(my) fir A € A, r € R.

Diese haben die Eigenschaften:
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(1) {m} | A € A} ist eine R-linear unabhingige Teilmenge von Hom, (M, R).
(2) Fiir m = Y ramy gilt my(m) = ¢(r,).
(3) Ist A endlich, dann ist {m} | A\ € A} eine Basis von Hom,(M, R).

Beweis: Die Aussagen ergeben sich aus dem Beweis von 23.3. a

Fiir den Rest des Abschnitts setzen wir voraus, daf§ ¢ : R — R eine Involution
ist.

28.6 Definition
M und N seien R-Moduln. Wir nennen § : M x N — R eine Sesquilinear-
form (d.h. 13-Linearform) (beziiglich ¢), wenn (3 R-linear in der ersten und
p-semilinear in der zweiten Komponente ist.

Die Bedingung an Bilinearformen ist also ersetzt durch die Forderung

B(rm,n) = rB(m,n) = B(m, ¢(r)n).
Die Menge der Sesquilinearformen beziiglich ¢ auf M x N bezeichnen wir mit
Bil, (M, N).
Fiir ¢ = idg gilt natiirlich Bilg(M, N) = Bil,(M, N).

28.7 Beispiele (R kommutativ, ¢ : R — R Involution)
(1) Die Abbildung

v:RxR— R, (rs)—ro(s),
ist eine Sesquilinearform, denn es gilt
v(r,ts) = re(ts) = p(t)re(s) = e)v(r, s).
(2) Ahnlich siecht man, daf
Hom, (M, R) x M — R, (g,m) — g(m),

eine Sesquilinearform ist.

(3) Fiir eine Matrix B € R(™™ ist

R"xR" — R,
((rase o)y (515 vsn)) == (ray ) Blgp(s1), - @(sn))

eine Sesquilinearform.
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Ist 6: M x N — R eine Sesquilinearform, dann ist
B(m,=): N — L, x— p(m,z),
semilinear, also 3(m, —) € Hom, (N, R), und
B(=n): M — L,y By,n),
ist Linearform. Es sind somit folgende Abbildungen festgelegt:

B¢ M — Hom, (N, R), m~— [(m,—),
Br: N — Homg(M, R), n+— ((—,n).

wobei 3, R-linear und (3, R-semilinear ist.

28.8 Definition
Entsprechend den Festlegungen bei Bilinearformen (vgl. 25.6), nennt man

links (rechts) nicht-ausgeartet, wenn 3, (bzw. [3.) injektiv ist, und

links (rechts) nicht-singuldr, wenn (3, (bzw. [3,) Isomorphismus ist.

Ahnlich wie lineare und bilineare Abbildungen sind auch semilineare und
sesquilineare Abbildungen auf freien Moduln durch die Werte auf den Basisele-
menten bestimmt.

28.9 Matrix einer Sesquilinearform
Seien M und N freie R-Moduln mit Basen {z1,...,x,} C M

und {y1,...,ynt C N.

(1) Eine Sesquilinearform 5 : M x N — R ist eindeutig bestimmt durch die
Matrix von [ (beziiglich der gewdhlten Basen)

By = (B(xi,y;)) € R™™.

(2) Fiir B€ R™™, ¢ = f) rix; € M, y= i s;y; € N, wird durch
j=1

i=1

B ( > ribip(sy) = (ri . rm) B(g(s1), . o(s0))"

15=1

Ms

7

eine Sesquilinearform g : M X N — R definiert.

Beweis: Die Aussagen aus 26.1 zu Bilinearformen iibertragen sich problemlos
auf Sesquilinearformen.
Die von [ bestimmte Matrix Bj ergibt mit (2) wieder 3. O
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Auch das Verhalten bei Basiswechsel ist fast wie bei Bilinearformen:

28.10 Matrizen bei Basiswechsel
Seien M und N freie R-Moduln mit je zwei Basen

X =A{x,...,2n} CM bzw. Y ={y1,...,yn} C N,
X' ={al,...,al} C M bzw. Y' = {y},...,yh} C N,

mit den Transformationsmatrizen
S = (s;5) = Matxs x(idpr), T = (t;;) = Maty y(idy).
Ist B : M x N — R eine Sesquilinearform mit den Matrizen
B = (B(xi,y;)) und B' = (B}, y})),

so gilt mit o(T) := (ip(t:;))
B' = SBp(T).

Beweis: Man folgt den gleichen Argumenten wie in 26.2. a

28.11 Definition
Eine Sesquilinearform 3 : M x M — R heiflt ¢-symmetrisch, wenn

B(m,n) = o(B(n,m)) fir alle m,n € M.

Speziell fiir o : € — €, z — Z, nennt man p-symmetrische Sesquilinearfor-
men meist hermitesch. Die Bedingung dafiir ist dann

B(m,n) = B(n,m),

und fiir m = n bedeutet das 5(m,m) = 5(m,m), also G(m, m) € RR.

Bei freien Moduln kann man die p-Symmetrie wieder von der Matrix ablesen.
Dazu legen wir fest:

28.12 Definition
Eine Matrix A = (a;;) € R™™ heifit p-symmetrisch, wenn

aij = p(ay) fiir 4,5 < n, also A = p(A)".
Eine Matrix A = (a;;) € C™™ heiBt hermitesch, wenn

a;j = aj; fiir 4,5 < n, also A S
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Damit konnen wir nun feststellen:

28.13 Die Matrix p-symmetrischer Bilinearformen
Sei M ein freier R-Modul mit Basis X = {x1,...,x,} und : M x M — R eine
Sesquilinearform.

(1) G ist genau dann @-symmetrisch, wenn
B(xi, z5) = @(B(xs, 1)),
wenn also die Matriz (ﬁ(mi,xj)) p-symmetrisch ist.

(2) Sei R = C. Dann ist 3 genau dann hermitesch, wenn
Blxi, x;) = By, i),
wenn also (ﬁ(x@-,:cj)) eine hermitesche Matrix ist.

Beweis: (1) Es ist klar, da8 die angegebene Beziehung notwendig ist. Ist sie
andererseits gegeben, so gilt fiir x = Y>> riz;, y = 3 5525,

Blz.y) = ﬁ(;rmzijj)
eriﬁ(;,xj)w(sj)
ZZW (), 2:))0(s5)
(sz ey
o (8 ijijj,;wi) = @By, ).

(2) ist ein Spezialfall von (2). O

28.14 Beispiele
Sei V=C" Firz=(ry,...,rn), y = (51,...,8,) € C" wird durch

y) = Z TiS;
i=1
eine hermitesche Sesquilinearform definiert.
Fiir jede Matrix B € €™ definiert
X y) = Zribijgj = (7“1, e ,7"”>B(§1, N ,gn)t
i,J

eine Sesquilinearform auf C". Diese ist genau dann hermitesch, wenn dies auch
fiir B gilt.
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Wie bei linearen und bilinearen Abbildungen von freien Moduln wollen wir
durch geeignete Basiswahl die Matrix einer Sesquilinearform in eine vorteilhafte
Gestalt bringen. Dazu zeigen wir zunéchst die Existenz nicht-isotroper Vektoren.

28.15 Die Existenz nicht-isotroper Elemente
Sei K ein Korper mit Involution ¢ : K — K und Char K # 2.
Ist B:V xV — K eine nicht-triviale p-symmetrische Bilinearform auf dem
K-Vektorraum V', so gibt es nicht-isotrope Vektoren in V.

Beweis: Angenommen, ((z,z) = 0 fiir alle z € V. Dann ist fir k € K, y € V,

0 = Blkx+y,kx+y) = KBz, x)+ B(kz,y) + By, kz) + By, v)
B(kz,y) + eB(kx,y).

Nach Voraussetzung gibt es ein Paar zg,yo € V mit G(xo,y0) # 0. Setzen wir
ko = B(wo,y0) ™", so gilt
1= ﬁ(k[)xOv yO) = 905(/{0-%0790)7

und aus obiger Gleichung folgt 1 + 1 = 0. Dies steht im Widerspruch zur Vor-
aussetzung Char K # 2. O

28.16 Die Orthogonalbasis
Ser K ein Korper mit Involution ¢ : K — K und Char K # 2, und sei V ein
endlich-dimensionaler K -Vektorraum.

Ist B eine p-symmetrische Sesquilinearform auf V', so gilt:

(1) Es gibt eine Basis vy, ...,v, von V (Orthogonalbasis) mit
B(vi, v5) = 0 fir i # j.
(2) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) B ist nicht-ausgeartet;

(b) fir eine Orthogonalbasis vy,...,v, von V ist B(v;,v;) # 0 fir alle
1 < n.

Beweis: Man kann den Beweis von 27.10 iibernehmen. O

28.17 Aufgaben

(1) Man zeige: Sind f eine Linearform auf V und g eine Semilinearform auf
dem R-Modul M, so wird durch

(m,n) = f(m) - g(n) fir alle m,n € M
eine Sesquilinearform auf M definiert.

(2) Seien R ein kommutativer Ring und ¢ : R — R eine Involution.
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(i) Zeigen Sie: Ist A € R™™ p-symmetrisch, so ist fiir jedes S € R™™ auch
SA(p(S))" p-symmetrisch.

(ii) Formulieren Sie entsprechende Aussagen fiir den Fall, dal A symmetrisch
bzw. R = C und A hermitesch ist.



Kapitel 8

Vektorraume mit Skalarprodukt

Gegeniiber allgemeinen Korpern haben die Korper der reellen und komplexen
Zahlen einige besondere Eigenschaften. Zum Beispiel gibt es auf IR eine lineare
Ordnung, jedes Quadrat ist groffler Null, und die Summe von Quadraten # 0 in
IR ist nicht Null.

Uber C zerfillt jedes nicht-konstante Polynom in Linearfaktoren.

Diese Eigenschaften ermoglichen es, Bilinearformen und Sesquilinearformen
iitber IR bzw. € noch genauer zu beschreiben als iiber beliebigen Kérpern. Dies
werden wir im néchsten Abschnitt tun.

29 Skalarprodukte

Sehen wir uns zunéchst an, wie sich Bilinearformen {iber IR darstellen lassen.

29.1 Bilinearformen iiber IR
Sei 3 eine symmetrische Bilinearform auf dem n-dimensionalen IR-Vektorraum
V. Dann gilt:

Es gibt eine Basis vy, ...,v, von V und ganze Zahlen p, ¢ mit p+q < n, so
daf$ fir x =3 xw;, y = 3 yv; gilt

B(x,y) = 191 + Toyo + -+ + TpYp — Tpr1Yp+1 — **° — TpiqlYptg-

0 ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn p + q = n.

Beziiglich einer solchen Basis hat 3 die Matrix

220
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p q n—(p+aq)
1
0
1
-1
-1
0
0
0
Beweis: Wir wihlen eine Orthogonalbasis {v], ..., v} } und kénnen o.E. anneh-
men
>0 firl<i<p
B(vi,v)) { <0 firp<i<p+gq
=0 firp+qg<i<n.
Setzen wir nun
5(2;,1);)”5‘ fir 1 <i<p
V=9 ———— fiirp<i<
e st
v, fiirp+q <1 <n,
so hat die Basis vy, ..., v, die gewiinschten Eigenschaften.
Nach 28.16 ist § genau dann nicht-ausgeartet, wenn alle 5(v;, v;) # 0, d.h.
wenn p +q = n. O

Mit dem gleichen Beweis erhalten wir

29.2 Sesquilinearformen iiber C
Sei (3 eine hermitesche Sesquilinearform auf dem n-dimensionalen C-Vektor-
raum V. Dann gibt es eine Basis vy, ...,v, von V und p,q € IN, so daf$ gilt

B(l‘, y) = xlyl + x2y2 + -+ xpyp - xp+1yp+1 - xp-i—qu—f—q'
0 ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn p + q = n.

Man kann natiirlich verschiedene Basen finden, die den in 29.1 oder 29.2
angegebenen Bedingungen geniigen. Interessant ist jedoch die Beobachtung, dafl
die Zahlen p und ¢ dabei immer die gleichen sind.
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29.3 Der Sylvestersche Triagheitssatz

Seien V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber IR (bzw. C) und 3 eine symme-
trische Bilinearform (bzw. hermitesche Sesquilinearform) auf V. Sind vy, ..., v,
und uq, ..., u, Basen von V mit

1L firi<p,
B(vi, v;) { =1 firp, <i<py+qm
0 firp,+q, <i<n
und
1 fiiri <p,

B, u;) { -1 firp, <i<p,+qu
0 firp,+qg,<i<mn,

dann gilt p, = p, und q, = qy.

Beweis: Sei x = Y x;v; = Y y;u;. Setzen wir

Py Potau
V+ = @RUZ‘, V- = @ R'UZ',
i=1 i=py+1
Pu putqu
Ur=PRu, U = @ Ru,
i=1 i=pu+1

dann gilt
V=VteV aeVt=UteU aV"'.

Mit r = dim V* haben wir p, + ¢, +7 =n = py + qu + .
Nun gilt fir x € UT N (V- @ VL)

Bla,z) =>4y} > 0und f(z,z) =Y —a} <0,

d.h. Ut N (V- @ V1Y) = 0. Daraus folgt p, + (¢, +7) < n und somit p, < p,.
Analog erhélt man p, < p,, also p, = p, und ¢, = q. a

Die Zahlen p und ¢ bestimmen das Verhalten von (3. Dazu die

29.4 Definition
Sei 3 eine hermitesche Sesquilinearform auf dem n-dimensionalen Vektorraum V/
iiber C (bzw. IR). Man nennt 3

positiv definit, wenn ((z,x) >0 fiur alle 0 # z € V;
negativ definit, wenn ((z,x) < 0 fiir alle 0 # z € V;

positiv semidefinit, wenn [(z,x) > 0 fir alle 0 £z € V;
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negativ semidefinit, wenn [(z,x) < 0 fir alle 0 # x € V;
indefinit, wenn es x,y € V mit B(x,z) > 0 und [(y,y) < 0 gibt.

Die entsprechenden Eigenschaften einer Sesquilinearform lassen sich nun aus
den Vorzeichen der Matrix bzgl. einer Orthogonalbasis ablesen:

29.5 Kennzeichnung von Sesquilinearformen
Sei 3 eine hermitesche Sesquilinearform auf dem n-dimensionalen C-Vektorraum
V', p und q die in 29.1 definierten Zahlen. Dann gilt

(1) p=n genau dann, wenn [ positiv definit ist.
2
3

q =n genau dann, wenn 3 negativ definit ist.

q = 0 genau dann, wenn 3 positiv semidefinit ist.

(2)
(3)
(4) p =0 genau dann, wenn [ negativ semidefinit ist.
(5) p#0, ¢g#0 genau dann, wenn [ indefinit ist.

(6)

6) p+ q=n genau dann, wenn (3 nicht-ausgeartet ist.

Beweis: Beziiglich einer geeigneten Orthogonalbasis vy, ..., v, von V gilt fiir
T =) TV

p p+q

i=1 i=p+1

(1) Ist p =mn, dann ist B(z,x) = > z;7; > 0, falls z # 0.
(2) bis (5) sieht man auf d&hnliche Weise.

(6) Falls p+ ¢ = n, so ist dim(V1) = 0, also V+ = 0, und somit ist 3 nicht-
ausgeartet.
O

Wir werden uns im folgenden hauptséchlich fiir die positiv definiten Bi- und
Sesquilinearformen interessieren.

29.6 Definition
Sei V' ein Vektorraum iiber IR oder C.

Eine positiv definite, symmetrische Bilinearform §:V x V — IR, bzw.

eine positiv definite hermitesche Form g :V xV — €
nennt man Skalarprodukt auf V.

Ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt heifit euklidischer Vektorraum, ein
komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt wird als unitdrer Vektorraum bezeich-
net.
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Wir geben zunéchst eine Kennzeichnung von positiv definiten Formen.

29.7 Kennzeichnung von positiv definiten Formen
Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum dber IR (bzw. C).

Fiir eine symmetrische Bilinearform (bzw. hermitesche Form) 3 auf V' sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) [ ist positiv definit;

(b) es gibt eine Basis vy, ...,v, von V mit
B(vi,v;) = 0;;  (Kronecker-Symbol).
Eine solche Basis nennt man Orthonormalbasis.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus 29.5 fiir p = n. O

Wir hatten in 27.10 durch einen Induktionsbeweis gezeigt, dafl es zu jeder
Bilinearform eine Orthogonalbasis gibt, und daraus dann in gewissen Féllen ei-
ne Orthonormalbasis gewonnen (vgl. 29.1 ff.). Es gibt auch ein konstruktives
Verfahren, um aus einer beliebigen Basis eine Orthonormalbasis zu gewinnen:

Wir schreiben ||z|| := /f(x, x).

29.8 Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren
Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber IR (bzw. C) und (3 ein Skalarprodukt

auf V. Ist vq,...,v, eine Basis von V', so erhalten wir eine Orthonormalbasis
Uy, ..., U, auf folgende Weise:
Wir setzen uq := IITI1H v1 und bilden schrittweise
— 1
wy = vy — [(ve,ur) uy — Ug = o W2
i
— 1
Wit1r = Vip1 — ZZ Bvigr, w)w — Uiy = Twis) Witl
=1
Nach Konstruktion ist w; 1 orthogonal zu uy, ..., u;, und uy, ..., u, ist eine Or-
thonormalbasis.
Beispiel

Betrachte IR® mit Standard-Skalarprodukt
ﬁ((ﬁ, T2,73), (t17t2>t3)> =11ty + 1oty + 1r3t3

und mit Basis v; = (1,1,1), v, = (0,1,1), v3 = (0,0, 1).

1
w = —(1,1,1)

V3
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wy = vy — (v, ur)
2
- <0’1’1>_m(17171) = (_%%7%)
W2 1
U = o T 7(_27171)
[Jwa|| V6
ws = <O’O’1)_%(1’171)_%(_27171) = (O,—%,%)
1
ug = —=(0,1,1)

V2

Man kann auch aus der Matrix einer Bilinearform beziiglich einer beliebigen
Basis ablesen, ob sie positiv definit ist:

29.9 Satz
Seien [ eine symmetrische Bilinearform auf dem n-dimensionalen IR-Vektor-
raum V', vy, ...,v, eime Basis von V und
A= (a;) = (B(vi,vy)).
B ist genau dann positiv definit, wenn fir allei =1,...,n
ay; ... QA4
det : : >0
;1 [ 0 7

Diese Untermatrizen von A bezeichnet man als Hauptminoren.

Beweis: Sei J positiv definit. Nach 29.5 ist die Determinante einer positiv de-
i

finiten Form immer positiv. Fiir den Unterraum U; := @ Rwv, ist U; N Uf =0,
j=1

und die Einschriankung von g auf U; ist positiv definit mit der Matrix

ay, ... Qy;

Qi1 o Qg

deren Determinante also positiv sein mufl.
Nehmen wir nun an, daf die Matrix A die angegebenen Eigenschaften hat.
Wir zeigen durch Induktion, dafl 3 auf U;, fiir i = 1,...,n, positiv definit ist.
Fiir ¢ = 1 wissen wir, dafl a;; > 0 und daher

Blrv,rvy) = r2B(vi,v1) = r?a;; > 0 fiir r # 0.

Also ist [ positiv definit auf U;.
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Sei die Behauptung fiir £ — 1 richtig, 1 < k£ < n, d.h. die Einschrinkung
von [ auf Uj_; ist positiv definit. Dann gibt es eine Orthonormalbasis in Uj_;.
Durch Ergédnzung dieser Basis zu einer Basis von Uy durch Hinzunahme eines
orthogonalen Vektors und Normierung haben wir fiir § auf Uy eine der (k, k)-
Matrizen

1 0 1 0 1 0
k—1|0 1 10 1 10 1
-1 0 1
Nach Voraussetzung hat die Matrix von 3 beziiglich der Basis vy, ..., v von Uy

eine positive Determinante. Da sich bei Basiswechsel das Vorzeichen nicht dndert,
kommt nur die dritte Matrix in Frage, d.h. § hat eine Orthonormalbasis in Uy,
ist also positiv definit. a

Wir werden sehen, dal das Skalarprodukt eine Léngenmessung in Vek-
torrdumen ermoglicht. Wir wollen zunéchst formulieren, was wir von einer sol-
chen Lénge erwarten:

29.10 Definition
Sei V' ein IR- oder C-Vektorraum. Eine Abbildung N : V' — IR heiit Norm auf
V', wenn fiir alle v,w € V', r € IR (bzw. C) gilt:

(N1) N(rv) =|r| N(v)

(N2) N(v+w) < N(v)+ N(w) (Dreiecksungleichung)

Aus den Axiomen folgt iibrigens, da§ N(v) > 0, denn
0=N(v—v)<N(v)+ N(—v) =2N(v).

In engem Zusammenhang mit der Langenmessung steht die Bestimmung des
Abstandes zwischen zwei Punkten. Eine solche Abstandsfunktion sollte folgende
Eigenschaften haben:

29.11 Definition
Sei X eine Menge. Unter einer Metrik auf X versteht man eine Abbildung
d: X x X — IR mit den Eigenschaften (z,y,z € X)

(M1) d(z,y) = d(y, z) (Symmetrie)
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(M2) d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung)
(M3) d(xz,y) =0z =y.
Auch aus diesen Axiomen folgt, dafl d(z,y) > 0 fiir alle z,y € X gilt, denn
0=d(z,z) <d(z,y)+dy,x) = 2d(z,y).

Man beachte, daff die Metriken auf beliebigen Mengen definiert sind, wir
haben daher keine Verkniipfungen zwischen den Elementen von X zu beriick-
sichtigen.

Zwischen Norm und Metrik auf einem Vektorraum stellen wir folgenden Zu-
sammenhang fest:

29.12 Lemma
Ist N : V — IR eine Norm auf dem IR- (bzw. C-)Vektorraum V', dann wird durch

dlv,w)=N(@v—w), v,weV,
auf V' eine Metrik festgelegt.

Beweis: Dies sei dem Leser als Ubung belassen. a

Man beachte, dafl nicht jede Metrik auf einem Vektorraum von einer Norm
abgeleitet werden kann.

Wir wollen nun zeigen, daf§ wir mit Hilfe des Skalarproduktes auf einem
Vektorraum durch

N(v) = /B(v,v) = []v]

eine Norm — und damit eine Metrik — erhalten. Dazu brauchen wir die

29.13 Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Sei V' ein Vektorraum iber IR (bzw. C) mit Skalarprodukt 3. Dann gilt fir alle
v,weV

B0, w)| < [Jvf] - [lwl] -

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis: Zunichst gilt fiir alle € IR (bzw. C)

0 < Blv—rw,v—rw)

= Bv,v) —rf(w,v) —T6(v,w) + r7B(w, w).
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Ist w # 0, so setzen wir r = B(v,w)3(w,w)"!. Multiplizieren wir nun obige
Gleichung mit f(w, w):
0 < B, 0)8(w,w) = Blv,w)B(w,v) = B(w,v)B(v,w) + Bv, w) 3w, v)
= ﬂ(’U,'U)ﬁ(U),’(U) - |ﬂ<v7w)|27

und somit

Blv,w) < ol - fJw][-
Gleichheit erhdlt man nur, falls v = sw fiir ein s € R (bzw. C). 0
29.14 Satz

Jeder Vektorraum mit Skalarprodukt wird durch

N@) = /Blv,0) = ||| firveV
zu einem normierten Vektorraum.

Beweis: Zunéchst halten wir fest: 0 < (v, v) € R und +/5(v,v) € IR.

(N1) |lrv|] = \/ﬂ(rv,rv):\/ﬁﬁ(v,v)
= Irf B, v) = |r| /B, v) = |r| - |lo]l.

(N2) o+ wl|”

Bv+ w,v+ w)

B(v,v) + B(v,w) + B(w,v) + f(w,w)
[v]l* + 2[8(v, w)| + [|w]|?

[oll* + 2 [[o]| [Jwll + [Jw]|*

(oll + 1)),

<
(Cauchy-Schwarz) <

also [lv 4+ wl| < [|v]| + [Jw]].
(N3) [ ist positiv definit.
O
Nicht jede Norm auf einem Vektorraum ist aus einem Skalarprodukt abgelei-
tet.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ermoglicht es, auf folgende Weise einen
Winkel zwischen zwei Vektoren einzufiihren:

29.15 Definition
Sei 3 ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum V' iiber IR. Zu zwei Vektoren u,v €
V', u,v # 0 definieren wir den (unorientierten) Winkel zwischen u und v durch

Bu,v)

lull o]l

(u|v) = ¥ (u,v) = arccos
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_ Buw)

= 222 oder auch
llullllo]l

also cos(u|v)
Blu,v) = |lull o] cos(ulv).

Diese Definition ist sinnvoll, da nach Cauchy-Schwarz

< Bwv)

= Nl flofl =

Beispiel
Wir wollen nachpriifen, ob dies in der Ebene den gewiinschten Winkelbegriff
ergibt. Sei also V = IR? mit Standardbasis e; = (1,0), e; = (0,1), und die

Matrix fiir das Skalarprodukt sei (é (1)>
A

° [ N [

Cos o =

lull Nl - o]
Bedingung fiir A:

0 = Bu—Iv,v) = Bu,v) =\ ||v||?

Av
also
« u _ 6(’“7“)
er cosq = ————,
g [[ul[ - llv]
Bemerkung: Sei  ein Skalarprodukt eines reellen Vektorraums und vy, ..., v,
eine Orthonormalbasis. Fiir u € V treten die Winkel zwischen v; und v in den
Koeffizienten von u bzw. vy, ..., v, auf, d.h. fiir u = > z;v;
ﬁ(u7 v )
Tj = ﬁ(ua Uj) = HUH HUHJ = HUH COS(U‘U]‘),
also

n
u=||ul| - > cos(ulv;) v;.
i=1

Aus den Eigenschaften des Skalarprodukts erhalten wir folgende geometrische
Eigenschaften:

29.16 Satz
Sei V' ein euklidischer (bzw. unitdrer) Vektorraum mit Skalarprodukt 5 und da-
durch induzierte Norm ||-||. Dann gilt fir alle v,w € V:

(1) v +w|? = ||v]|* + ||w]]* + B(v, w) + B(w,v) (Satz von Pythagoras).
2) Jlv+w|?+ v —w|®= 2(||UH2 + ||wH2) (Parallelogrammgleichung).
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Beweis: (1) f(v + w,v +w) = B(v,v) + B(v,w) + f(w,v) + B(w,w).
(2) B(v —w,v —w) = B(v,v) — B(v,w) — B(w,v) + B(w,w)
= 0(v+w,v+w)+ v —w,v—w)=26(v,v) +26(w,w).

Ist v senkrecht zu w, dann gilt ||v + wl||* = ||v]|* + ||Jw|*. 0

Bemerkung: Jede Norm, die die Parallelogrammgleichung erfiillt, wird durch
ein Skalarprodukt induziert.

29.17 Aufgaben
(1) Sei V' ein C-Vektorraum, und 3 : V x V — C sei eine Sesquilinearform
beziiglich ¢ : C — € mit ¢(z) := % fiir alle z € C. Zeigen Sie:

(i) Fir alle v,w €V gilt:
18(v,w) = B(o+w,v+w) — Bl —w,v —w) +
+if(v +iw,v +iw) — if(v —iw,v — iw).

(ii) B ist genau dann hermitesch, wenn [3(v,v) € IR fiir allev € V gilt.

(2) Sei (e, e, e3) die kanonische Basis des C-Vektorraumes €* und
g: € x €* — C eine hermitesche Form auf C* mit

1 2 i
(g(ek,el)): 2 3 2-—j
—i 240 4

Bestimmen Sie eine Basis B = (b, by, b3) von @3, die beziiglich g orthogonal ist,
d.h. es gilt g(bg,b;) = 0 fiir k # 1.

(3) Sei V' ein n-dimensionaler IR-Vektorraum mit Basis vq,...,v, € V und
n

r= > xv, €V, x; € IR.
i=1

(i) Zeigen Sie, daBl durch

Ni(z) := g |z;|,  No(z):= 1r£1;a<>%|a71|, N3(x) := E x?
i=1 - i=1
Normen auf V' definiert sind.

(ii) Welche dieser Normen werden von einem Skalarprodukt auf V' induziert?

(iii) Skizzieren Sie fiir V = IR* die Teilmengen
E; :={ve R | Ny(v) <1} fiiri =1,2,3.
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(4) In dem dreidimensionalen IR-Vektorraum V mit Basis vy, v, v3 € V' sei
eine Bilinearform (—, —) gegeben durch die Matrix

1 1
(vi,v;) =1 5 .
i)

(i) Zeigen Sie, dafi (—, —) ein Skalarprodukt auf V' ist.

NN O

(ii) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von V' beziiglich (—, —).

(iii) Bestimmen Sie das orthogonale Komplement beziiglich (—, —) des Unter-
raums U := IR(vy + vy + v3).

(5) Sei V.=A{f:10,1] — R | f ist stetig} der IR-Vektorraum der reellwerti-
gen stetigen Funktionen auf dem Intervall [0,1] C IR.

(i) Man zeige, daf3 durch

M) = [ 1)
No(f) = gmax 11 (e)

0<z<L1

fiir f € V jeweils eine Norm auf V definiert ist.
(ii) Wird eine der beiden Normen durch ein Skalarprodukt induziert?

(6) Sei V = IR®*? der Vektorraum der (2,2)-Matrizen iiber IR.

(i) Man zeige, daB durch (A, B) := Sp(B*-A) fiir A, B € V ein Skalarprodukt
auf V' definiert wird.

(ii) Man bestimme eine Orthonormalbasis von V' beztiglich (3.

(7) Sei V' ein IR-Vektorraum und N : V — IR eine Norm auf V.
Beweisen Sie, daf durch d(v,w) := N(v — w) fiir alle v,w € V eine Metrik auf
V' definiert wird.

(8) V sei ein C-Vektorraum und N : V — IR eine Norm auf V', so daff die
Parallelogrammgleichung gilt, d.h.

N(v+w)*+ N(v—w)?* = 2N (v)? + 2N (w)? fiir alle v,w € V.

Man definiert 3 :V x V — C durch

B(v,w) := i (N(v +w)? — N(v —w)? +iN(v+iw)?* —iN(v — iw)z)

fiir alle v,w € V' (vgl. §27, Aufgabe (2)). Zeigen Sie:
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(i) B(v,w) = p(w,v) fiir alle v,w € V.
(ii) G ist positiv definit.
(ili) B(u+v,w) = B(u,w)+ [(v,w) fiir alle u,v,w € V.

Hinweis: N(u+ v+ w)? = SN(u+ (v +w))? + s N(v + (u+ w))?. Formen

Sie beide Terme der rechten Seite dieser Gleichung mit Hilfe der Paralle-
logrammgleichung um, damit vergleichen Sie jeweils den Real- und Ima-
ginérteil der Gleichung in (iii).

(iv) B(zv,w) = zB(v,w) fiir alle z € Z.

(v) B(qu,w) = qB(v,w) fiir alle g € Q.
Mit Hilfe eines Stetigkeitsargumentes folgt nun:
B(rv,w) = rp(v,w) fiir alle r € IR (ohne Bewelis).

(vi) B(cv,w) = cf(v,w) fiir alle ¢ € C.
(vii) ( ist ein Skalarprodukt auf V.
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30 Homomorphismen und Skalarprodukte

Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen beriicksichtigen die Vektorraum-
struktur. Bei Vektorrdumen mit Skalarprodukt sind diejenigen linearen Abbil-
dungen von Interesse, die zusétzlich auf das Skalarprodukt Riicksicht nehmen.

30.1 Definition
Seien (V, () und (W,v) Vektorrdume mit Skalarprodukten. Ein Vektorraum-
Homomorphismus f : V — W heifit Isometrie, wenn fiir alle vy, v, € V gilt

Blvr,va) = 5(f(v1), fv2)).

Eine Isometrie, die zugleich Isomorphismus ist, nennt man isometrischen Iso-
morphismus.

Zwei Vektorraume heiflen isometrisch, wenn es einen isometrischen Isomor-
phismus zwischen ihnen gibt.

Folgende Aussagen lassen sich leicht bestéatigen:

Eigenschaften
Fiir eine Isometrie f: V — W gilt:

(1) [N )l = lloall.
(2) ¥(f(v1), f(ve)) = ¥ (v1,v2) (f erhidlt Winkel).

(3) B(v1,v9) = 0 genau dann, wenn y(f(vy), f(ve)) =0
(f erhélt Orthogonalitét).

(4) f ist Monomorphismus.
(5) Eine Orthonormalbasis von V' wird in eine Orthonormalbasis

von Bild f tiberfiihrt.

Aus den Eigenschaften folgt, daf fiir endlich-dimensionales V' jede Isometrie
V' — V schon isometrischer Automorphismus ist.
Der néchste Satz gibt Aufschlufl {iber die Existenz von Isometrien:

30.2 Satz
Seien (V, 3) und (W,~) Vektorrdume mit Skalarprodukt, vy, ..., v, eine Ortho-
normalbasis in V, wy, ..., w, eine Orthonormalbasis in W. Dann gibt es genau

eine Isometrie f:V — W mit f(v;) =w; firi=1,...,n.
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Beweis: Wir wissen bereits, dafl es genau einen Homomorphismus f mit den
gewiinschten Eigenschaften gibt, und dafl f ein Isomorphismus sein mufl. Nach
Wahl der Basen gilt

Blvi,v;) = 0i5 = y(wi, w;) = y(f (v:), f(v;)).

Daraus folgt fiir beliebige v,v' € V

Y(f (), f(v) = B(v, "),

d.h. f ist eine Isometrie. O

Der vorausgegangene Satz besagt, dal zwei Vektorrdume mit Skalarprodukt
tiber IR (bzw. C) genau dann isometrisch sind, wenn sie gleiche Dimension haben.

Einem Homomorphismus f : V' — W von Vektorrdumen mit Basen vy, ..., v,
bzw. wy, ..., w, haben wir eine Matrix zugeordnet durch

n
fv) = Zaijwj; i=1,...,n.
j=1

Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaft der Matrix A = (a;;) den Homo-
morphismus f zu einem isometrischen Isomorphismus macht. Da wir in endlich-
dimensionalen Vektorrdumen mit Skalarprodukt immer Orthonormalbasen fin-
den konnen, wollen wir Mat(f) beziiglich solcher Basen bestimmen, d.h. wir
nehmen an

Blvi, vg) = 0k, (Wi, wi) = i
Als Bedingung fiir Isometrie ergibt sich

oiw = Bvi,ve) = Y(f(vi), f(vr))
= Py(z aijwj,zl:aklwl)

= Z il y(w;, wy)
j.l

n
= D aT;,
j=1

also AA' = E (vgl. 27.7). Solchen Matrizen geben wir eigene Namen:

30.3 Definition
Eine Matrix A € R™™ heit orthogonal, wenn AA* = E.
Eine Matrix 4 € C™™ heit unitir, wenn AA' = E.
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Diese Bedingungen bedeuten, dafl die Zeilen von A beziiglich des Standard-
skalarprodukts in IR" (bzw. €C") ein Orthonormalsystem bilden. Wir halten noch-
mals fest:

Folgerung
FEine lineare Abbildung f : V. — W won euklidischen (bzw. unitiren) Vektor-
raumen ist genau dann ein isometrischer Isomorphismus, wenn die Matriz von
f beziglich Orthonormalbasen von V' und W eine orthogonale (bzw. unitdre)
Matriz ist.

Eigenschaften
von orthogonalen (bzw. unitdren) Matrizen. Gilt AA' = E. so folgt
A=A, AA=p, AA=E,
1=det E =det A’ det A = det Adet A = |det A|?.

Somit gilt fiir orthogonale A € IR™™ mit det A = +1:

det A= 1: A ist eigentlich orthogonal
det A= —1: A ist uneigentlich orthogonal.

Speziell fiir V' = W betrachtet man:

30.4 Definition
Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann heifit

Orth(V) ={f:V — V| f ist Isometrie}

die orthogonale Gruppe von V. Die Isometrien V' — V nennt man auch Drehun-
gen von V.
Ist V' ein n-dimensionaler unitarer Vektorraum, dann heif3t

Un(V)={f:V — V| f ist Isometrie}

die unitire Gruppe von V (bzw. die Gruppe der unitdren Automorphismen).

Bemerkungen: (1) Die orthogonalen Matrizen entsprechen genau den Dre-
hungen. Sie bilden eine Untergruppe der invertierbaren Matrizen in IR™™. Die
eigentlichen orthogonalen Matrizen (mit Determinante +1) bilden darin eine Un-
tergruppe. Man spricht von eigentlichen bzw. uneigentlichen Drehungen.

(2) Ein Wechsel von einer Orthonormalbasis zu einer anderen Orthonormal-
basis erfolgt durch orthogonale (bzw. unitidre) Matrizen.
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30.5 Drehungen im IR?
Wir wollen feststellen, welche (2, 2)-Matrizen iiber IR eigentlich orthogonal sind.
Betrachte also

A— <a11 CL12> c R

G21 Q22
mit AA* = E und det A = 1, das heifit det A = aq1a92 — as1a12 = 1 und
( a3y + aiy ai1as1 + a12a22> _ (1 0)
(11021 + A12022 a3, + a3, 0 1/)°

Aus den Eigenschaften der Winkelfunktionen wissen wir, dafl es ¢, € IR gibt

mit
11 = COs @, a1z = SIN P,

az = sinv, agy = cos,
und dafiir gilt
cos(p + 1) = cospcosth —sinpsiny = 1.

Hieraus ergibt sich ¢ + v = 2kw, k € Z, und wir erhalten

ag; = sin(2km — ) = sin(—p) = —singp
ajz = cos(2km —¢) = cos(—p) = cosgp.

Die vorgegebene Matrix kénnen wir nun so schreiben:

A—( cos singp)
~ \—sinp cosp/’

Sei die Isometrie f : IR* — IR* gegeben durch x = (x1, 25) — (21, 23)A, dann ist

f(@1,22) = (1 cos p — xasin @, 1 sin @ + x5 cos @),

Bz, f(z)
OSFEIE) = @)
~ w1(71 008 0 — Tp8in ) + (71 Sin @ + X5 COS V)
B 3 + 13
2 2
_ (x] + x35) cos p ~ coso.

x% + x%
Die Abbildung f ist also eine Drehung um den Winkel ¢.

Wir kénnen IR? als GauBische Zahlenebene € mit Basis 1, i auffassen.
Sei z = x1 + ixq. Eine Abbildung f: C — C, z — f(z), ist genau dann eine
eigentliche Drehung, wenn gilt

f(z) = (z1cosp — xysing) + (1 sin + x9 cos )i
= (cosp+ising)(z +iry) = €%z,
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d.h. die eigentlichen Drehungen von € werden genau durch die Abbildungen
2 + €9z beschrieben.

Analog zeigt man, dafl die uneigentlichen Drehungen genau den Abbildungen
z > e"¥Z entsprechen.

30.6 Aufgaben
37

: ) Zeigen Sie:

anj

(1) Sei A = (a;;) € R™™ mit Spalten a; = (

-l At & CL? “a; = 61] fiir alle Z,j <n.
LA & det(A) = +1.

von R™™.
(2) Sei K ein Kérper mit 1 +1 # 0 in K. Fiir A, B € K" gelte
(x) AB+A+B=FE
mit der Einheitsmatrix E € K™, Zeigen Sie:
(i) det(A+ E) # 0 und det(B + E) # 0.
(i) A'= A& Bt = —B.
(iii) Zu jeder Matrix A; € K™™ mit A® = AT und det(A, + E) # 0 gibt es

eine Matrix B; € K™™ mit Bt = —B; und det(B; + E) # 0, so daf§ A,
und B, die Gleichung () erfiillen.

(iv) Ist A=' = A" und det(A + E) # 0, so ist det(A) = 1.
Hinweis zu (ii): Schreiben Sie (x) in der Form A(B + E) = E — B und multipli-
zieren Sie mit der transponierten Gleichung.

(3) V., W seien euklidische Vektorrdume und f € Hom(V,W). Zeigen Sie:

f ist genau dann Isometrie, wenn |v|\, = || f(v)|,, fiir allev € V.
(4) Man beweise, daf fiir die Drehmatrizen
D)= (Gl oomp) EB

mit ¢ € IR die folgenden Regeln gelten:

(i) D(e1) - D(p2) = D(p1 + p2) fiir alle @1, 5 € IR.

(ii) D(p)~t = D(—) fiir alle ¢ € IR.
Folgern Sie daraus, daf die eigentlich-orthogonalen (2,2)-Matrizen iiber IR mit
der Multiplikation eine kommutative Gruppe bilden.
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31 Adjungierte Endomorphismen

Wir haben in §18 untersucht, welche Endomorphismen eines Vektorraums V' dia-
gonalisierbar bzw. trigonalisierbar sind. Dazu haben wir geeignete Basen von V'
gesucht. Ist auf V' ein Skalarprodukt gegeben, so fragt man zudem, ob es eine
Orthonormalbasis gibt, beziiglich welcher die Matrix von f Diagonal- oder Drei-
ecksgestalt hat. Folgender Satz zeigt, dafl diese Forderung fiir trigonalisierbare
Endomorphismen keine Einschrankung bedeutet:

31.1 Satz

Seir V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt:
Ein Endomorphismus f :'V — V ist genau dann trigonalisierbar, wenn es eine
Orthonormalbasis B von V' gibt, fir die Matg(f) Dreiecksgestalt hat.

Beweis: Nach dem Fahnensatz 20.6 ist f genau dann trigonalisierbar, wenn es
eine f-stabile Fahne V; C Vo C ... C V,, = V gibt. Dann hat die Matrix von
f Dreiecksgestalt beziiglich der Basis vy, ..., v,. Durch das Gram-Schmidtsche
Verfahren erhalten wir eine Orthonormalbasis uy, . . ., u, mit

k
%:Kul, ‘/QIKul—FKUQ, ceey Vk:ZKUz
=1

Offensichtlich hat f auch beziiglich dieser Basis Dreiecksgestalt. a

Bemerkungen: (1) Aquivalent zur Trigonalisierbarkeit von f : V — V ist, daf
ch(f) in Linearfaktoren zerfillt. Da dies tiber € immer gilt, wissen wir:

In einem endlich-dimensionalen unitiren Vektorraum ist jeder Endomorphis-
mus beziiglich einer Orthonormalbasis trigonalisierbar.

(2) Ist B eine Orthonormalbasis von V', f : V' — V ein Endomorphismus und
A = Matg(f), so ist A genau dann trigonalisierbar, wenn es eine orthogonale
(bzw. unitéire) Matrix T' gibt, so dafl TAT ! Dreiecksgestalt hat.

Fiir Diagonalisierbarkeit kann ein 31.1 entsprechendes Ergebnis nicht gezeigt
werden. Nur spezielle Endomorphismen sind orthogonal (bzw. unitéir) diagona-
lisierbar.

Erinnern wir uns, dafl wir in 25.9 zu einem Endomorphismus f : V' — V einen
adjungierten Homomorphismus f2¢ : V — V beziiglich einer nichtsinguliren
Bilinearform g : V x V — K durch die Eigenschaft

Bz, f(y) = B(f*(2).y) fir allez,y € V

definiert haben. Wir nennen f

selbstadjungiert, wenn f = £, und
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normal, wenn f o f3d = fado f,

Natiirlich ist jeder selbstadjungierte Endomorphimus normal. Auch jede Iso-
metrie f ist normal, da fiir sie f2 o f = id und damit f24 = f~! gilt (falls V
endlich-dimensional).

Um anzugeben, wie die Matrizen von selbstadjungierten bzw. normalen En-
domorphismen aussehen, wollen wir uns zunéchst die Matrix der adjungierten
Abbildung ansehen:

31.2 Matrix der Adjungierten
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt 3 und Ortho-

normalbasis B = (v, ..., v,).
Ist Matp(f) = A€ R™ (bzw. C™™), so ist

t

MatB(fad) = Z .
Beweis: Sei A = (a;;) und D = (d;;) = Matg(f*®). Dann gilt
ﬁ(viafad(vk)) = ﬁ(f(vi)7vk>7
B(vi, Y diwv) = B ayvj,vx), und damit
=1 j=1

n n
dr; = Z dydy = Z Clij5jk = Qjk,
=1 j=1

also D = A" O

31.3 Korollar
Ser f V. — V ein Endomorphismus, B eine Orthonormalbasis von V und

A = Matg(f).
(1) Uber C gilt:
f ist genau dann selbstadjungiert, wenn A = A (d.h. A hermitesch).
f st genau dann normal, wenn AA =A'A (A heiBt dann normal).
(2) Uber R gilt:
f ist genau dann selbstadjungiert, wenn A = A' (A symmetrisch).

f ist genau dann normal, wenn AA" = A'A (A normal).

Ist f Isometrie, dann gilt AA' = E=A'A=E, d.h. A ist normal.

Bezeichnen wir mit Eig(f,r) = Kern(f —rid) den Eigenraum von f zur € C.
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31.4 Normale Endomorphismen
Sei V' ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum und f € Endg (V) nor-
mal. Dann gilt:

(1) Kern f = Kern f4.
(2) Eig(f,r) = Eig(f*,7) fiir alle r € C.
(3) B(Eig(f,r),Eig(f,s)) =0 firr#se C.

Beweis: (1) Fiir alle v € V' gilt

B(f(v), f(v)) = B(v, f* o f(v)) = B(v, fo f*(v))
= B(f*(), f*(v)),

also f(v) = 0 genau dann, wenn f2(v) = 0.
(2) Der Eigenraum von f zu r € C ist Kern(f — rid). f — rid ist wiederum
normal, und (f —rid)® = f24 —7id. Mit (1) gilt dann
Eig(f,r) = Kern(f — rid) = Kern(f* —7id) = Eig(f*,7).

(3) Sei v € E(r), also f(v) = rv, und w € E(s), also f(w) = sw. Nach (1)
gilt f2(w) = 5w und damit

rﬁ(v,w) = ﬁ(rvvw) = ﬁ(f(v),w) = ﬁ(”? fad(w>) = ﬁ(v7§w)
= sﬁ(v,w),

also (r — s)B(v,w) = 0. O

Aus (3) folgt iibrigens fiir normale f € End (V') aus der Existenz einer Basis
von Eigenvektoren die Existenz einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren. Es
gilt aber noch mehr:

31.5 Unitir diagonalisierbare Endomorphismen
Sei V' ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum. Fir f € Endg (V) sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist normal;
(b) es gibt eine Orthonormalbasis von V', die aus FEigenvektoren besteht;

(c) ist B eine Orthonormalbasis von V und A = Matg(f), dann gibt es eine
unitire Matriz T € C™", so daff TAT™' Diagonalmatriz ist (d.h. A ist
unitar diagonalisierbar).
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Beweis: (a)=(b) Dies zeigt man durch Induktion nach der Dimension von V.
Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Nehmen wir an, die Aussage ist fiir unitére V' mit Dimension < n — 1 richtig,
und sei V' unitdrer Vektorraum mit dim V' = n.
Zu einem Eigenwert r wéhle einen Eigenvektor vy € V mit |jvy]| = 1. Be-
trachte
Wi=v{ ={weV|pw,v) =0}

Fir w € W gilt

B(f(w),v1) = B(w, f*4(v1)) = Blw,7v1) = rB(w,vi) = 0,

also f(w) € W und f(W) C W. Somit ist V= Cuv; & W eine Zerlegung in
orthogonale, f-invariante Unterrdume.

f|w ist ein normaler Endomorphismus des (n—1)-dimensionalen Vektorraums
W. Nach Induktionsannahme gibt es in W eine Basis von orthogonalen Eigen-
vektoren. Zusammen mit v; ergibt dies eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von V.

(b)=(a) Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von orthonormalen Eigenvektoren
von f. Dann hat Matpg(f) Diagonalgestalt, ist also normal. Nach 31.3 ist damit
auch f normal.

(b)<(c) Dies ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen Basistransforma-
tion und Matrizendarstellung von f. O

Im Beweis von 31.5 haben wir benutzt, daf es immer nicht-triviale Eigenwerte
und Eigenvektoren gibt. Dies wurde durch die Eigenschaften von € (algebraisch
abgeschlossen) garantiert. Dieser Schlufl kann nicht iiber IR benutzt werden, d.h.
wir bekommen nicht das gleiche Ergebnis fiir euklidische Vektorrdume. Es gilt
jedoch ein dhnliches Ergebnis, wenn man die Endomorphismen spezialisiert, d.h.
fiir selbstadjungierte f. Dies liegt im wesentlichen an folgendem Sachverhalt:

31.6 Selbstadjungierte Endomorphismen
Seir V' ein n-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Vektorraum.
Ist f € End(V) selbstadjungiert, dann sind alle Eigenwerte von f reell, und
ch(f) zerfdllt in Linearfaktoren, d.h.

n

ch(f) = H(X —-ri), 1 €R.

i=1

Beweis: Betrachten wir zunéchst unitéare V. Sei v € V' Eigenvektor von f zum
Eigenwert » € C. Dann ist

rﬁ(v,v) = ﬁ(TU,U) - ﬂ(f(v)vv) = 6(U7f(v)) = ﬁ(w,rv) = 76(1},7}),
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und somit r =7 (da [(v,v) # 0).

Sei nun V ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis B. Fiir A =
Matp(f) gilt A = A'. FaBit man A als Matrix iiber C auf, so gilt A = A'. Also
definiert A einen selbstadjungierten Endomorphismus

F:C" =T (21,5 20) = (21, .., 20) A

Nach dem oben Gezeigten besitzt f nur reelle Eigenwerte (und ch(f) zerfillt in
Linearfaktoren). Somit sind auch die Eigenwerte von A reell, und ch(A) zerfallt
in Linearfaktoren. a

Als Antwort auf unsere Frage erhalten wir damit:

31.7 Orthogonal diagonalisierbare Endomorphismen
Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Fir f € Endg(V) sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist selbstadjungiert;
(b) es gibt eine Orthonormalbasis von V', die aus Figenvektoren von f besteht;

(c) ist B eine Orthonormalbasis von V und A = Matg(f), dann gibt es eine
orthogonale Matriz T € R™™, so daff TAT ' Diagonalmatriz ist (d.h. A
ist orthogonal diagonalisierbar).

Beweis: (a)=(b) Unter Beriicksichtigung von 31.6 folgt dies mit dem Beweis
(a)=(b) von 31.5.

(b)=(c) Betrachte Basistransformation zwischen Orthonormalbasen.
(c)&(a) Sei T eine Matrix mit 7% = T, fiir die D := T AT® Diagonalmatrix
ist. Dann gilt
A=T'DT und A* = T'D'T" = T'DT = A.
Also ist A symmetrisch, und nach 31.3 ist f selbstadjungiert. O

31.8 Korollar
Jede symmetrische Matriz A € IR™™ hat ein zerfallendes charakteristisches
Polynom und ist orthogonal diagonalisierbar.

Bemerkung: Uber die Gestalt von normalen Endomorphismen von euklidischen
Réumen (iiber JR) haben wir keine Aussagen gemacht. Ist A € IR™™ mit A'A =
AA!, so kann durch eine geeignete Basiswahl folgende Gestalt erreicht werden:

1

o |an(5 Y

Qs
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31.9 Aufgaben

(1) A € R™™ sej eine symmetrische Matrix. Zeigen Sie, dai A genau dann
positiv definit ist, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

(2) Sei f : €* — €? der durch

flz,y,2z) = (4@'9& +(2+14)z, (5 —2i)z + (—1 + 3i)y — 5iz,
20+ (1 —d)y— (1 — z)z)
fiir alle x,y,z € C definierte Endomorphismus. Bestimmen Sie die zu f adjun-
gierte Abbildung f*(z,y, z).

(3) U, V und W seien endlich-dimensionale unitéire Vektorrdume, und es sei
f € Hom(U,V). Zeigen Sie, daf8 die zu f adjungierte Abbildung f*4 :V — U
(C-linear ist und auBerdem folgende Eigenschaften hat:

() (fy = 1
(ii) (f + ¢)* = f2d + g2 fiir alle g € Hom(U, V)
(iii) (go f)* = f2do g™ fiir alle g € Hom(V, W)
(iv) (zf)2 =zfd fiir alle z € C.
(4) Sei h : ©* — €® der Endomorphismus mit

1 ¢+ —
MatE,E(h) = -7 2 0] € G(S’S)
1 0 2

beziiglich der kanonischen Basis E von C°.
Geben Sie eine Orthonormalbasis B des C* an, so dat Matp (h) Diagonalgestalt
hat.

(5) Gegeben sei die Matrix

-2 2 =3
A= 2 1 -6
-1 -2 0

(i) Betrachten Sie A € C®® und entscheiden Sie, ob A unitér diagonalisierbar
ist.
(ii) Betrachten Sie A € IR und entscheiden Sie, ob A
orthogonal diagonalisierbar,
orthogonal trigonalisierbar oder
diagonalisierbar ist.
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(6) Zeigen Sie, daf3 die Matrix

17 -8 4
A=|-8 17 -4 | e R®Y
4 -4 1

orthogonal diagonalisierbar ist, und finden Sie eine orthogonale Matrix T &
R®® | so daB TAT ! eine Diagonalmatrix ist.

(7) Sei
2 10i -2
B=|-10i 5 -8 |eq®?
—2 & 11

gegeben. Priifen Sie, ob B unitidr diagonalisierbar ist, und finden Sie gegebe-
nenfalls eine unitéire Matrix S € €C®%, so daf SBS™' eine Diagonalmatrix ist.

(8) Gegeben sei die folgende Matrix

7 2
55l 0 5
Di=|0 i 0 |ec®.
2 —7;

%’l 0 %Z

(i) Zeigen Sie, daf8 D unitir diagonalisierbar ist.

ii) Man finde eine unitire Matrix S € €33 (dh. S~' = §' , so daf SDS"
(ii)

eine Diagonalmatrix ist.
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32 Vektorprodukt in R’

Sei R ein kommutativer Ring. Speziell in R? 148t sich ein Produkt von zwei Vek-

toren definieren, das eine handliche Darstellung verschiedener Zusammenhénge

ermoglicht. Insbesondere iiber den reellen Zahlen, also im Fall R = IR, erweist es

sich bei der Behandlung von geometrischen und physikalischen Fragestellungen

als niitzlich. Ahnliche Konstruktionen in R" werden in Aufgabe (4) skizziert.
Wir bezeichnen die kanonische Basis von R? mit

€1 = (170,0), €y = (0, 1,0), €3 — 0,0, 1)

(
und schreiben die Standardform von a = (a1, as,as), b = (by, bs, b3) € R® (vgl.
27.5) als
a-b= a1b1 + a2b2 + a3b3.

Fiir R = IR ist dies gerade das Standard-Skalarprodukt auf IR*.

32.1 Definiton
Als Vektorprodukt von a,b € R? bezeichnen wir den Vektor

axXb:= (a2b3 — agbg, a3b1 — albg, albg — Clgbl) S R3 .
Damit haben wir eine Abbildung
R*x R* = R (a,b)—axb,

mit den Eigenschaften  (a+¢)xb = axb+cxb
ax(b+c) = axbt+axc

(ra) xb = r(axb) = ax|(rb)
axb = —bxa
axa = 0

fir alle a,b,c € R®> und r € R. Diese Aussagen zeigen, daf§ die Abbildung R-
bilinear und alternierend ist.

Ahnlich wie bei Bilinearformen kann man hier sehen, daf das Vektorprodukt
schon durch die Produkte der Basisvektoren bestimmt ist. Diese haben die Werte

e Xe =0, eXxXe=—e Xe, e€Xe=e,

wobei fiir 4, j, k zyklische Vertauschungen von 1, 2, 3 einzusetzen sind. Wir kénnen
dies in folgender Multiplikationstafel zusammenstellen:

X ‘ €1 €9 €3
€1 0 €3 —E€9
€y | —€3 0 €1
€3 €9 —e1 0
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Interessante Bildungen ergeben sich in Verbindung mit der Standard(bilinear)-
form auf R3.

32.2 Grassmann Identititen. Fiir alle a,b,c € R gelten

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c und (axb)xc=(a-c)b—(b-c)a.

Beweis: Diese Gleichungen sind in allen Komponenten linear. Daher geniigt es,
ihre Richtigkeit fiir die Basisvektoren zu zeigen. Fiir die erste Identitét sind dies
die Bedingungen

e; X (e; X ex) = (e; - ex)e; — (e - €j)eg,

fir alle 4,7,k € {1,2,3}. Da e; - e; = 0 fiir ¢ # j, bestétigt man diese anhand
der Multiplikationstafel. Die zweite Identitét folgt aus der ersten wegen der An-
tikommutativitiat von x. O

Aus den Grassmann-Identitdten sieht man leicht, dafl fiir x nicht das Asso-
ziativgesetz gilt. Zusammen mit der Identitdt b x (¢ x a) = (b-a)e — (b c)a
erhalten wir durch Differenz- und Summenbildung die

32.3 Jacobi Identitit. Fir alle a,b,c € R gilt
ax(bxec)+bx(ecxa)+ex(axb)=0.

Betrachten wir (R3,+, x) als algebraische Struktur, so sehen wir, daf alle
Eigenschaften eines Ringes mit Ausnahme der Assoziativitdt der Multiplikation
erfiillt sind. Man nennt einen solchen ’Ring’, in dem die Jacobi-Identitédt gilt
und das Quadrat eines jeden Elementes Null ergibt, einen Lie-Ring (nach dem
norwegischen Mathematiker Sophus Lie). Derartige Strukturen sind in verschie-
denen Zweigen der Mathematik und deren Anwendung in der Physik von grofiem
Interesse.

32.4 Vektorprodukt und Determinanten. Fiir a,b,c,d € R® gelten

a; by a-c b-c
a.(bxc):det Qo b2 Co UTLd(Cle)'(CXd):det<a.d bd)

as by c3

Beweis: Die linke Seite folgt aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz.

Die rechte Identitét ist wiederum linear in allen Argumenten. Es geniigt da-
her, sie durch Einsetzen der Basisvektoren ey, es, e3 zu bestétigen. O
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Wie schon erwéahnt, ergibt fiir R = IR die Standardform ein Skalarprodukt
auf IR®, und wir erhalten die Norm eines Vektors und den Winkel (a|b) zwischen
zwei Vektoren a,b € IR* durch

la]l = va-a und a-b=|al ||b] cos(alb).

Aus 32.4 erhalten wir in diesem Fall eine Verscharfung der Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung:

32.5 Geometrische Beschreibung. Seien a,b € IR>.
(1) [la > 0] = [la|* [|bI* = (a - 0)* und [la x bl| = [lal| [b] |sin(alp)].
(2) a x b=0 gilt genau dann, wenn a und b linear abhdngig sind.

Beweis: (1) Die erste Gleichung ist ein Spezialfall von 32.4.
Mit der oben erwéhnten Beziehung fiir cos(a|b) erhélt man

la x b1 = [lall” [1b1* — llall* [Bl|* cos®(alb) = [|al* [[o]* sin®(alb)-

(2) Wir diirfen a # 0 # b annehmen. Nach (1) ist a x b = 0 gleichbedeutend
mit
lall 16l = [a - o] = {lal[ bl | cos(alb)],
also | cos(alb)| = 1, d.h. a ist ein Vielfaches von b. O
Es ist aus der ebenen Geometrie bekannt, dafl damit ||a x b|| gerade die Fliache
des von a und b aufgespannten Parallelogramms ist. Daraus 148t sich folgern, dafl

die Gleichung
ja- (bx c)| = llal [[bx ¢ [ cos(alb x c)]

das Volumen des von a,b und ¢ aufgespannten Parallelotops (Spats) darstellt.
Diese Bildung wird daher auch das Spatprodukt von a, b, c genannt.

32.6 Aufgaben.
(1) Sei R ein kommutativer Ring. Zeigen Sie fiir a,b,c,d € R3:
(i) Durch formale Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt sich

€1 a1 b1
axb=det| e ay by |.
€3 as bg

(ii) Ist @ x b =0 fiir alle b € R?, dann ist a = 0.
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(iii) (axb) x (exd)=(a-(bxd))c—(a-(bxc))d.
(iv) ax (ax (axc)=—(a-a)a X c.
(2) Seien a,b € IR®. Zeigen Sie:
(i) Die Gleichung a x x = b ist genau dann I6sbar mit x € IR*, wenn a-b = 0.
(ii) Finden Sie ein x € IR® mit x +a x x = b.
(3) Fiir a € IR betrachte man die IR-lineare Abbildung

Lo R* = IR®, z+—axua.

(i) Bestimmen Sie die Matrix von L, beziiglich der Basis (e1, 2, €3).
(ii) Finden Sie das Minimalpolynom von L.

(iii) Geben Sie eine geometrische Interpretation fiir L,, insbesondere falls
a-a=1 odera=eq,es,e;3.

(4) Sei R ein kommutativer Ring und n € IN. Zu gegebenen (Spalten-) Vek-
toren ay,...,a,_1 € R" ist die Zuordnung

h:R"— R, xw~det(ay,...,a,_1,7),

eine Linearform auf R™. Nach 26.4 ist R"* — (R")*,b — b- (—), ein Isomorphis-
mus. Daher gibt es genau einen Vektor c € R™ mit

h(z) = c-x fiir alle v € R".
(i) Bestimmen Sie die Koeffizienten von ¢ (aus den Koeffizienten der a;).
Hinweis: Laplacescher Entwicklungssatz.

(ii) Vergleichen Sie das Ergebnis fiir n = 3 mit den Aussagen in diesem Ab-
schnitt.

(iii) Welche der Aussagen aus diesem Abschnitt sind fiir n > 3 noch sinnvoll?



Kapitel 9

Affine Geometrie

33 Affine Riaume

Wir haben zwar bisher gelegentlich geometrische Anschauung zum Versténdnis
der Eigenschaften von Vektorriumen (insbesondere im IR* und IR®) benutzt —
Geometrie im eigentlichen Sinne haben wir jedoch nicht betrieben. So hatten wir
es zum Beispiel nicht mit Punkten und Geraden zu tun.

Andererseits haben wir in der Linearen Algebra ein Hilfsmittel, mit dem
sich Geometrie sehr vorteilhaft definieren und beschreiben 1&8t. Wir wihlen —
wie meist in den vorangegangenen Paragraphen — den axiomatischen Zugang,
um uns dann mit den ,natiirlichen* Situationen zu befassen. Der grundlegende
Begriff ist:

33.1 Definition
Sei A eine Menge, V' ein K-Vektorraum und a : A x V' — A eine Abbildung.
Das Tripel (A, V, a) nennt man affinen Raum iiber K, wenn gilt

(i) Fiir alle P,@Q € A gibt es ein v € V mit a(P,v) = Q;
(i) fur alle P € A, v e V gilt a(P,v) =P = v =0;
(iii) fir alle P € A, v,w € V ist a(a(P,v),w) = a(P,v + w).

Die Elemente von A nennt man die Punkte und A selbst die Punktmenge des
affinen Raums (A, V,«). V heifit der zugrundeliegende oder zugehirige Vektor-
raum.

Gilt a(P,v) = @, so bezeichnet man v auch als den Verbindungsvektor von

P und @ und schreibt v = ]@ Als Dimension von (A, V, «) bezeichnet man die
Dimension des Vektorraums V.

Man sagt, V' operiert transitiv auf A, da ausgehend von einem beliebigen
Punkt P € A jedes Q) € A durch ein v € V erreicht werden kann.
Mit der Schreibweise a(P,v) =: P + v sehen die obigen Bedingungen so aus:

249
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(i) Fiir alle P,Q € A gibt esein v € V mit P+ v = Q;
(i) fir alle P € A, v € V gilt: aus P + v = P folgt v = 0;
(iii) fiir alle P € A, v,w € V gilt (P+v) +w =P+ (v+ w).

Aus diesen Vorgaben folgt, dafl der Verbindungsvektor v = m eindeutig
bestimmt ist: Angenommen P 4+ v = P + w. Dann gilt

P Y pro=Piw-0v) @ Pto)+(-v)
— (P+w)+(—v) © P+ (w—v),
woraus wir, wegen (ii), w — v = 0 folgern. Daraus ergibt sich

33.2 Satz
Sei (A, V,«) ein affiner Raum. Dann gibt es eine Abbildung

t:Ax A=V, (P,Q)w—t(PQ)=PQ
mit den Figenschaften:
(A1) Fiir jedes P € A undv € V gibt es genau ein Q € A mit t(P,Q) = v.
(A2) Fir alle P,Q,R € A gilt

t(P,Q)+t(Q,R) =t(P,R).

Beweis: (Al) Q = a(P,v) = P +v.

(A2) Esgilt R=P+t(P,Q)+tQ,R)=P+1t(P,R)=R.
Wegen der Eindeutigkeit des Verbindungsvektors heifit das

t(P,Q)+tQ,R)=t(P,R).
]

Bemerkung: Aus 33.2 sicht man, daf§ die Abbildung ¢t : A x A — V mit den
gegebenen Eigenschaften ebenfalls zur Definition eines affinen Raums geeignet
ist.

Aus (A2) ergibt sich ein elementarer geometrischer Sachverhalt:
/
33.3 Parallelogrammregel ) @
Fiir vier Punkte P, P’,Q, Q" eines affi- r Q
nen Raums (A,V,«a) gilt:

Ist ]@ = P'Q)’, dann auch ]3]7 = @7 P
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Beweis: PP — ]@ +QP =PQ +QP =QP + P'Q =QQ". O

Nehmen wir als Menge A gerade die Elemente des Vektorraums V', so haben
wir als wichtiges Beispiel:

33.4 Affiner Standardraum tiiber V
Ist V ein K-Vektorraum, so haben wir fir V = A die Abbildungen

a:VxV -V (vyw)r—v+w
mit den Eigenschaften (i), (ii) und (iii) aus 33.1 und
t:VxV-V (uv)—v—u

mit den Figenschaften (A1) und (A2) aus 33.2.

Dabei wird also a durch die Addition in V' bestimmt. Folgende Beobachtung
belegt, dal der Standardraum auch die Situation in allgemeinen affinen Rdumen
gut reflektiert:

33.5 Lemma
Ist (A, V,«) ein affiner Raum, so ist fir jeden Punkt O € A die Abbildung

to:A—V, P—OP=t0,P),
bijektiv mit Umkehrabbildung

to!:V—A v—O0+u.

Beweis: Dies ergibt sich aus den bereits angesprochenen Eigenschaften affiner
Réaume. a

33.6 Definition
Sind (A, V,a) und (A", V', ') affine Rdume iiber K, dann heifit (A’, V' o) (af-

finer) Unterraum oder Teilraum von (A, V, «), wenn gilt:
(Ul) ACA V' CV.

(U2) Fir alle P' € A" und o' € V' gilt a(P',v) = o/ (P, V).

Unterrdume kann man auf verschiedene Weisen gewinnen:
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33.7 Charakterisierung affiner Unterrdume
Sei (A, V,«) ein affiner Raum. Dann gilt:

(1) Gilt fir eine Teilmenge A" C A, daf fir ein O' € A’ die Menge
V.={O'P |P eA}cCV

ein Untervektorraum ist, so ist (A", V', a|(arxvry) ein affiner Unterraum von

(A, V,a).

(2) Ist V! C V ein Untervektorraum, und setzt man fir einen Punkt O" € A
A=0"+V'={0"+" |v e V'} C A,
so ist (A", V' a|arxvny) ein affiner Unterraum von (A,V, ).

(3) Fliir zwei affine Unterrdume (A1, Vi, 1), (Ag, Va, o) gilt genau dann Ay =
Ay, wenn A1 N As # 0 und Vy = V.

Beweis: (1) Wir zeigen, dal (A", V', o) ein affiner Raum ist, also o/(A’, V') C V"
Sei Q' € A’ und v' € V'. Dann gibt es ein P’ € A’, so daf3
Q+v=0+0Q+1)=0+0P =P € A.
(2) Esgilt O'=0"+0¢€ A und
— _
{O'P | P eA}={O0(O'+)|veV}=VCV,
also ist {O'P' | P’ € A’} ein Vektorraum, und die Behauptung folgt aus (1).
(3) =: Mit O/ S A1 = AQ gllt
— —
‘/i:{Olpl|P1€A1}:{O/P2|P2€A2}:‘/2.
<: Mit einem O’ € A; N A, folgt
A =0"+Vi=0"+V, = A,
O

Aus dem reellen Raum bekannte Bezeichnungen {ibernimmt man auch fiir all-
gemeinere Situationen. So nennt man Unterrdume der Dimension 1 die Geraden
und Unterrdume der Dimension 2 die Ebenen eines affinen Raumes (A4, V, ). Ist
dim A = n, so bezeichnet man Unterrdume A’ mit dim A’ = n—1 als Hyperebenen
in A.

Nach 33.7 haben wir fiir die erst genannten Félle folgende
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Parameterdarstellungen
Gerade: {O' +rv' |re K} mit O' € Ajv €V,
Ebene : {0 +rivy +1rovy | 11,79 € K} mit O’ € A, vy,v9 € V.

Man beachte, daf§ diese Darstellung eine eineindeutige Zuordnung zwischen
den Punkten einer (jeden) Geraden und den Korperelementen ergibt.
Eine weitere Folge aus der Charakterisierung der affinen Unterrdume ist:

33.8 Lemma
Sind (A;, Vi, a;)ier Unterrdume des affinen Raums (A, V, ), so gilt

ﬂ A; =10 oder ﬂ A; ist affiner Unterraum.
icl icl
Beweis: Sei O' € Ny Ai # 0, dann ist N;e; A = O' + Nies Vi O

Die nédchste Konstruktion gibt den kleinsten affinen Unterraum an, der eine
vorgegebene Menge von Punkten enthélt.

33.9 Definition
Sei (A, V,a) ein affiner Raum. Fiir eine Teilmenge B C A heifit

(B) =({A"| BC A", A Unterraum von A}

der von B erzeugte affine Unterraum.
Ist B={P,..., P} eine endliche Teilmenge, so schreibt man auch

(BY = (P,,...,P,).

Der von zwei verschiedenen Punkten erzeugte Unterraum ist eine Gerade,
drei Punkte erzeugen eine Gerade oder eine Ebene. Dafiir haben wir schon Para-
meterdarstellungen betrachtet. Der allgemeine Fall 148t sich dhnlich darstellen:

33.10 Parameterdarstellung affiner Unterrdume
Sei (A, V,«) ein affiner Raum, () # B C A.

(1) Fir den zugrundeliegenden Vektorraum wvon (B) gilt fir jeden (festen)
Punkt Py € B
Ve=(PRP|PeB)CV.

Damit ist
<B>:{Q€A|m€VB}:P0+VB
(2) Ist B=A{Fy,..., P} endlich, so gilt

k
<P0,...,Pk>:{Q€A|Q:P0—I—ZaiP0Pi,ai€K}.

i=1



254 KAPITEL 9. AFFINE GEOMETRIE

(3) oder fiir (festes) O € A
(Py,...,P)={Q € A| (ﬁ:iai(ﬁ mit Xk:ai: 1}.
i=0 i=0

Beweis: (1) Zunéchst ist Vp in jedem Vektorraum eines affinen Unterraums
A" C A mit B C A enthalten.
Andererseits ist {Q € A | R € Vi} ein solcher Unterraum.

(2) folgt aus (1).

k
(3) Q@ =P+ X a;PyF;, daraus folgt:
i=1

00 = OF,
k
_ <—Zai>0—>ﬂ)—|—2ai(ﬁ
i=1
k

k
Z OPO+ZCL2 OP OP())

=1

i=1

= Z O‘ﬁ mltag—l—ZaZ.

1=0

Bezeichnungen
Die in (2) gewéhlte Schreibweise nennt man inhomogene Parameterdarstellunyg,
die in (3) heifit homogene Parameterdarstellung von (B).

Ist @ € A und
k k
@ = Zaiﬁ mit » a; =1,
i=0 i=0
dann heilen die (ag, ..., a;) € K™ Schwerpunktkoordinaten oder konzentrische
Koordinaten.

Diese sind nicht eindeutig, falls es linear abhéngige 0—13; gibt. Sie sind aber in
jedem Fall unabhéngig von der Wahl des Punkts O € A, denn fiir O’ € A gilt

—_— — k k —
0G0 = 00+0Q =Y 4¢(00+0PF) =00 +3 40P,
=0 1=0

— —
und damit O'Q = 3F ,a,0'P;.

Der Durchschnitt von zwei Unterrdumen A;, A, war der gréfite Unterraum,
der in A; und A, enthalten ist. Wir betrachten nun den kleinsten Unterraum,
der A; und A, enthalt:
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33.11 Definition
Sind (A1, V1, 1), (Ag, Vo, ae) affine Unterrdume von (A, V, ), dann nennt man

A+ Ay = (A1 U Ay)
die Summe oder den Verbindungsraum von A; und A,.
Der zu A; + Ay gehorige Vektorraum ist
Vi + Vs + (PP

fir (irgend) zwei Punkte P, € Ay, P, € A,. Daraus ergibt sich die Dimension
des Verbindungsraumes:

33.12 Dimensionsformel
Sind (A1, V1, 0q) und (Ag, Vo, ag) affine Unterrdume von (A,V,«), so gilt:

dim A; + dim Ay — dim A; N A, falls Ay N Ay # 0

dim(Ay + 4,) = {dimAl +dim Ay —dimA; N Ay +1 falls AN Ay =0

Beweis: Falls A; N Ay # (0, so wihle P, = P, € A1 N As. O
Analog zu Begriffen in Vektorrdumen nennt man Punkte Fy,..., P, € A

-----

77777

V ist.

Ohne Miihe erhilt man nachstehende

33.13 Kennzeichnung von Basen
Sei (A, V,a) ein affiner Raum. Fir eine Teilmenge {Py,...,P,} C A sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(a) {Fo,..., P} ist minimales Erzeugendensystem von A;

.....

(¢c) Fir jedes Py, k € {0,...,n} ist { P IBZ}Z;,HC eine Basis von V.

In der Geometrie interessiert man sich fiir das Verhalten verschiedener Un-
terrdume zueinander. Einige Félle haben eine eigene Bezeichnung:

33.14 Definition
Sind (Ay, Vi1, ;) und (As, Vo, ag) affine Unterrdume von (A, V, «), dann sagt man
A, und A, sind zueinander
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parallel, wenn Vi C V, oder Vo C V4,
teilweise parallel, wenn Vy N Vy # {0} C V,
punktfremd, wenn A; N Ay = ();

windschief, wenn A1 N Ay =0 und V; NV, = 0.

Fiir Geraden und Ebenen im IR? sind diese Begriffe wohlvertraut.

33.15 Aufgaben

(1) Sei A eine Menge, V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und
t: Ax A—V eine Abbildung mit:

(A1) Fiir jedes P € A und jedes v € V' gibt es genau ein Q) € A mit
tP,Q)=wv.

(A2) Fiir alle P,Q, R € A gilt t(P,Q) + t(Q, R) = t(P, R).

Zeigen Sie, dafl damit ein affiner Raum (A, V, «) definiert werden kann.

(2) Sei V' ein K-Vektorraum mit Untervektorrdumen U, und Us.
Fiir ay,ay € V werden durch A; = a1 + Uy und Ay = ay + U, affine Unterrdume
des affinen Standardraumes (V,V, «) bestimmt. Beweisen Sie:

(i) Ay N Ay # 0 genau dann, wenn a; — ay € Uy + Us.
(ii) Ist V' = Uy @ Uy, so haben Ay und A, genau einen Punkt gemeinsam.
(3) Im affinen Standardraum V = IR® seien die folgenden Punkte gegeben:

Py=1(1,2,3,4,5), P =1(0,2,5,9,2), P,=(1,3,5,7,9)
Py =(3,-1,3,5,6), Py=(1,0,9,18,4)
(i) Berechnen Sie die Dimension des von Fy, ..., Py aufgespannten affinen Un-

terraumes U.

(ii) Bestimmen Sie den Durchschnitt von U mit der durch die Gleichung
2x1 + x9 — x3 + 224 — 225 + 3 = 0 gegebenen Hyperebene.
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34 Teilverhiltnis und SchlieBungssitze

Wir wollen in diesem Abschnitt ausfithren, welche elementargeometrischen Satze
in unserem Rahmen schon gezeigt werden konnen. Wichtiges Hilfsmittel dabei
ist die folgende

34.1 Definition
Seien (A,V,«) ein affiner Raum und P,Q,R € A drei Punkte, die auf einer
Geraden liegen, wobei P # (). Das eindeutig bestimmte A € K mit

PR = \PQ
heifit das Teilverhdltnis von P,  und R, und man schreibt A = TV(P, Q, R).
Eine erste Anwendung dieses Begriffs ist der

34.2 Strahlensatz
Seien (A, V,«a) ein affiner Raum und G, G' Geraden in A, die sich in einem
Punkt S € A schneiden. Sind P,Q Punkte # S auf G und P',Q’ Punkte # S
auf G', so sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) Die Geraden (P, P') und
(Q, Q") sind parallel;
(b) TV(S,P,Q)=TV(S,P,Q);

(¢) QQ' = TV(S, P,Q)PP.

Beweis: Setze A = TV(S,P,Q) und X' = TV(S, P',Q’). Nach Voraussetzung
sind P # P’ und Q # @'.
— —
(a)=(b) Sind (P, P’) und (Q, Q') parallel, so ist QQ' = uPP’, ue€ K.
— —
Nach Voraussetzung gilt SQ = ASP und SQ’ = X'SP’ und damit

AIW—AS’_I)’:W—@:@ = /ULP_P;:;LS_IJ—/ULS_I)).
Da SP' und SP linear unabhingig sind (denn G ist nicht parallel zu G'), folgt
also N ==\
(b)=(c) Es gilt QQ' = SQ' — §Q = A(SP' — SP) = APP".
(¢)=(a) Aus (c) folgt (PP) = (QQ"), d.h. (P, P') ist parallel zu (Q,Q'). O

Der Strahlensatz ermdoglicht nun den Beweis der folgenden Sétze, die auch
bei einem axiomatischen Zugang zur Geometrie von Bedeutung sind:
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34.3 Satz von Desargues

Sei (A, V,«) ein affiner Raum, und
seien G, G', G" drei Geraden in ei-
ner Ebene, die sich in einem Punkt
S schneiden. Auflerdem seien wvon p P
S werschiedene Punkte P,QQ € G, !
P.Q € G'" und P",Q" € G" gege-

ben. Dann gilt: Ist (P, P') || (Q,Q") Q f Q"
und (P', P") || (@', Q"), so ist NQ/\

(P, P"Y [ Q. Q"). ¢ ¢ ¢

Beweis: Aus dem Strahlensatz folgt unter den gegebenen Voraussetzungen
TV(S,P,Q) =TV(S, P',Q') und TV(S,F',Q") =TV(S, P, Q"),

also TV(S, P,Q) = TV(S, P",Q").
Wiederum mit dem Strahlensatz ergibt sich daraus (P, P") || (@, Q"). O

34.4 Satz von Pappus

Seien (A, V,a) ein affiner Raum, G
und G’ Geraden in A mit
Schnittpunkt S, sowie P,Q,R € G
und P',Q', R € G', jeweils von S
verschieden. Ist (P, Q') || (@, R')
und (P, Q) || (@', R), dann ist

(P.P) || (R, ). A »

Beweis: Aus dem Strahlensatz folgt

— —
A:=TV(S,P,Q)=TV(S,Q', R), also S§ = ASP und SR = \SQ;
— —
p="TV(S, P, Q) =TV(S,Q,R), also SQ' = uSP' und SE = nS0.

— —
Somit ist SE = AuSP und SR = A\uSP', also TV(S, P, R) = TV(S, P', R').
Wiederum mit dem Strahlensatz erhalten wir daraus (P, P') || (R, R'). O

Auf dhnliche Weise kann man zeigen:
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34.5 Scherensatz

G, G' seien Geraden im affinen Raum
(A, V,«) mit den Punkten Py,P5,Qq,
Q2 € G\ G' und P|,P},Q},

Qy € G'\ G. Ist (P, PY) || {Q1, QY),
(Pr, P3) || {Q1, Q) und

(Py, P)) || (Qa2, @), dann ist

(P2, P3) [| (@2, Q%) P P 0O, Q>

Sind P, (), R Punkte auf einer Geraden, so nennt man R den Mittelpunkt von
PQ, wenn TV(P,Q, R) = 3.

Als weitere Aussagen der affinen ebenen Geometrie (iiber @) seien genannt:

Die Diagonalen eines Parallelogramms schneiden sich in ihren Mittelpunkten.

Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt und
teilen sich im Verhdltnis 2 : 1.

34.6 Aufgaben

(1) Sei (A,V,«) ein affiner Raum iiber einem Korper K. P,Q,R € A
seien paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden mit Teilverhéltnis
TV(P,Q,R) =X € K.

Berechnen Sie alle méglichen TV (X, Y, Z) mit {X,Y,Z} = {P,Q, R} in Ab-
héngigkeit von .

(2) Beweisen Sie den Kleinen Satz von Pappus:
(A,V,«) sei ein affiner Raum iiber einem Koérper K, und g # h seien zwei
parallele Geraden aus A mit Punkten Py, Py, Py € g und QQ1,Q2, @3 € h. Dann
gilt:

Ist (P1, Q2) || (P2, Qs) und (P2, Q1) || (P5, Q2), so ist {(P1, Q1) || (P35, Qs)-

Fertigen Sie eine Zeichnung an.

(3) (X, V,«) sei ein affiner Raum tiber dem Korper K mit Char K # 2,3. A, B
und C' seien drei Punkte aus X, die nicht auf einer Geraden liegen. Bezeichne
M,, My, M. die Mittelpunkte der jeweils den Punkten A, B,C" gegeniiberliegen-
den Seiten des Dreiecks ABC.

Zeigen Sie, daf} sich die drei Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC' in einem
Punkt S schneiden, und daf3 gilt:

TV(A’ o Ma) - TV(B, S, Mb) = TV<C7 S, MC) - 2

Welche Situation ergibt sich fiir den Fall Char K = 37
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(4) (X,V,«) sei ein affiner Raum iiber dem Koérper K. A, B,C seien drei
Punkte aus X, die nicht auf einer Geraden liegen, und g sei eine Gerade, welche
die Geraden (B,C'), (C,A) und (A, B) in den Punkten P, () und R schneidet.

Zeigen Sie, dafi die Mittelpunkte der Strecken AP, BQ) und C'R auf einer
Geraden liegen.

(5) Sei (A, V,a) ein zwei-dimensionaler affiner Raum iiber einem Kérper K.
Zeigen Sie:

(i) Zwei Geraden in A sind entweder parallel, oder sie besitzen genau einen
Schnittpunkt.

(ii) g # h seien zwei parallele Geraden in A, und Py, Py, P3 € g, Q1,Q2,Q3 € h
seien verschiedene Punkte.

Genau dann ist TV (P, Py, P3) = TV(Q1, Q2, Q3), wenn die Geraden (P;, Q1),
(Ps, QQ2) und (Ps,Q3) sich in einem Punkt schneiden oder alle parallel sind.
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35 Affine Abbildungen

Zu algebraischen Strukturen wie etwa Gruppen und Moduln haben wir jeweils
die strukturerhaltenden Abbildungen betrachtet. Wir tun dies auch fiir affine
Réaume:

35.1 Definition
Seien (A1, Vi, 1) und (As, Vs, as) affine Raume. Eine Abbildung f : A — A,
heiit affin, affiner Homomorphismus oder auch Affinitdt, wenn fiir jedes O € A;
die Abbildung

fr:Vi— Vo, OP = FO)f(P),

ein Vektorraumhomomorphismus ist.
f heifit semiaffin, wenn fy, eine semilineare Abbildung ist (bzgl. eines Kor-
perautomorphismus ¢ von K, vgl. 28.1).

Wir stellen einige Beobachtungen zu Affinitdten zusammen. Einige davon
gelten auch fiir Semiaffinitéiten.

35.2 Beschreibung von Affinititen
Sei f 1 Ay — Ay eine Affinitdt. Dann gilt:

(1) Fir P,Q € A, gilt J(P)J(Q) = fv(PQ).

(2) Die zugehdorige Abbildung fv : Vi — Vs, OP f(O)f(P) ist unabhdngig
von der Wahl von O € A;.

(3) Zu einem Vektorraumhomomorphismus g : Vi — Vo und Oy € Ay, Oy € Ay
gibt es genau eine Affinitat f : Ay — A mit f(O1) = Oy und fy = g.

Beweis: (1) Fiir P,Q € A gilt:

f(P) Q) = —fO)f(P)+ fO)[(Q)
= —fv(OP) + f,(0OQ)
= fv(m+@) = fv(@)-

(2) Seien @, 0" € Ay, und bezeichne f{, die Abbildung
fr:Vi—=Va OP w— f(O)f(P), P €A
Ist v=0P = 0P €V, fir P,P' € A, so gilt mit (1)
/ T ONE PR NP OP) —
fv(v) = fF(O)f(P) = fv(O'P) = fv(OP) = fy(v).
(3) Die Affinitat f : Ay — A, ist gegeben durch
f(P)=0y+g(O,P) fiir P € A,.
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Beispiel
Nach den Ausfithrungen zu (3) ist fiir jeden affinen Raum (A, V, «) der Identitét
idy und jedem Punktepaar O;, 0, € A die Affinitédt
A—>A, Pl—>02+011 = Ol—i‘OlOQ—i‘Olﬁ
P+ 0,0,
zugeordnet. Man nennt diese die Translation mit dem Vektor O;0s.

Eine Translation ¢ : A — A ist somit schon durch das Bild eines Punktes
O € A bestimmt. Es gilt dann

t(P) = P+ 0(0).

Offensichtlich ergibt die Hintereinanderausfithrung von zwei Translationen
wieder eine Translation.
Die Menge der Translationen bildet eine additive Gruppe (=~ (V, +)).

35.3 Eigenschaften affiner Abbildungen
Sei f: Ay — Ay eine Affinitat von affinen Rdumen. Dann gilt:

(1) Fir P,Q € Ay gilt f(P) = f(Q) genau dann, wenn fv(@) =0.
(2) Fliir kollineare Punkte P,Q, R € Ay gilt

TV(P,Q, k) =TV(f(P), f(Q), f(R)).

(3) Ist By affiner Unterraum von Ay, so ist f(B) affiner Unterraum von A,.

(4) Sind By und Cy parallele affine Unterrdume von Ay, so sind f(By) und
f(CY) parallele affine Unterrdume von As.

(5) Ist By affiner Unterraum von As, so gilt f~1(By) = 0, oder f~'(Bs) ist
affiner Unterraum von A;.

(6) Sind By und Cy parallele affine Unterrdume von Ay, so sind f~'(By) und
F7HCy) parallele affine Unterrdiume in Ay, wenn beide Urbilder nicht leer
sind.

Beweis: (1) Ist f(P) = f(Q), so gilt 0 = f(P)f(Q) = fv(PQ).
(2) Sei TV(P,Q,R) = A € K, also PR = APQ. Dann ist

F(PYF(R) = fv(PR) = fy(\PQ) = My (PQ) = M\f(P)F(Q),

also TV(f(P), f(Q), [(R)) = A.
(3) Ist By = P+ Vg, so gilt  f(By) = f(P) + fv (V).
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(4) Sind Vg, bzw. Vg, die Vektorraume zu B; bzw. C1, und gilt Vg, C Vg,
so folgt fv(Vg,) C fv(Ve,).
(5) Sei By = py + Vp,. Ist f71(By) # 0, so gibt es ein P, € A} mit f(P)) =
P, € By, und es gilt
fH(B2) = Pi+ fy ' (V,).
(6) Ist Co = Qo + Ve, und Vg, C Vg, so ist f‘;1<VBQ> C f‘;l(VCQ). O
35.4 Komposition von Affinitidten

Sind f : Ay — Ay und g : Ay — Az affine Abbildungen, so ist auch deren
Komposition go f : Ay — As eine affine Abbildung.

Beweis: Fiir g o f haben wir
OP + go f(0) go J(P) = gv(F(O)(P)) = gv o fy(OP).

Damit sieht man, dafl dies eine affine Abbildung ist. a

Eine affine Abbildung f : A; — A, ist offensichtlich genau dann bijektiv,
wenn der zugehorige Vektorraumhomomorphismus fy : Vi — V5 bijektiv ist.

35.5 Affine Bijektionen
Sei (A, V,«a) ein affiner Raum. Die Menge Aff(A) der affinen Bijektionen bildet
eine Gruppe, die Gruppe der Affinitédten von A.
Die Abbildung
Aff(A) — End(V), f+— fv,

ist ein Gruppenhomomorphismus. Sie hat als Bild die linearen Automorphismen
von V (GL(V)).
Der Kern der Abbildung besteht aus den Translationen von A.

Beweis: Nach 35.4 ist die Komposition von affinen Abbildungen affin. Damit ist
die erste Behauptung klar.

Sind f und g Affinitéten, so gehort nach 35.4 zu g o f die lineare Abbildung
gv o fv, also ein Homomorphismus.

fv ist genau dann die Identitdt, wenn f Translation ist. a

35.6 Kennzeichnung von Affinititen
Fiir eine Abbildung f : Ay — As von affinen Raumen sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) f ist eine Affinitit;

(b) es gibt zwei Punkte Oy € Ay, Oy € Ay und einen Vektorraumhomomor-
phismus fy : Vi — Vo mit

f(P) = O, + f(O:P) fiir P € A,.
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Ist Char K # 2, so sind dazu dquivalent:

(c) f laft das Teilverhdltnis von je drei kollinearen Punkten invariant;
(d) firae K, P,Q, P’ Q’ € A, gilt:
Ist P' = aPQ, soist f(P)f(Q) = af(P)f(Q).
Beweis: (a)<(b) ergibt sich aus 35.2.

(a)=(c) wurde bereits in 35.3 gezeigt
(2)=(d) F(P)F(@) = I (PQ) = fu(aPG) = afu(PG) = af(P)F(Q).

(d)=(a) Fir O € A; definieren wir fy(v) = f(O)f(O + ).
Dann gilt fiir alle P,Q € A

fv(PQ) = f(0)f(0 + PQ) = [(P)F(Q),
denn fiir v = ]@ folgt aus 1@ =00 + @:

v(PQ) = f(O)f(O + PQ) =

Die Linearitédt von fi, ersicht man aus

frv+w) = JO)F(O+v+w)
= fO)f(O+0v)+ f(O+0)f(O+v+w) = fv(v) + fv(w),
fv(rv) = FO)F(O +rv) = rf(O)f(O+v) =rfv(v).
(¢)=(d) folgt aus dem Strahlensatz (34.2):

O

Wir wissen, dal durch die Bilder einer Basis ein Vektorraumhomomorphismus
eindeutig festgelegt ist. Analog haben wir fiir affine Raume:

35.7 Bestimmung von Affinitédten
Seien (A1, V1, 0q) und (Ag, Va, o) affine Raume.
Bilden Py, ..., P, eine Basis von Ay, so gibt es zu Punkten Qy,...,Q, aus As
genau eine Affinitit f : Ay — Ay mit
f(P)=Q; firi=0,...,n

Bilden die Qq, . ..,Q, eine Basis von As, so ist [ eine bijektive Affinitdt.
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Beweis: Nach Voraussetzung bilden die Vektoren F, _P>1, o Py f’n eine Basis von
Vi, und QoQ1, . .., QoQ, sind Vektoren in V5. Damit haben wir einen Homomor-
phismus

fV:‘/I_)‘/% POEZ'}_)QOQ% Z:177n
Fur P = Po—i-]? setzen wir

f:Ai— Ay, P Q0+fv(ﬁ)f))-

Sind die QQ;, i = 1,...,n, eine Basis von V3, so ist fy ein Isomorphismus,
und f ist bijektiv. a

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir Affinitéiten sind die

35.8 Projektionen auf einen Unterraum
Sei (A, V,a) ein affiner Raum. (A1, Vi,aq1) und (Ag,Va, o) seien affine Un-
terraume mit V.=V, & V5. Dann gilt:

Zu jedem P € A besteht (P+ V)N Ay aus genau einem Punkt, die Zuordnung

p:A—>A, P|—>(P+V1)HA2,

ist eine Affinitit von A mit pop =p, p(A) = Ay, und fiir Q € Ay gilt p~1(Q) =
Q+ V1.
Man nennt p die Projektion auf A, langs A;.

Beweis: Betrachten wir die Vektorraumprojektion
py:V =V, v=uv4+vy — vy

Dafiir gilt py (V) = Vs, py o py = py und Kern pyy = Vi. Wir wihlen nun einen
Punkt Oy € A5 und definieren die Affinitat

prA— A POy +py(O:P).
Wegen pV(OQ?’) € Vs ist p(P) € As. Es gilt p(Os) = O, und fiir v = OP; haben

WIr

PP(P):Ozp(P)—Oﬁj:pv(O?)))—0?5:’02—71:—’01 e V.

—_—
Daraus ergibt sich p(P) =P+ Pp(P)=P —v, € P+ V].
Wegen V) NV, = 0 ist p(P) der einzige Punkt in (P 4 Vi) N Ay, und p ist die
in der Behauptung angesprochene Abbildung. Fiir sie gilt
pop(P) = p(Os+py(0.P))

= 0 +pv(02, O3 + pv (0,1 ))

= Oy +pvopy(0.P)

= Oy +pv(0.P) = p(P).
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Auflerdem ist
P(A) = 05+ py(V) = 05 + Vo = Ay,

Fiir alle Q) € A, ist O@ € V5, und daher
p(Q) = Oy +pv(m) =0 + OTQ =Q.

Somit ist Q € p~'(Q) und

p Q) =Q+py' (0v) = Q + Kernpy = Q + V.

Beispiel
Wir wollen uns den oben betrachteten Fall im IR® mit einer Geraden A; und
einer Ebene As veranschaulichen:

P

In 33.5 haben wir gesehen, daf§ in jedem affinen Raum (A, V, «) eine Bijektion
zwischen den Mengen A und V besteht. Die dort betrachtete Abbildung ergibt
sogar eine Affinitét zwischen (A, V) «) und dem Standardraum zu V (vgl. 33.4).

35.9 Affinitdt zum Standardraum
Sei (A,V,«) ein affiner Raum und (V,V,+) der affine Standardraum iber V.
Dann bestimmt fiir ein (beliebiges) O € A die Abbildung

to: A—V, Pr—>0—}§,

eine bijektive Affinitat (einen affinen Isomorphismus) (A, V,a) — (V,V,+).
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Beweis: Nach Definition gilt fiir P,Q € A

to(P) 10(Q) = to(P) — to(Q) = 0@ — OP = PG = idy(PQ).

—_— s
Die Zuordnung PQ — to (P)to(Q) = idv(m) ist also ein Vektorraumhomo-
morphismus, d.h. to ist eine Affinitét. O

Fiir einen K-Vektorraum V' mit Basis vq,...,v, haben wir Koordinateniso-
morphismen definiert:

w:V - K" v +—e, e Standardbasis.

Setzen wir diesen Isomorphismus mit dem in 35.9 betrachteten zusammen, so
erhalten wir auch Koordinaten fiir einen affinen Raum:

35.10 Definition
Sei (A, V, a) ein n-dimensionaler affiner Raum tiber K. Ist F,..., P, eine Basis
(Koordinatensystem) von A, so nennt man die Abbildung

op: A — V. — K"

P — RF — e,
die zu Py, ..., P, gehorige Koordinatendarstellung.
Fir Pe Aist P=FPy+ >, P 13Z mit eindeutig bestimmten r; € K, und es
i=1

gilt
op(P)=(r1,...,rn) € K".

Fafit man K™ als affinen Raum auf, so ist gp eine bijektive Affinitét (affiner
[somorphismus).
Sei nun @y, ..., R, eine Basis von A mit Koordinatendarstellung

0g: A=V = K" Qi QoQir e
Somit haben wir das kommutative Diagramm mit affinen Isomorphismen
A 5V R
1 ltqotp"  leqoop!
A 2%y 28 gn

Wir wollen feststellen, wie sich die zugehorigen Koordinaten transformieren.
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35.11 Transformation von Koordinaten

Mit den obigen Bezeichnungen seien op(X) und oq(X) fir X € A die zugehori-
gen Koordinaten. Dann gibt es genau eine Matriz T € GL(n, K) und einen
Vektor w € K™ mat

00(X) =u+op(X)T  fir alle X € A.
Dabei ist u = pg(F).
Beweis:
00(X) = 9o(QX) = SOQ(QOPOJrP—X) 00(QoBy) + po(PoX)
= 0(P) +¥q 0 ¢p' o pp(RX)
= 00(P) +pq 0 vp' (er(X))
(

= 00(Ry) + op(X) - Matg(pq 0 ©p')
= QQ(PO —|—QP(X) -MatQ,p(idv).

Mit v = pg(Fp) und T'= Matg p(idy) haben wir die gewiinschte Beziehung. O
35.12 Satz
Seien (A,V,«a) ein affiner Raum und (P, ..., P,) ein Koordinatensystem. Dann

gibt es zu jeder invertierbaren Matric T € K™™ und zu jedem u € K™ genau
ein Koordinatensystem (Qo, . .., Qn) von A mit

0g(X) =u+ op(X)T fiir alle X € A,
wobei pp, 0o die entsprechenden Koordinatendarstellungen bezeichnen. Es ist

Qo = op' (—uT™") und
Qi = op'(e T —uT™Y) firi=1,...,n

Beweis: Zu einer Basis PyP, ..., PP, von V und invertierbarem 7' € K"
gibt es genau eine Basis W = (wy, ..., w,) von V mit

Matwyp(idv) =T.
Damit sind die obigen Behauptungen leicht nachzupriifen. O

35.13 Definition

Seien (A,V,«a) ein affiner Raum und (F,..., P,) ein Koordinatensystem. Als
Koordinatentransformation bezeichnet man jedes Paar (u,7T) mit v € K™ und
T € GL(n, K) und den Transformationsgleichungen

0o(X) =u+op(X)T  bzw. op(X) = (QQ(X) - u)T‘l.
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Sehen wir uns dazu ein Beispiel in einer affinen Ebene an.

Beispiel
Uber einem Kérper K betrachten wir den Standardraum (K?, K2 «) mit dem
kanonischen Koordinatensystem

(Po, P1, Py) = ((0,0),(1,0), (0, 1)).

Als neues Koordinatensystem wollen wir

(Qo, @1, Q2) = ((1,1),(4,1),(2,3)).

Zu dem beliebigen Punkt X = (z1,22) = Py + 1Py Py + 22y P, berechnen wir
00(X) = (y1,y2). Zunichst suchen wir oo (Fp), 0o(P1), 0g(FP2):

—

QP = (=1,-1) = u(3,0) +12(1,2) = —§(3,0) = 5(1,2),
= 0o(R) = (—-3):

QO—Pl> = (07—1) = é<370>_%<172>7

7wl = (6-1)

QP2 = (-1,0) = _%(370)4'0(172)7
= 0(P) = (=40

Damit finden wir nun

1 1 L
cei=(4-4). 7] )
G 1y
und haben dann die Transformationsgleichnungen
11 10
(yhy?) - (_7_> +(.T17$2) ( :% 1) .
6 2 6 2

Zum Beispiel finden wir fiir den Punkt X = (3,2) die neuen Koordinaten

11 1 11 11
X)=(_212.3_2.9 4. 9)—(22)
9e(X) ( 63 6 “ 373 ) (2’2)

Wir konnen diesen Sachverhalt in folgender Skizze veranschaulichen:
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[ ] P2 QO ‘Ql

B P

>
-

In Abschnitt 14 haben wir gesehen, dafl sich die Losungsmenge eines Glei-
chungssystems
($1,...,xn)B = (bla--'abn)

mit B € K™" in der Form (ay,...,a,) + U schreiben liBt, wobei aq, ..., a,
eine partikulire Losung ist und U der Losungsraum des zugehorigen homogenen
Systems, ein Untervektorraum von K™.

Mit der inzwischen eingefithrten Terminologie kénnen wir sagen, dafl die
Losungsmenge ein affiner Unterraum im Standardraum K™ ist. Andererseits ist
jeder Unterraum darin von der angegebenen Form, ist also Losungsmenge eines
geeigneten Gleichungssystems.

Mit Hilfe der Koordinatendarstellung kénnen wir zeigen, daf in jedem affinen
Raum die affinen Unterrdume in analoger Weise beschrieben werden kénnen:

35.14 Darstellung von affinen Unterrdumen
Seien (A, V,a) ein n-dimensionaler affiner Raum und Py, ..., P, ein Koordina-
tensystem mit Koordinatendarstellung op.

Zu jedem p-dimensionalen Unterraum A’ C A gibt es eine Matriz B € K™
und einen Vektor b € K™ mit Rang B = n —p = m, so daf$ die Losungsmenge
des linearen Gleichungssystems

affin isomorph zu A’ ist. Es gilt

A" = op' (Losung von (%)) "~ (aq, ..., a,)+homogene Lisung.

Man nennt (x) eine Darstellung von A’.
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Beweis: Der zu pp(A’) gehorende Vektorraum U C K™ hat die Dimension p, ist
also Losungsmenge eines homogenen Systems

B =0, mit B € K™ RangB =n—p=m.

Fiir einen Punkt Q € A’ setzen wir b = pp(Q)B. Dann ist op(Q) eine Losung
des Gleichungssystems

xB = b, mit der Losungsmenge op(Q) + U = op(A’).

Beispiel
Im Q* mit dem kanonischen Koordinatensystem sei der affine Unterraum

A’ = ((0,0,0),(7,3,8), (0,6, 1), (14,12, 17))

gegeben. Wir wollen dazu ein Gleichungssystem finden. Der zugehorige Vektor-
raum ist

((7,3,8),(0,6,1),(14,12,17)) = ((7,3,8),(0,6,1)),

also ist dim A’ = 2. Da der Nullpunkt (des kanonischen Koordinatensystems)
in A’ liegt, wird die Darstellung von A’ ein homogenes System sein. Das Glei-
chungssystem

Gonls) =0
06 1) — \o
i3
hat (45, —7,42)" als Losung, und die Gleichung fiir A" ist daher
45
([L’l,LCQ,.Tg) -7 =0.
42

Uberlegen wir uns nun, wie die Darstellung des Durchschnitts von zwei affinen
Unterrdumen aussieht.

35.15 Durchschnitt affiner Unterridume

(A, V,«) sei affiner Raum, Py, ..., P, ein Koordinatensystem und op die Ko-
ordinatendarstellung. Ay und Ay seien affine Unterrdume mit den zugehdrigen
Gleichungen

(G].) l’Bl :bl, Bl GKn’ml, bl GKml, mq :n—dimAl,
(GQ) rBy; = bQ, B; € Kn’mZ, by € sz’ Mo =N — dlmAg

Setze B = (By, By) € K™™¥™m2 b= (by,by) € K™ und
(G) B =0

Mt diesen Bezeichnungen gilt:
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(1) (G) ist das zu Ay N Ag gehorige Gleichungssystem, also
Ay N Ay = op' (Lisung von (Q)).
(2) Ay und Ay sind genau dann parallel, wenn
Rang(B) = max(Rang By, Rang Bs).

(3) Ay und Az sind teilweise parallel (Vi NV, #0), wenn Rang B < n.
(4) Ay und As sind windschief, wenn Rang B = n und (G) keine Losung hat.

Beweis: (1) Da gp injektiv ist, gilt

or(A1NAs) = op(A1) Nop(As)
= Losung von (G1) N Losung von (G2)
= Losung von (G).

(2) bis (4) folgen aus den Beziehungen Kern B = Kern B; N Kern By und
Rang B; = n — dim Kern B; fiir 1 = 1, 2. O

Folgerung
Jeder affine Unterraum ist Durchschnitt von Hyperebenen.

Wir wollen noch eine Berechnungsmoglichkeit fiir die Gleichung einer Hyper-
ebene angeben, die durch n linear unabhéngige Punkte erzeugt wird.

35.16 Gleichung von Hyperebenen
Sei (A, V,«a) ein affiner Raum mit Koordinatensystem (P, ..., P,) und Koordi-
natendarstellung op. {Q1,...,Qn} seien linear unabhingige Punkte in A. Zur

Matrix
QP(Ql) 1
A= c Kn+1,n+1
QP(Qn) 1
0 1

bilden wir die adjunkte Matriz Ad(A) = (Aw) (siehe 16.5) und setzen

B = (Aui11,- s Ansin) € K™,
b - _An—i-l,n—l-l € K .

Dann ist B = b eine Darstellung der von Q)+, ...,Q, erzeugten Hyperebene.
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Beweis: Fiir ) € A bilden wir die Matrix

QP(Q1) 1
A _ : : oLl
(Q) QP(Qn) ©
or(Q) 1

mit op(Q) = (x1,...,2,), Tnr1 = 1. Die Entwicklung nach der (n + 1)-ten Zeile

ergibt
n+1

det A(Q) = Z xiA<Q)n+l,i-
i=1

Man beachte, dafl die Koeffizienten A(Q),+1,; = An41; unabhéngig von @ sind
und daher — nach Festlegung von B und b —

det A(Q) = Z CL’Z‘ATH_LZ' — (_An+1,n+1> = l‘B — b
i=1

Offensichtlich ist det A(Q;) = 0,7 =1,...,n, und somit

(Q1,...,Qn) C{Q € A 0p(Q)B = b}.

Es ist noch B # 0 zu zeigen, dann gilt Gleichheit aus Dimensionsgriinden.
Aus B = 0 folgt fiir alle @ € A

det A(Q) = —b=det A(Q1) = 0.

Nach Voraussetzung kann @)y, ..., Q, aber durch ein @)y zu einem Koordinaten-
system ergianzt werden, und dann gilt

QP(Ql) —op(Qo) O

det A = : : 0,
AT @~ oo 0|7
or(Qo) 1
da die op(Q;) — 0p(Qo) linear unabhingig sind. Also ist B # 0. O

Beispiel
Im Q*-Standardraum seien die Punkte P = (py,p2), @ = (q1, ¢2) gegeben. Nach
obigen Ausfithrungen bilden wir

p1op2 1 Dy — g
A=|qa ¢ 1|, B:<2 2)7 b= paqi — p1Go.
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Als Gleichung fiir die Hyperebene (Gerade) durch P und @) erhalten wir

P2 — @2 >
T, - - )
(21, 22) <_p1 ta P2 — P12
und dquivalent dazu die bekannte Form
b2 Q27D
T —p1 Q- P

35.17 Aufgaben

(1) Im affinen Standardraum V = IR* seien die folgenden affinen Unterraume
gegeben:

Ay = ((—1,2,-3,4)),
Ay = ((0,1,2,3),(2,5,7,3)),
A = ((1,2,3,0),(1,2,0,1),(0,1,7,2))

Priifen Sie fiiri, j € {1,2,3}, ob A; und A; zueinander parallel, teilweise parallel,
punktfremd oder windschief sind.

(2) Im affinen Standardraum IR* sei folgendes Koordinatensystem gegeben:
Py, =1(0,0,0), P, =(1,1,0), P, = (1,0,1), Py = (0,1,1).
(i) Berechnen Sie den Vektor u sowie die Matrix T' (siehe §35), die die Koor-
dinatentransformation in das folgende Koordinatensystem bewirken:

QO = (17 17 1)5 Ql = (2a 173); QQ = (0707())7 Q3 = (27372)

(ii) Geben Sie die zum Koordinatensystem (Qo, @1, Q2, Q3) gehérenden Koor-
dinatendarstellungen der folgenden Punkte aus dem IR* an:
A=(1,5,4), B=(0,2,—1), C = (1,4,0).

(3) Der affine Standardraum IR® sei mit dem kanonischen Koordinatensy-
stem ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) versehen. Auf welches Koordinatensy-
stem fiihrt die durch

(4) Betrachten Sie die affinen Unterrdume im affinen Standardraum IR*:

2))

1 3
=(2,0,1) und T:=|2 0
2 7

© o

gegebene Koordinatentransformation?

Ay = {(0,1,0,-1),(2,3,4,5), (1, ~1),(0,0,0, —
—1 )

Ay = ((1,-3,1,-3),(2,—4,1, 2)( 1 1, 5;
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(a) Berechnen Sie die Dimensionen von A; und As.

(b) Fiir Ay und Ay gebe man jeweils ein lineares Gleichungssystem an, fiir das
Ay bzw. Ay Loésungsmenge ist.

(c) Ermitteln Sie eine Parameterdarstellung fiir den affinen Unterraum A;NA,.
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36 Affine Quadriken

Sei (A, V) a) ein affiner Raum iiber einem Korper K.
Fiir eine affine Abbildung f : A — K ist die Menge der Urbilder von 0 € K

{PeAlf(P)=0}

eine Hyperebene in A.

Im folgenden wollen wir uns mit der Urbildmenge von 0 bei quadratischen
Abbildungen befassen. Obwohl die quadratischen Abbildungen nicht unbedingt
in die lineare Algebra gehoren, sind die damit verbundenen Fragestellungen doch
weitgehend mit linearen Methoden zu behandeln. Wir werden dabei auf die Theo-
rie der (symmetrischen) Bilinearformen auf Vektorrdumen zuriickgreifen.

36.1 Definition
Sei (A, V,«) ein affiner Raum. Eine Abbildung h : A — K nennen wir quadra-
tisch, wenn fiir jedes Py € A gilt:

W(P) = h(Py) + B(PoP, BoP) + 2fp (P P), P € A,

wobei #: V x V — K eine nicht-triviale, symmetrische Bilinearform und fp, :
V' — K eine Linearform ist.

Wir werden gleich zeigen, daf die zugehorige Bilinearform 3 unabhéngig vom
Ausgangspunkt F ist, wihrend die Linearform fp, von der Wahl von F, abhéngt.

36.2 Abhingigkeit vom Ausgangspunkt
Seien (A,V,«a) ein endlich-dimensionaler affiner Raum und h : A — K eine
quadratische Abbildung. Dann gilt fir Py, Qo € A:

(1) h(P) = B(BP,RyP)+2fp(PoP) + h(F)
= B(QoP, QuP) +2fq,(QuP) + h(Qo)
mit  fn—fao, = B(QuR,-)
h(Py) = h(Qo) = B(FoQo: PoQo) + 2fay(FsQs)
(2) Ist fo, = 5(@, —) fir ein X € A, dann kann man Py € A so wdhlen,
daf fp, =0, d.h.
h(P) = B(PoQo, PoQo) + h(Py).
Dies gilt zum Beispiel, wenn 3 nicht-singuldr ist.
(3) Ist die Voraussetzung von (2) nicht erfillt, dann kann man Py € A so
wdhlen, daff h(Py) = 0, also

h(P) = B(BP, BoP) + 2fr,(RP).



36. AFFINE QUADRIKEN 277

Beweis: (1) Mit QuP = PyP + Qo P, erhalten wir
B(QoP,QoP) = B(PyP + Quby, PoP + Qo)
= B(PP, Fo?) +26(PyP, Qo Fy) + B(QoFo, Qub%),
2fa(@oP) = 2fa(RP) + 2, (@),
h(Qo) = h(FP) — B(QuFo, QuFo) — 2fq,(QuF).

Somit erhalten wir durch Einsetzen
W(P) = B(QoP,QoP) + 2fq,(QoP) + h(Qo)
= ﬁ(ﬁ, 135?’) + 26(PyP, QoP) + B(QoPo, Qo Fy)
+2fQo<m> + 2fQo(iETOﬁ) + h(P()) - 2fQo(m>
(2) Wiihle Py € A so, daB fo, = —3(—, QoPp). Dann haben wir
WP) = B(RP,RP)+28(RP,QoBy) + 2fa,(FoP) + h(Py)
= B(BP,PP) + h(D).
(3) Sei nun fo, # B(QoX, —) fiir alle X € A.

Dann gibt es ein

Py € Amit B(QoP1,—) =0 und fo,(QoP}) # 0.

Setzen wir Py = Qo + 5QO—P1) mit 6 = LQ_(])), so ergibt sich
2fqo(QoP1)
W(Po) = h(Qo)+ B(QoFo, QoF) + 20, (QoF)
— Qo) + PAQPL ) 2 M) @) = 0
-0 2fQ0(QOP1)

O

Fiir Berechnungen zu quadratischen Abbildungen sind natiirlich wiederum
Koordinatendarstellungen vorteilhaft:

36.3 Die Koordinatenform

Sei (A,V,a) ein n-dimensionaler affiner Raum mit dem Koordinatensystem
(Po,...,P).

Ist h: A — K eine quadratische Abbildung und X = Py + i x; Py P;, so gilt
i=1

i,j=1 i=1
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mit B;; = B(PoP;, PoP;) und v; = fp,(PoP;).
Setzt man x = (z1,...,2,), B = (6;;) und C = (7,... ), so kann man
dies schreiben als

h(X) = h(Py) + xBx' + 22C.
Man nennt dies die Koordinatenform der quadratischen Abbildung.

Durch geeignete Transformationen konnten die Matrizen von symmetrischen
Bilinearformen auf Diagonalform gebracht werden. Mit einem geschickt gewahl-
ten Koordinatensystem im affinen Raum A kénnen wir auch die Koordinatenform
von quadratischen Abbildungen standardisieren.

36.4 Hauptsatz iiber quadratische Abbildungen

Seien (A,V,«a) eine affiner Raum iber K, Char K # 2 und h : A — K eine
quadratische Abbildung. Dann gibt es ein Koordinatensystem Py, ..., P, in A, so
daf$ h die folgende Koordinatenform hat:

(1) Ist fir ein Q@ € A fo = ﬁ(m, —) fiir ein geeignetes Py € A, so gilt

MX) =Y bal+e, 0#b,ceK firi=1,...,r <n.
=1

(2) Andernfalls kénnen wir ein Koordinatensystem so wdahlen, dafl
h(X) :Zbﬂ?—2l‘n, 0#£b,e K firi=1,...,r <n.
i=1

Dabei ist r der Rang der symmetrischen Bilinearform [3.

Falls K = IR, so kann b; =1 fiir1 <i<pundb; = —1 fiirp <i <r gewdhlt
werden.

Fiir K = C kann b; =1 fiir 1 <i <r erreicht werden.

Beweis: (1) Wie wir in 36.2 gesehen haben, fillt bei der vorgeschlagenen Wahl
von Py € A das lineare Glied in der Darstellung von h weg.

Nach Satz 27.10 kénnen wir eine Orthogonalbasis von V' beziiglich § finden
(d.h. (v, vj) = b;id;;). Damit haben h und § die angegebene Koordinatenform.

(2) Zunédchst wéhlen wir Py wie in 36.2(3) so, daB h(F) = 0. Da fiir alle
X € Agilt fp, # ﬁ(Po—X>7 —), gibt es ein

d, € V mit 5(d,,—) =0 und fp,(d,) = —1.
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Wiéhle nun eine Basis d,;1,...,d, von Kerng, : V. — V* v — f(v,—) (also
B(d;,—) = 0) mit fp, = 0 fir 7 < i < n. Diese Elemente ergénzen wir mit
dy,...,d. zu einer Orthogonalbasis von V beziiglich 3. Setzen wir dann

di =d, + fp(d)d, firi=1,...,r

so gilt fp(d;) = 0 fir i = 1,...,n — 1, und als lineares Glied bleibt in der
Koordinatenform von h nur —2z,, iibrig.

In 29.1 hatten wir uns iiberlegt, da8 iiber R die b; zu 1 normiert werden
kénnen. Uber € kann man sogar b; = 1 erreichen (vgl. 29.2). O

Beispiel
Betrachte die quadratische Abbildung
h: Q> — Q, (v,y) — 22—19y>+ 62— 38y +15
= (z+3)?—19(y + 1)® + 25.
Betrachten wir diese Zuordnung iiber den Korpern @, IR und C:

Uber @ setzen wir 2’ = 2+ 3, 3/ = y + 1 und erhalten

h(x',y') = 2™ — 19y + 25;

iiber IR konnen wir " = ', y" = /19 ¢/ setzen und

h(l’//, y//) — l‘”2 _ y//? _ 13’

iiber C ist 2" =2/, ¥y = /19 iy’ moglich und

h<x///’ y///) _ x///2 4 y///2 + 25.

36.5 Definition
Sei (A, V,a) ein affiner Raum. Unter einer affinen Quadrik in A wollen wir die
Nullstellenmenge einer quadratischen Abbildung h : A — K verstehen, also

{QeAlnQ) =0}
Anmerkung: Fiir jedes a € K ist auch
h:A— K, h(P)=hP)-a,
eine quadratische Abbildung. Die zugehorige Quadrik ist dann

{QeA|N(Q) =0} ={Q € A 1(Q) = a}.
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Zur Unterscheidung verschiedener Quadriken kénnen wir diese zunéchst in
eine Normalform bringen. Die dabei angegebenen Bezeichnungen orientieren sich
an der Realisierung der jeweiligen Punktmengen im Q® bzw. IR®:

36.6 Normalformen affiner Quadriken
Seien (A, V,a) ein affiner Raum tber einem Korper K, Py € A und h: A — K
eine quadratische Abbildung mit

h(P) = h(Po) + fr(PoP) + B(PoP, ByP).

Dann gibt es ein Koordinatensystem (Fy, ..., P,) von A, so daf§ fir QQ € A mit
h(Q) = 0 die Koordinaten op(Q) = (x1,...,x,) durch folgende Gleichungen
beschrieben werden (mit 0 < r = Rang B):

(1) Zr: biz? =0, b; #0 Quadratischer Kegel
i=1

(2) zrj bix? =1, b; # 0 Echte Mittelpunktsquadrik
i=1

(3) > bix? —2x, =0, r<n Paraboloid
i=1

Uber K = IR kann man erreichen:

(1) i z? — i z? =0, Quadratischer Kegel
i=1 i=p+1

(2) Zp: r? — 3 r? =1, Echte Mittelpunktsquadrik
i=1 i=p+1

(3) i z? — i x? — 2x, =0, Paraboloid.
=1 i=p+1

Uber K = C erhalten wir:

(1) S 2?=0, r<mn
i=1

(2) Y a?=1, r<mn

s.
=l
—

3) Y a?—2zr,=0, r<n.
i=1
Beweis: Die angegebenen Darstellungen konnen unmittelbar aus 36.4 abgeleitet
werden. 0

36.7 Definition

Seien (A1, Vi, a1), (Asg, Va, as) isomorphe affine Réume iiber dem Korper K.
Zwei Punktmengen M; C A; und My C Aj heiflen affin dquivalent, wenn es

einen affinen Isomorphismus f: A; — Ay mit f(M;) = M, gibt.

Es ist leicht einzusehen, dafl zwei affine Unterrdume M; C Ay, My C A,
genau dann affin dquivalent sind, wenn sie gleiche Dimension haben.

Es stellt sich die Frage, welche Quadriken affin dquivalent sind. Lassen wir
ausgeartete Félle beiseite, so konnen wir aus den vorangehenden Ausfithrungen
fiir reelle Radume folgendes feststellen:
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36.8 Klassifikation affiner Quadriken
Im n-dimensionalen reellen affinen Raum A seien zwei Quadriken My, My C A
gegeben, von denen keine in einer Hyperebene von A enthalten ist.

My und My sind genau dann affin dquivalent, wenn sie (bzgl. entsprechender
Koordinatensysteme) dieselben Normalformen besitzen.

Als Beispiele geben wir die Moglichkeiten in der reellen Ebene und im reellen
Raum an:

Quadriken in IR?:
(1) r=2: a?+y?>=0 ein Punkt

x?> —y* =0 zwei sich schneidende Geraden
r=1: 2 =0 (doppelt zihlende) Gerade

(2) r=2: 2*+y*=1 Kreis

z? —y*> =1 Hyperbel
—1’2 _ y2 =1 @
r=1: 2?2 =1 2 parallele Geraden
—2=1 0
(3) 2?2 — 2y =0 Parabel.

Quadriken in IR3:

(1) 22 +y*—22=0 Kegel
22 —y? =0 2 sich schneidende Ebenen
22 =0 Doppelebene

(2) 2?4+ y*+2>=1 Sphire
2?2 +9* — 22 =1 einschaliger Hyperboloid
2?2 —y? — 22 =1 zweischaliger Hyperboloid
2?2 +y? =1 Kreiszylinder
2?2 —y? =1 Hyperbelzylinder
22 =1 2 parallele Ebenen

(3) 2?2+ y*—22=0 elliptischer Paraboloid
22 —y? — 22 =0 hyperbolischer Paraboloid
2? — 2z =0 Parabelzylinder
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37 Euklidische Riaume

In den bisher betrachteten affinen Rdumen hatten wir weder Langen noch Win-
kel zur Verfiigung. Wie schon an den entsprechenden Stellen angedeutet, kann
man solche Groflen mit Hilfe des Skalarprodukts erfassen. Dies werden wir im
folgenden tun.

37.1 Definition
Ein affiner Raum (A, V, «) iiber IR (bzw. C) heifit euklidisch (bzw. unitdr), wenn
auf V' ein Skalarprodukt g definiert ist.

Beispiele

(1) Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, so ist der affine Standardraum
iiber V' euklidisch (bzw. unitér).

(2) Insbesondere ist fiir jedes n € IN der Standardraum [R" (bzw. C") mit dem
kanonischen Skalarprodukt ein euklidischer (bzw. unitérer) affiner Raum.

In solchen Rédumen kénnen wir weitere geometrische Begriffe einfiihren:

37.2 Definition
Seien (A, V, «) ein euklidischer affiner Raum mit Skalarprodukt 5 :V xV — IR.
Fiir Punkte P, Q, R € A betrachten wir

(i) die Strecke von P nach @
PQ={P+APQ|X€ R, 0<\<1},
(i) den Abstand von P und Q (die Linge von PQ)
d(P,Q) = |P.Q| = {3(PQ, PQ),
(iii) die Halbgerade durch @ mit Anfangspunkt P (falls P # Q)
PQ={P+)PO|\e R, \> 0},

(iv) den durch @, P, R gegebenen Winkel (falls P # @, P # R; vgl. 29.15)

B(PQ. PR)
=< [P

}ij_ heifit der Scheitelpunkt dieses Winkels, und die Halbgeraden ]}i) und
PR bezeichnet man als seine Schenkel (oder Halbachsen).

X QPR = %:(@, P_f)ﬁ) = arccos
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(v) den Winkelraum des Winkels ¥ QPR
< QPR={P+\PQ+uPR|0< )\ pe R}
Der Nachweis folgender Zusammenhiinge ist eine leichte Ubung:

37.3 Eigenschaften
Fiir Punkte P, Q und R im euklidischen Raum (A,V,«) gilt:

(i) PQ=QP
(ii) PQ = R) N C|2—P
(iii) HQ PR genau dann, wenn R € PQ
(iv) Mit |—,—|: Ax A — IR wird A zu einem metrischen Raum, denn:
|P,Q| >0, und |P,Q| =0 genau dann, wenn P = Q.
1P.Q| = |Q,P|

|P,R| <|P,Q| + |Q, R| (Dreiecksungleichung),
Gleichheit gilt genau dann, wenn Q € PR.

Wir wollen nun zeigen, dafl die Berechnung des Skalarprodukts zweier Ver-

bindungsvektoren auf eine Léngenberechnung zuriickgefithrt werden kann (vgl.
29.16).

37.4 Berechnung des Skalarprodukts

Fiir Punkte P, QQ, R und S in einem
euklidischen Raum (A, V,«a) gilt

28(PQ,RS) = |P,S|*+|Q, R
— |P,R*—1Q, 8.

Beweis: Aus PR = ]@ + Q—R> erhalten wir zunéchst

B(PR.PR) = 5(PQ, PQ) + 25(PJ.QR) + S(QR, QR)
und bekommen durch Umformen

20(QP,QR) = |P.QI" +|Q.RI" — |P.R[* vel. (20.16).
Ersetzt man R durch S, so haben wir analog

26(QP,Q5) = |P,QI +1Q,S|> — |P,S|”.
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Damit folgern wir nun

28(PQ,RS) = 28(PQ,RQ+QS)

26(PQ, RQ) + 26(PG, Q5)
23(QP,QR) — 28(QP, QS)

= |Q.R*—|Q,S” = |P.R* +|P,S[.

O

Von Abbildungen zwischen euklidischen Rdumen erwarten wir, daf§ sie neben
der affinen Struktur auch das Skalarprodukt beriicksichtigen:

37.5 Definition

Seien (Ap, Vi, a1) und (As, Vs, ap) endlich-dimensionale euklidische Raume.
Eine affine Abbildung f : A; — As heifit ein euklidischer Morphismus, wenn
fv : Vi — V5 eine Isometrie ist, d.h. fiir alle v, w € V; gilt

Bi(v,w) = B fu (v), fr(w)).

Als unmittelbare Folgerung aus den Eigenschaften von Isometrien euklidi-
scher Vektorrdaume halten wir fest (vgl. 30.1):

37.6 Eigenschaften
Fiir einen euklidischen Morphismus f : Ay — Ag gilt:

(i) |P,Q| =|f(P), f(Q)| fir alle P,Q € Ay (f ist langentreu).
(ii) xQPR =¥ f(Q)f(P)f(R) fir alle R# P # Q € A (f ist winkeltreu).
(iii) f ist injektiv.
(iv) Jeder euklidische Morphismus A — A ist ein euklidischer Isomorphismus
(Bewegung).

Zum Beispiel ist jede Translation A — A eine Bewegung.
Bemerkenswert ist, dal jede ldngentreue Abbildung euklidischer affiner
R&aume schon ein euklidischer Morphismus ist:

37.7 Kennzeichnung von euklidischen Morphismen
Fiir eine Abbildung f : Ay — Agy euklidischer Rdume sind dquivalent:

(a) f ist ein euklidischer Morphismus;

(b) fiir jedes Paar P,Q € Ay qilt |P,Q| = |f(P), f(Q)].
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Beweis: (a)=(b) haben wir schon in 37.5 festgestellt.

(b)=(c) Sei f: Ay — Aj eine ldngentreue Abbildung. Dann gilt nach 37.3
fiir alle Punkte P,Q,P’,.Q' € A

26,(FP)F(Q), F(PYF(@)) = 26:(PQ. P'Q).

_—
Sei nun @ = rP'Q’ fiir r € IR. Dann folgt aus obiger Gleichung

I7P)F(Q) = (P @I
= 1F(P)F@Q)I° — 2rB(F(P) Q). [(PYF(@)) +7* | F(P)A@)IP
= |PQ|* ~ 2rB(PQ. P'Q) +1* | PQ'|*
= PG —rPQ|* = o,

also fiir alle P,Q,P',Q' € A

fFPYF(Q) =rf(P)f(Q).

Nach 35.6 ist f damit eine affine Abbildung. Aus dem oben Gezeigten sieht man
auch, dafl fi eine Isometrie ist. a

37.8 Definition
Sei (A, V,a) ein n-dimensionaler euklidischer Raum.

Ein Koordinatensystem (P, ..., P,) nennt man kartesisch, wenn die Koordina-
tenvektoren { Py F; | i = 1,...,n} eine Orthonormalbasis von V' bilden.

Kartesische Koordinatensysteme sind somit durch folgende Bedingungen ge-
kennzeichnet:

|Py, Pl =1 firi=1,...,nund

In jedem euklidischen Raum gibt es ein kartesisches Koordinatensystem.
(Beweis: Ausgehen von einer Orthonormalbasis von V)

Beispiel
Im euklidischen Standardraum IR" ist (0, ey, ...,e,) ein kartesisches Koordina-
tensystem.

Wir iiberlegen uns, dafl jeder euklidische Raum zu einem solchen Raum eu-
klidisch isomorph ist:



286 KAPITEL 9. AFFINE GEOMETRIE

37.9 Koordinatendarstellung euklidischer Raume
Sei (A, V,a) ein n-dimensionaler euklidischer Raum mit einem kartesischen Ko-
ordinatensystem (P, ..., P,). Dann gilt:

(1) op: A=V — IR", P,— Fy P, — e;, ist ein euklidischer Isomorphismus.

(2) Fir alle P,Q € A gilt [P,Q| = [lop(P) — 0r(Q)]]-
(3) Fiir alle P,Q,R€ A mit R# P # Q gilt

¥ QPR = ¥ (or(Q) — or(P), or(R) — 0p(P)).

Beweis: (1) Wir haben schon gesehen, dafi gp ein affiner Isomorphismus ist.
Somit bleibt nur noch zu zeigen, dafl

(QP)V V—= K", Poﬁi = €,

eine Isometrie ist.
Nach Definition fithrt (op)y eine Orthonormalbasis in eine Orthonormalbasis
iiber. Wie in §30 gezeigt, sind solche Homomorphismen isometrisch.

(2) und (3) folgen nun aus (1) und den Eigenschaften von euklidischen Iso-
morphismen (vgl. 37.6). O

37.10 Kartesische Koordinaten und euklidische Isomorphismen
Sei (A, V,«) ein n-dimensionaler euklidischer Raum und (P, ..., P,) ein karte-
sisches Koordinatensystem.

(1) Ist (Q1,...,Qn) ebenfalls ein kartesisches Koordinatensystem von A und
(u,T), wue R", T € R™" | die Koordinatentransformation, die P; in Q;
tiberfiihrt, i = 0,...,n, dann ist T eine orthogonale Matriz, d.h. TTt = E.

(2) Ist T eine orthogonale (n,n)-Matriz und w € IR", dann fihrt die durch
(u,T) bestimmte Koordinatentransformation (Fy,...,P,) wieder in ein
kartesisches Koordinatensystem tiber.

Beweis: Dies folgt aus der Tatsache, dafl die Transformationsmatrizen von Iso-
metrien von Vektorrdumen beziiglich Orthonormalbasen gerade die orthogonalen
Matrizen sind (vgl. 30.3). O

37.11 Definition
(A1, Vi, 1) und (Ag, Vo, arp) seien isomorphe euklidische Rdume.

Zwei Punktmengen M; C A; und My C Ay heiflen euklidisch dquivalent,
wenn es einen euklidischen Isomorphismus f : A — Ay mit f(M;) = M gibt.
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Bei der euklidischen Klassifikation von Quadriken fragt man, welche Qua-
driken durch einen euklidischen Isomorphismus ineinander iibergefiihrt werden
konnen. Es ist klar, daf§ dabei eine Ellipse mit verschiedenen Achsen nicht zu
einem Kreis werden kann (wie das bei affinen Abbildungen der Fall sein kann).
So konnen etwa in der euklidischen Normalform einer Quadrik nicht mehr (wie
in 36.6) die Koeffizienten zu £1 normiert werden.

Wir wollen uns damit begniigen, die in der reellen Ebene und im reellen Raum
auftretenden Fille aufzulisten. Dabei bezeichnet r wiederum den Rang der zur
Quadrik gehorigen Matrix.

Euklidische Klassifikation der Quadriken im IR?

r=2: 2+ By* =0, B3>0, Punkt
22— Py’ =0, B>0, zwei sich schneidende Geraden
r=1: 22 =0 Doppelgerade

ar?+py* =1, a> >0, Ellipse
ar? - py =1, o,3>0, Hyperbel
—ax?—pByt=1, a>p3>0, 0

ar’=1, a>0, zwei parallele Geraden
—ar?=1, a>0, 0
ar? —2y=0 o> 0, Parabel.

Euklidische Klassifikation der Quadriken im IR?

2+ PP —v22 =0, 1>5>0,v>0, elliptischer Kegel
22— By? =0, (>0, zwei sich schneidende Ebenen
ar? +pBy? —vz2 =1, a>p>0,v>0, einschaliger Hyperboloid
ar? — By? —vyz2 =1, a>0,3>~>0, zweischaliger Hyperboloid
az? + fy? +v22 =1, a>3>~>0, Ellipsoid

ar? + pBy? =1, a > (>0, elliptischer Zylinder
ar? — By? =1, a, >0, hyperbolischer Zylinder
ar?=1 zwei parallele Ebenen
azr? + fy? = 2z, a > (>0, elliptischer Paraboloid
ax? — By? = 2z, a, 3 >0 hyperbolischer Paraboloid

ar? =2z, y=c Parabelzylinder
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38 Axiomatische Geometrie

Die Geometrie war wohl die erste mathematische Disziplin, die einen axiomati-
schen Aufbau erfuhr. Bekannt ist das Werk Elemente des griechischen Mathe-
matikers Euklid, in denen ein erstes Axiomensystem fiir die Ebene angegeben
wurde. Dabei spielte zunéchst immer noch etwas die Anschauung mit. Im Laufe
der Zeit wurde daran verbessert und ergénzt, und schliefflich gab David Hilbert
ein logisch einwandfreies Axiomensystem fiir die euklidische Geometrie.

Man kann verschiedene Axiome wihlen und dennoch zur gleichen Geometrie
kommen. Eine Moglichkeit ist etwa folgendes

38.1 Axiomensystem einer affinen Inzidenzebene (A, G, ¢)
Gegeben seien zwei Mengen A (Punkte) und G (Geraden) und eine Relation ¢
zwischen A und G (= Teilmenge von A x G).
Gilt P e g, so sagt man, P inzidiert mit g, oder P liegt auf g.
Man sagt zwei Geraden g und h sind parallel (und schreibt g||h), wenn g = h
oder g und A keinen gemeinsamen Punkt haben.

Inzidenzaxiome

(I) Zu je zwei Punkten P, Q) € A gibt es genau eine Gerade g € G mit Pe g
und @ € g.

(IT) Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P gibt es genau eine Gerade h mit
P e h und gl|h.

(III) Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Axiom (IT) nennt man das Parallelenaxiom. Mit Axiom (IIT) will man ganz
triviale Félle ausschlielen.
Als erste Beobachtungen aus den Axiomen halten wir fest:

38.2 Folgerungen

(1) Zwei nicht parallele Geraden haben genau einen Schnittpunkt.
(2) Die Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation.

(3) Schneidet eine Gerade g eine Gerade h, so schneidet g auch jede Parallele
h zu h.

(4) Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.
Beweis: (1) Nach Voraussetzung gilt g # h, und es gilt P e g und P € h. Ange-

nommen, es gibe ein @ mit Q € g, Q@ € h und Q # P, dann ist nach (I) g = h
(eindeutig durch P und @ bestimmt).
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(3) Nach Voraussetzung ist g nicht parallel zu h. Ware g||h/, so folgte mit
h'||h nach (2) auch g||h. Dies ist ein Widerspruch.

(2) und (4) sind ohne weiteres einzusehen. O

Natiirlich ist die affine Ebene ein Beispiel, das mit den iiblichen Begriffen
die obigen Axiome erfiillt. Es gibt aber auch Modelle, die ganz anders aussehen,
etwa so:

D c C
Minimales Modell einer affi- f
nen Inzidenzebene
d b
e
A a B

Mit den angegebenen Axiomen erhalten wir noch keine sehr reichhaltige Geo-
metrie. So konnen daraus etwa der Satz von Desargues (34.3) und der Satz von
Pappus (34.4) nicht abgeleitet werden. Will man solche Zusammenhénge haben,
so mufl man sie in geeigneter Form als Axiome extra verlangen.

Dabei ist die Forderung nach dem Satz von Desargues gleichbedeutend mit
der Forderung nach der Giiltigkeit des Scherensatzes (vgl. [9], Theorem 45.A.10).
Die Hinzunahme des Satzes von Pappus wiirde die Giiltigkeit des Satzes von
Desargues implizieren.

Hat man eine Inzidenzebene gegeben, so interessiert man sich fiir diejenigen
Abbildungen, welche grundlegende Eigenschaften berticksichtigen:

38.3 Definitionen
Sei (A, G, ¢) eine Inzidenzebene.

Eine Bijektion f : A — A nennt man Kollineation, wenn sie Geraden auf
Geraden abbildet und inzidenzerhaltend ist.

Sei f eine Kollineation.

Eine Gerade g mit P e g und f(P) e g heiit Spur von f.

f heiit Translation, wenn fiir alle g € G gilt g/ f(g), und wenn entweder kein
Punkt oder alle Punkte fest bleiben.

f heifit Streckung, wenn fiir alle g € G gilt g||f(g) und f mindestens einen
Punkt fest 148t.

Wir geben einige Aussagen an, die sich mit diesen Begriffen verbinden:

38.4 Eigenschaften
Sei (A, G, ¢) eine Inzidenzebene.
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Die Menge der Kollineationen bildet eine Untergruppe der Bijektionen von

A.

Kollineationen bilden parallele Geraden in parallele Geraden ab.

Die Spuren einer Translation sind parallel.

Zu zwei Punkten P und ) gibt es hichstens eine Translation P — Q).

Gilt der Satz von Pappus, so ist die Gruppe der Streckungen mit Fixpunkt
0 abelsch.

Wir haben schon frither gesehen, dafl in einem affinen Raum iiber einem
Korper K jede Gerade bijektiv auf K abgebildet werden kann. Das mag zunéchst
als eine willkiirliche Verbindung zwischen Kérpern und Geometrie erschienen
sein. Dem ist aber nicht so. Wir kénnen némlich zeigen, dafl sich in jeder Inzi-
denzebene auf den Geraden algebraische Operationen (Addition und Multiplika-
tion) definieren lassen. Bei geniigend starken Voraussetzungen (Satz von Pappus)
ergibt sich fiir die Elemente einer Geraden sogar eine Korperstruktur.

Eine Moglichkeit zur Einfiihrung von Addition und Multiplikation ist die

38.5 Hilbertsche Streckenrechnung (1899)
In einer Inzidenzebene wihlen wir drei nicht kollineare Punkte 0, £/, £’ € A und
setzen g = (0, F) und ¢’ = (0, £').
Wir bezeichnen (0, F') mit 1, (0,0) mit 0, und fiir A e ¢ rechnen wir mit der
Strecke (0, A).
A/

/

9

E/
Vo) A I

Sind zwei Punkte A, B auf der unteren Geraden gegeben, so konstruieren wir
die Summe A + B auf folgende Weise:

Ziehe eine Parallele zur unteren Geraden durch E’;
Ziehe eine Parallele zur oberen Geraden durch B;

durch den Schnittpunkt dieser beiden Geraden zieche eine Gerade parallel
zu E'A;

der Schnittpunkt dieser Geraden mit der unteren Gerade ergibt den
gewiinschten Punkt A + B.
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/

g

Addition: 5/

0 g
A B A+B

Zur Multiplikation von A und B:
Ziehe Gerade durch B parallel zu EFE’;
durch Schnittpunkt mit OFE’ lege Parallele zu E'A;

deren Schnittpunkt mit OF ergibt A - B.

/

g
Multiplikation:

0 g
1 A B AB

Aus der Konstruktion kénnen wir unmittelbar ablesen:
A+0=A A+ (-A)=0
A-1=A A-A1=1
A-0=0

Durch Hinzunahme weiterer Axiome zu den Inzidenzaxiomen erhalten wir weitere
Eigenschaften unserer Operationen, ndmlich:
mit Desargues Assoziativitat der Addition
Assoziativitat der Multiplikation
Kommutativitiat der Addition
Distributivitét .

In diesem Fall bilden die Elemente einer Geraden einen Schiefkorper.

mit Pappus Kommutativitat der Multiplikation

Damit erhélt man also einen Korper.

Durch Hinzunahme von weiteren Forderungen (Anordnungsaxiome, Stetig-
keitsaxiome), kann man erreichen, dal die reellen Zahlen Koordinatenkorper
werden.

Verlangt man als Axiom nicht den allgemeinen Satz von Desargues sondern
nur einen Spezialfall davon (den Satz vom vollstdndigen Vierseit), so spricht man
von einer Moufang-FEbene. In diesem Fall wird die Multiplikation von beliebigen
drei Elementen einer Geraden nicht mehr assoziativ. Allerdings ist jeder von zwei
Elementen erzeugte Unterring assoziativ, und jedes Element ungleich Null hat ein
Inverses beziiglich der Multiplikation. Man nennt dann K einen Alternativkérper.
Diese Untersuchungen gehen auf Ruth Moufang [10] zuriick.
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Wir kénnen (ebene) Geometrien (geometrische Rdume) analytisch (als affine
Réaume, vgl. §33) oder axiomatisch (synthetisch, als Inzidenzebene) einfiihren.
In beiden Fillen erhalten wir ein Koordinatensystem iiber einem (geeigneten)
Korper.

Die interessanten Abbildungen in der affinen Geometrie waren die Affinitéten,
in der axiomatischen Geometrie die Kollineationen. Wir wissen bereits, dafl Af-
finitdten auch Kollineationen sind (vgl. 35.3). Auch fiir Semiaffinitaten 148t sich
dies leicht zeigen.

Andererseits wissen wir, dafl Kollineationen parallele Geraden in parallele Ge-
raden tiberfiithren. Im allgemeinen muf} das nicht bedeuten, daf sie auch (Semi-)
Affinitédten sind. Es gilt jedoch:

38.6 Hauptsatz der affinen Geometrie

Seien K ein Korper mit mindestens drei Elementen und A eine affine Ebene.
Dann gibt es zu jeder Kollineation f : A — A einen Korperautomorphismus ¢
von K, so daf$ f eine Semiaffinitat (bzgl. @) ist.

Fir den Korper der reellen (oder rationalen) Zahlen ist die Identitét der
einzige Automorphismus. Also gilt:
In der reellen affinen Ebene ist jede Kollineation eine Affinitit.

Eine genauere Ausfithrung dieser Zusammenhénge findet man etwa in Artzy
2] oder Klingenberg [9].
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unitare Gruppe, 235
unitare Matrix, 234
unitarer Raum, 282
Universelle Eigenschaft

des Produkts

von Gruppen, 44
von Mengen, 22

von Polynomringen, 57
unorientierter Winkel, 228
untere Schranke, 30
Untergruppe, 37
Unterhalbgruppe, 37

Untermodul, 69
Summe von -n, 70
von einem Element erzeugter, 69
von einer Menge erzeugter, 70
Unterraum, 69
affiner, 251
Darstellung, 270
Durchschnitt von, 271
parallele, 256
Parameterdarstellung, 253
punktfremde, 256
Summe, 255
teilweise parallele, 256
von einer Menge erzeugter, 253
windschiefe, 256
Untervektorraum, 69

Vandermondesche Determinante, 141
Vektor, 66
Vektorprodukt, 245
Vektorraum, 66
einem affinen Raum zugehoriger,
249
euklidischer, 223
isometrischer, 233
Links-, 66
Rechts-, 66
unitarer, 223
verallgemeinerter Eigenraum, siehe
Hauptraum
Verbindungsraum, siehe Unterraum,
affiner, Summe
Verbindungsvektor, 249
Vereinigungsaxiom, 3
Verknupfung, sieche Komposition, 33
Verknupfungstafel, 33
Vielfachheit, 156
vollstandige Ordnung, siehe totale
Ordnung

Wertebereich, 10
windschief, 256
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Winkel, 282
unorientierter, 228

Winkelraum, 283

winkeltreu, 284

Zeilenrang, 107
Zeilenstufenform, 109, 120
Zeilenumformungen, elementare, 109
Zeilenvektor, 96
Zentrum, 49
Zerlegung
in direkte Summanden, 72
Zerlegungssatz fur nilpotente Endo-
morphismen, 163
Zermelo, E., 1
Ziel, 14
Zornsches Lemma, 31, 62, 79



