Lineare Algebra 1: Losungen der Probeklausur
Priv.-Doz. Dr. Irene Bouw

Aufgabe 1. Sei P,(R) der Vektorraum aller reellen Polynomen von Grad < n.
Sei

T : P,(R) — P3(R), T(f):xf(x)—/omf(t)dt.

(a) Zeigen Sie, dafi T eine lineare Abbildung ist.

(b) Berechnen Sie die Dimension von ker(7") und von Im(7).
Losung: (a) Fiir alle f,g € P(R) und ¢ € R gilt:

T(f+g)Zx(f+g)—/Ox(erg)dtzxf+xg—/omfdt—/0xgdt
=T(f)+T(g),

und

T(cf) =z(cf) — /Ox(cf)dt:ca:f—c/;fdt =cI'(f).

Also ist T eine lineare Abbildung.

(b) Sei f(z) = ap+ ayx + ax? ein allgemeines Element von P(R). Also
ist T(f) = apr + a12% + asx® — apwr — a1 2% /2 — ayx® /3 = a12? /2 + 2a92°3 /3.
Es gilt daher dafl T'(f) = 0 genau dann wenn a; = ay = 0. Wir schliefen
dal f = 1 eine Basis von ker(7') ist, also ist dimg(ker(7")) = 1. Aus die
Dimensionsformel folgt nun daf dim Im(7") = dimg P»(R)—dimg ker(7") =
3—-1=2.

Aufgabe 2. Sei T : R — R3 gegeben durch die Matrix
-3 2 -1 -1 -7
-3 1 1 -2 -5
8§ —2 —4 6 12

Bestimmen Sie eine Basis von Im(7"). Ist T" injektiv? Surjektiv?

Losung: Wir bringen die Matrix in Zeilenstufenform:

-3 2 -1 -1 -7

o -1 2 -1 2

0o 0 0 0 0
1



Daher ist die Rang der Matrix 2. Eine Basis von Im(7") formen die erste
zwei Spalten der Matrix:

3 p
-3, 1
8 —2

Da dim Im(7") = 2 < 3 ist T nicht surjektive. Aus die Dimensionsformel
folgt daBl dimker(7") =5 —2 =3 > 0. Also ist 7" auch nicht injektiv.

Aufgabe 3. Sei

2 11 0
4 2 2 0
A=13 1 0| b=,
2 0 2 t

Fiir welches ¢t € R hat das System Az = b mindestens eine Lésung?

Losung: Wir bringen die erweiterte Koeflizientenmatrix in Zeilenstufen-

form:
2 1 110 2 1 110 2 1 1 0
4 2 210 0 0 010 0 -1 -3 2
3 1 011 0 -1 —312 0 0 0 [t+2
-2 1 2|t 0 1 3 |t 0 O 0 0

Bitte geben Sie die Zeilenoperationen an.
Dieses System von Gleichungen hat eine Losung genau dann wenn ¢t =
—2.

Aufgabe 4. Sei

- fo-(3) - ()

Sei T : R? — R? die lineare Abbildung mit 7'(v;) = v; + vy und T'(vy) =

V1 — 2?]2.

(a) Berechnen Sie die Matrix von 7T beziiglich die Basis B. (Sie brauchen
nicht zeigen dafl B eine Basis ist.)

(b) Berechnen Sie die Matrix von T" beziiglich die Standardbasis.

Loésung: (a)



(b) Sei A die Standardbasis.

i - (1 7). e -agea =1 () ),

Also ist
My(T) = My (1d) Mg (T) Mg (1d)

(D6

Aufgabe 5. Sei

2 1+2 O
A=11—-1 3 0
0 0 4

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte und die Dimension der Eigenrédume von

A.

(b) Finden Sie eine unitaire Matrix S € M3 3(C) so dafl S'AS eine Dia-
gonalmatrix ist.

Losung: (a) Es gilt:

Palt) = (4— 1) 'G:f ;}f;)’ — (4= t)( =5t 4) = —(t— 42— 1).
Die Eigenwerte sind also Ay =4 und A\, = 1.

Da A = A?! eine selbstadjungierte Matrix ist, wissen wir aus der Vorle-
sung dafl A diagonalisierbar ist, also ist dim¢ Eig(A,4) = (A, 4) = 2 und
dimc Eig(A, 1) = p(A,1) = 1.

(b) Wir berechnen der Eigenraum zu A; = 4.

-2 1+ 0 -2 1+ 0
A—4E=|1—-7 -1 0]~ O 0 0
0 0 0 0 0 0

Bemerkung: da A eine unitidre Matrix ist, wissen wir aus der Vorlesung dafl
A diagonalisierbar ist, und daher daf§ dim Eig(A,4) = 2. Daher braucht
man nicht zu rechnen um die Matrix A —4F in Zeilenstufenform zu brin-
gen!

Eine Basis von Eig(A,4) ist



Wir berechnen der Eigenraum zu A\; = 4.

1 1+ 0 1 1+2 0
A-FE=|1—-¢7 2 O0|~|0 0 1
0 0 3 0 0 0

Eine Basis von Eig(A, 3) ist

14
V3 = —1
0

Jetzt berechnen wir eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren. Da v,
und vy schon senkrecht zu einander stehen, miissen wir nur noch normie-
ren. Es gilt: ||v1]| = V6, [|vz]| = 1, ||lvs]| = v/3. Daher ist

(14+4)/v/3 (1+i)/vV6 0

S=1 -1/V3 2/3 0
0 0 1

Aufgabe 6. Sei

0 -1 3
v = 1 , Vg = 2 , Vg = 1
1 0 1

(a) Zeigen Sie daB B = {v;,v,,v3} eine Basis von V = R? ist.

(b) Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren auf B := {vy, v9, v3} an um
eine Orthonormalbasis zu finden.

Losung: (a) Er reicht zu zeigen daf die drei Vektoren linear unabhéngig
sind. Wir berechnen

—1
det 2 =—6#0.
0

)
— = W

Daher ist B eine Basis von R3.
(b) Zuerst berechnen wir eine Orthogonalbasis.

—1
L o <U27w1> o 1
wp = vy, Wy = Vg — 1=
<w17w1> _1
2
. <U37 wl) <U37 w2> o 1
W3z = V3 — 1= Wo =
(w1, w1) (wg, wa) -1



Die zugehorige Orthonormalbasis ist daher:
1 0 -1
wl = = 1 ) 'lI)Q = = 1 ) ILD?) =

2\ Vil



