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Erste Klausur zu Lineare Algebra I - Losung

Hinweise:
e Die Antworten in Aufgabe 1 sollen OHNE Beweise gegeben werden.
e Es ist immer genau eine Antwort richtig.

e Die Markierungen miissen deutlich sein.

e Beweise zu den Aufgaben 2-7 sind erforderlich. Es diirfen Sétze aus dem Skript benutzt

werden. Die Voraussetzungen der Satze miissen iiberpriift werden.

Aufgabe 1 (Multiple Choice)

[4P.]

(a) Die Menge aller ungeraden Permutationen von S5 zusammen mit der Hintereinanderaus-

fihrung als Verkniipfung bildet eine Gruppe.

O Wahr
(b) Die folgenden Matrizen in M(3,3,R) sind &hnlich:
1 00 1 00
010 und 0 01
0 0 1 01 0
O Wahr
(c) Fiir alle A € M (3,3, K) gilt
> Eig(4 N = P Eig4,N).
AEEW(A) AEEW(A)
X Wahr
(d) Es gibt eine lineare Abbildung ¢ : R* — R® mit
dimg(Ker(¢)) =3 und dimg(Im(p)) = 2.
O Wahr

X Falsch

X Falsch

[ Falsch

X Falsch



Aufgabe 2. [2+4+4-3P.]

(a) Verwenden Sie den euklidischen Algorithmus, um den grofiten gemeinsamen Teiler von
132 und 55 zu bestimmen.

(b) Finden Sie z,y € Z mit 132z + 55y = ggT (132, 55).

(¢) Bestimmen Sie ein Element z € Zj39, fur das z <132 55 = 77 erfiillt ist.

Loésung:

(a) Wir wenden den euklidischen Algorithmus auf die Zahlen 132 und 55 an:

132 = 255 + 22 (2.1)
55=12-22411
22 =2.11+40.

Somit folgt
geT(132,55) = 11.

(b) Mit Hilfe von (a) erhalten wir

(2:2) (2.1)

geT(132,55) = 11 55—2-22 ="55—-2-(132—-2-55) =(—2)-132+5-55.

Somit kénnen wir x = —2 und y = 5 wahlen.
Bemerkung: Die Koeflizienten sind nicht eindeutig.

(c¢) Mit Hilfe von (b) erhalten wir

77=7-11 Y 7.((~2)- 1324+ 5.55) = (~14) - 132 + 35 - 55.

Daraus folgt
35132 55 = 77.

Also ist z = 35 € Zy32 eine Losung.

Bemerkung: Die Losungsgesamtheit ist gegeben durch

{2 € Ziso | 2 132 55 = 77} = {11,23, 35,47, 59, 71,83,95,107, 119, 131}.



Aufgabe 3. [545P.]

(a) Stellen Sie die Matrix

010
0 0 2
0 00

inder Form A = X, ... X, DY;...Y,, dar, wobei D eine Diagonalmatrix und X, ..., X,,
Y1,...,Y, Elementarmatrizen aus M (3,3, R) sind.

A:

(b) Gegeben sei die Matrix

0 1 2 3
1 375
A=129 0 01
1 00 1
Bestimmen Sie den Eintrag (A~1!)34.
Loésung:
(a) Es gilt
010 010 100
eA=(0 0 2™ (0 0 2]=4,, dh. A4,=]0 1 0]-4
00 0 00 2 01 1
—_———
=F32(1)
010 010 100
edi=(00 2| ™ (01 2|=4,, dh A=[1 1 0] 4
00 2 00 2 00 1
———
iEgl(l)
010 010 10 0
e Ao=[0 1 2| "™ (0 1 0| =45, dh A3=[0 1 —1]- -4,
00 2 00 2 00 1
—_———
=E33(—1)
01 0 00 0 1 -1 0
eAs=(0 1 o] |0 1 0o|=D, dh.D=[0 1 0] -4;
00 2 00 2 0 0 1
—_———
:Elz(—l)
Somit gilt

D =FEj5(—1) - Ex3(—1) - E91(1) - E3a(1) - A
Daraus folgt

A=E3(1) ' Eyn(1)™' - Ey(—1)"' - Ep(-1)"'-D
= E32(—1) - Ea1(—1) - Ea3(1) - E1a(1) - D.

Bemerkung: Die Darstellung ist nicht eindeutig.



(b) Nach Satz 19.1.2 gilt

1
~ det(A)

(A7 )3 (=1)*T - det(Aly), (3-1)

wobei A5 die Matrix ist, die man aus A durch Streichen der 4-ten Zeile und der 3-
ten Spalte erhdlt. Wir berechnen zunchst die Determinante von A. Mittels Laplace-
Entwicklung nach der vierten Zeile erhalten wir

1 2 3 0 1 2
det(A) = (=1D)** . 1-det |3 7 5|+ (-D*™ - 1-det| 1 3 7
0 0 1 -2 0 0
=(=1)-(7T-6)+ (-14+12) = —3.
Als néchstes berechnen wir det(Al;). Es gilt
0 1 3
det(Aljz)=det | 1 3 5| =-10—-1+18=T.
-2 0 1
Zusammen mit (3.1) erhalten wir also
1 7
ANy = — (=17 7= =,
(A7 )34 3 (1) 3

Alternative Losung: Mit Satz 19.1.3 bestimmen wir die Inverse zu A. Es gilt

0o 0 -1 1
A1 121 -6 -13 —20
“3]1-9 3 5 7

0 0 1 2

Damit folgt

(A )30 = 3



Aufgabe 4. [10 P]
Seien V = L(v1,v2) und U = L(u1,uz) zwei Untervektorrdume in R, wobei

-2 1 1 0
vi=|(4 ], vo=|0], und wuy=1[(1], us=13
2 1 1 4

ist. Finden Sie eine Basis des Schnitts V N U.

Losung: Sei x € VN U. Dann gibt es a,b,c,d € R mit x = avy + bve und = = cuy + dus.
Daraus folgt
avy + bvg —cup — dugs =0

und wir erhalten

—2a+ b— c =0 mn+21 —2a+ b— ¢ =0 —2a+ b— ¢ =0
da — ¢c—3d=0 "&' 2%—3c—3d=0 "&" 2—3c—3d=0
20+ b— ¢c—4d=0 20— 2c—4d =0 c— d=0

Nun ist d die Parameter-Unbekannte. Dann ist

CcC =

—_

b= =(3c+3d) = 3d

a:—%(—b—i—c):d

[\

Somit gilt
1
VﬂU:{dul—i—dug|d€R}:{d(u1+u2) ‘dER}:,C 4
5
Also ist
1
B= 4
5
eine Basis von V NU.
Bemerkung: Fir jedes ¢ € R\ {0} ist
1
B=<c|4
5

auch eine Basis von V N U.



Aufgabe 5. [34+6+2P.]
Sei

4 -3 0
A=|2 -1 0] eM(3,3R).
11 1

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A.
(b) Berechnen Sie zu jedem Eigenwert A eine Basis des zugehorigen Eigenraums Eig(A, \).

(c) Entscheiden Sie, ob die Matrix A diagonalisierbar ist. Wenn ja, bestimmen Sie eine
invertierbare Matrix T' € M (3,3,R) und eine Diagonalmatrix D, so dass T-*AT = D
ist.

Losung:

(a) Nach Satz 23.1.5 sind die Eigenwerte genau die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms. Es gilt

4— )\ -3 0
xa(\) = det(A — \E3) = det 2 —-1-Xx 0
1 1 1-A
— (1— 1) det (42A _1:) — (1= A (4= N)(=1—\) +6)

=(1-ANN=32+2)=-A-1)3*\-2).
Somit sind \; = 1 und Ay = 2 die Eigenwerte von A.

Bemerkung: Es gilt
xa(A) = =A% +40% =5\ + 2.

(b) Nach (a) sind Ay =1 und Ay = 2 die Eigenwerte von A.

e Bestimmung von Eig(A4, 1):
Es ist x € Eig(A4, 1) genau dann, wenn (A — E3)x = 0. Somit ist

X1 3581—3:62:0 ZZ?1=0
(A—E3) 0| =0 & 221 —22o=0 & 22=0
T3 1+ x2=0 x3 € R bel.
Somit gilt
0 0
EigA,1)={ |0 ||eecrRS=2[0
I3 1
Also ist
0
By = 0
1

eine Basis von Eig(4,1).
Bemerkung: Fir jedes ¢ € R\ {0} ist

[en)

By =

o O

auch eine Basis von Eig(A4,1).



e Bestimmung von Eig(A4, 2):
Es ist ¢ = (x1,x2, z3) € Eig(A,2) genau dann, wenn (A — 2F3)x = 0. Somit ist

T 2x1 — 3x9 =0 o1 4 T — Ba=0
(A—2E3) [z2 | =0 & 2z; — 3a =0 & 1_5;+2;:0
I3 T+ x2—$3:0 2 3=
Nun ist x3 die Parameter-Unbekannte. Dann ist
2
To = gfﬂg
T1=—22+rT3=——-x3+T —§x
1= —T2 3= TxTs 3= 503
Somit gilt
3/5 3
Eig(A,1) =<3 [2/5| |zseRp=L|2
1 5
Also ist
3
By = 2
5
eine Basis von Eig(4, 2).
Bemerkung: Fiir jedes ¢ € R\ {0} ist
3
Bl = cl|2
5

auch eine Basis von Eig(A4, 2).
(¢) Aus (b) folgt
dimg (Eig(A, 1)) + dimg (Eig(A,2)) = 1 + 1 = 2 # 3 = dimg(R?).

Nach Satz 24.1.8 ist A somit nicht diagonalisierbar.



Aufgabe 6. [10P.]
Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : R?* — R3 mit

T 3x — 2y
YlYy | = y—=z
z xr+z
und die Vektoren
0 1 0
by=12], bo=10 und b3 =11
1 -1 1

Berechnen Sie die Darstellungsmatrix [¢]5 beziiglich der Basis B = {by, ba, b3}.

Losung: Wir stellen ¢(b1), o(b2) und (b3) in der Basis B dar. Es gilt

= d-by 4 (—4) by + (<7) - by,

= 1-bi 4+ (<2) b+ (~2) - bs.

)
( by +3-by+5-bs,

Laut Definition 25.1.3 gilt somit

4 -2 1
WE=|- 3 -2
-7 5 =2



Aufgabe 7. [343P.]

(a)
(b)

Finden Sie ein o € S5 mit 02 = (12345).

Wie viele Losungen der Gleichung aus (a) gibt es?

Losung:

(a)

Wie man leicht nachrechnet, ist

1 23 45
00(14253)<4 s 1 o 3)

eine Losung der Gleichung o2 = (12345).

Beh.: Die Gleichung 02 = (12345) besitzt nur eine Losung in Ss, nimlich o¢ = (14253).

Proof. Nach (a) ist oo eine Losung. Sei nun 7 € Ss ein beliebiges Element mit 72 =
(12345). Wir miissen zeigen, dass 7 = oy ist.

1.Weg: Da 72(i) # i fiir alle 1 < i < 5 ist, folgt 7(i) # ¢ fiir alle 1 < i < 5. Somit gilt
7(1) # 1. Angenommen, 7(1) = 2. Dann gilt 7(1) = 2 = 7%(1) = 7(2), Widerspruch.
Angenommen, 7(1) = 3. Dann ist 7(3) = 72(1) = 2. Somit ist 7(2) = 72(3) = 4, also
7(4) = 7%(2) = 3 = 7(1), Widerspruch. Angenommen, 7(1) = 5. Dann ist 7(5) =
72(1) = 2. Somit ist 7(2) = 72(5) = 1, also 7(1) = 72(2) = 3, Widerspruch. Also ist
7(1) = 4. Daraus folgt 7(4) = 7%(1) = 2. Somit 7(2) = 72(4) = 5. Also 7(5) = 72(2) =3
und schlieflich 7(3) = 72(5) = 1. Damit ist 7 = 0y.

2. Weg: Da (7 € S;) ist, gibt es nach Satz 8.1.3 gibt es paarweise unabhéngige Zykel
T1,To € S5 mit 7 = 71 0 79. Daraus folgt

™ =12073. (7.1)

Ist 7; ein k-Zykel, so ist 72 ein k-Zykel oder trivial. Zusammen mit (7.1) folgt, dass 7
ein 5-Zykel und 75 die Identitdt oder umgekehrt. Sei 0.B.d.A. 7 ein 5-Zykel und m die
Identitt. Dann ist auch 7 ein 5-Zykel. Schreibe 7 = (1bede). Dann ist

(12345) = 72 = (1cebd).

Daraus folgt 7 = (14253) = oy. O



