Lineare Algebra I, SoSe 2018
(Prof. Dr. O. Bogopolski)

Dieses Skript basiert teilweise auf dem Skript von Prof. Dr. Fritz Grunewald. Wir
betrachten ein breiteres Spektrum von Themen. Definitionen, Beispiele und Beweise wer-
den meistens in einer anderen Weise prasentiert. Beweise werden in diesem Skript nicht
aufgeschrieben.

1 Vorlesung

1.1 Mengen

Sei M eine Menge und x ein Objekt. z € M bedeutet, dass = ein Element von M ist und
x ¢ M bedeutet, dass x kein Element von M ist.

Beispiele:
1) 0 — Die leere Menge.
2) {0} — Die Menge, die die leere Menge als einziges Element enthélt.
3) {0,{0},{0,{0}}}. Die Elemente dieser Menge sind
0,
{0},
{0.{0}}.
4) {1,2, a,ein Tisch, eine Katze}
5) N={1,2,3,4,5,...} — Die Menge der natiirlichen Zahlen.
6)Z=4{...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...} — Die Menge der ganzen Zahlen.

Zwei Arten eine Menge zu beschreiben:

(a) durch Aufzihlen ihrer Elemente, so wie in 1)-6).
(b) durch eine Eigenschaft, die ihre Elemente erfiillen, so wie in 7)-10).

7) {z |z hat die Eigenschaft A}.

8) {x |z ist eine natiirliche Zahl mit x < 5} ={1,2,3,4,5}.

9) {z|x ist eine natiirliche Zahl und = = a+b mit a € {6,7},b € {1,2}} ={7,8,9}.
10) {z |z ist ein Tiger und befindet sich im Horsaal 5D}.

Bezeichnungen = und C:

Zwei Mengen A und B heiflen gleich (und man schreibt A = B), wenn A und B die
gleichen Elemente haben. Eine Menge A heifit Teilmenge der Menge B (und man schreibt
A C B), wenn jedes Element von A auch in B liegt.

Es gilt A = B genau dann, wenn A C B und B C A ist.

Es gilt ® C B fiir jede Menge B.

Die Ordnung der Elemente in einer Menge ist unwichtig. So ist {1,2,3} = {2, 1, 3}.



Operationen mit Mengen:
(a) Vereinigung:

AU B :={z |z ist ein Element von A oder von B}.
(b) Schnitt:

AN B :={z|z ist ein Element von A und von B}.
(c) Differenz:

A\ B :={x|x ist ein Element von A aber nicht von B}.

Beispiele:
{1,2,3}U{2,3,4} ={1,2,3,4},
{1,2,3} n{2,3,4} ={2,3},
{1,2,3}\{2,3,4} = {1}.

Satz 1.1.1 Sind A, B, C Mengen, dann gilt:
AN(BUC)=(AnB)UANCQC).

Bezeichnung: Sei A eine endliche Menge. Dann bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente
von A.
Beispiele:

0] =0,

{0} =1,

1,2} = [{2, 3} = [{3,4}] = 2,

{0, {0}, {0, {0} }}] = 3.

Satz 1.1.2 Sind A, B, C endliche Mengen, dann gilt:
|AUB| = |A| +|B| — |AN B|.
Definition 1.1.3 Sei A eine Menge. Die Menge
P(A):={X| X C A}
heifit die Potenzmenge von A.

Beispiele:
P0) = {0},
P({0}) ={0,{0}},
P({L 2}) = {®> {1}7 {2}7 {17 2}}7
P({1,2,3}) = {0, {1} {2}, {3}, {1, 2} {1.3},{2.3}. {1.2,3} .

Definition 1.1.4 Sei A eine Menge und k£ € NU {0}. Die Menge
Pr(A) ={X|X CA und |X| =k}

heifit die Menge der k-elementigen Teilmengen von A.
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Beispiele:
PO({17273}) = {Q)}
Pi({1,2,3}) = {{1}, {2}, {3}},
P2({1,2,3}) = {{1,2},{1,3},{2,3}},
e
P4({1>273})

Definition 1.1.5 Seien A und B Mengen. Die Menge der Paare
Ax B:={(a,b)|ac A be B}
heifit das direkte Produkt von A und B.

Beispiele:
Sei A ={1,a} und B = {1,b}. Dann ist A x B ={(1,1),(1,b), (a,1), (a,b)}.
Sei A ={1,2} und B = {1,2,3}. Dann ist
Ax B={(1,1),(1,2),(1,3),
(2,1),(2,2),(2,3)}.

Satz 1.1.6 Sind A, B endliche Mengen, dann ist das direkte Produkt A x B
endlich und es gilt:
|Ax Bl = [A]-|B].

Definition 1.1.7 Sei n eine natiirliche Zahl und seien A;, As, ..., A, Mengen.
Eine Sequenz (ay,as, . ..,a,) mit a; € Ay, a9 € As, ..., a, € A, heifit ein n-Tupel.
Die Menge

A x Ay x ... x A, ::{(al,ag,...,anﬂal GAl,QQEAQ,...,(InGAn}
heifit das direkte Produkt von Ay, As, ..., A,.

Satz 1.1.6°. Sei n eine natiirliche Zahl. Sind Ay, As, ..., A, endliche Mengen,
dann ist das direkte Produkt A; x Ay x ... X A,, endlich und es gilt:

|A1 XAQ X, XAnl = |A1||A2||An|
Bezeichnung. Sei n eine natiirliche Zahl und sei A eine Menge. Die Menge

A" = Ax---x A
~————

n mal

heilt n-te Potenz der Menge A.



2 Vorlesung

2.1 Natiirliche Zahlen und Induktion

Axiome 2.1.1 (Peano Axiome)
Die natiirlichen Zahlen kénnen durch die folgenden Axiome charakterisiert werden:

1) 1 ist eine natiirliche Zahl.

2) Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau einen Nachfolger n’, der ebenfalls eine
natiirliche Zahl ist. (Es ist gemeint, dass n'=n+1 ist.)

3) Es gibt keine natiirliche Zahl, deren Nachfolger 1 ist.
4) Jede natiirliche Zahl ist Nachfolger hochstens einer natiirlichen Zahl.

5) Ist S eine Teilmenge von N und gelten

(a) 1 €S und
(b) ist n € S, dann gilt auch n’ € S,

so folgt S = N.
Satz 2.1.2 Fiir jede endliche Menge M gilt
[P(M)| = 2.
Satz 2.1.3 Fiir alle n € N gilt

1
1+2+---+n:@.

Satz 2.1.4 Fiir alle n € N gilt

1)(2 1
12_’_224_-__4_”2:"(”"‘ )6(”+ )

2.2 Binomialkoeffizienten

Definition 2.2.1 Fiir n, k € Z mit 0 < k < n definieren wir den Binomialkoeffizient (Z) als

(1) = Puan

wobei M eine beliebige n-elementige Menge ist. Mit anderen Wortern ist (Z) die Anzahl
der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge M.



Beispiele:

1)

(-

Um das zu beweisen, schreiben wir die alle 3-elementige Teilmengen der Menge
M ={1,2,3,4,5} auf:
Ps(M) =

{{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5} }.

2)
() -1

Um das zu beweisen, schreiben wir alle 2-elementigen Teilmengen der Menge
M ={1,2,3,4,5} auf:
Pao(M) =

{{1,2},{1,3}, {1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5}, {3,4}, {3,5}, {4, 5}}
Bezeichnung. Fiir n € N heifit die Zahl
nl=1-2-...-n

n-Fakultdt. Zusatzlich definiert man 0! = 1.
Esgilt 7'=1-2-3-4-5-6-7 = 5040.

Satz 2.2.2 Es gelten:

L0 0 () ()

2)
(Z> - k:!(nnl k)’
3)
()=
Y (n) _n—1) <n> _nn=1n-2)
5) Fiir k < n: : : ’ :



Beweis zu 2).
Schritt 1. Als einfithrenden Beispiel stellen wir fest, dass es 3! Varianten gibt, um

ai, as, az zu ordnen:
(ala ag, a’3)7 (CLl? as, a2)7 (a27 ai, a3)7 (CI/Q, as, a1)7 (a’37 ai, CLQ), (a37 ag, a/l)‘

Im Allgemein gilt: es gibt k! Varianten, um & Symbole a4, . .., a; zu ordnen. Tatséchlich,
gibt es k£ Varianten, um die erste Stelle aus £ Symbolen zu wéhlen. Fiir jede Wahl der
ersten Stelle haben wir (K — 1) Varianten, um die zweite Stelle zu wihlen. Sobald die
erste und die zweite Stelle gewihlt sind, haben wir (k — 2) Moglichkeiten fiir die Wahl
der dritten Stelle u.s.w. Insgesamt haben wir k- (k —1) - (k —2)-...-1 = k! Varianten.

Schritt 2. Nach Definition 2.2.1 ist (Z) die Anzahl der k-elementigen Teilmengen

der n-elementigen Menge {ai, ..., a,}.

Um eine solche Teilmenge zu bilden, wihlen wir zuerst ein Element aus {ay,...,a,}
(dafiir gibt es n Varianten), dann wihlen wir das zweite Element (dafiir gibt es (n — 1)
Varianten), u.s.w. Schliellich wiahlen wir das k-en Element (dafiir gibt es (n — (k — 1))
Varianten). Insgesamt gibt es

n-n—=1)-...-(n—k+1)

Varianten, um so eine geordnete Sequenz von k Elementen zu wéhlen.
Verschiedene geordnete Sequenzen konnen als Mengen gleich sein. Zum Beispiel,

{a17a25a3} = {alaa?na?} = {a25a17&3} = {a27a37 al} = {a37&17a2} = {a37 a27a/1}'

Wir interessieren uns aber um Mengen, fiir die die Ordnung der Elemente keine Rolle
spielt. Deswegen ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen der n-elementigen Menge
{ai,...,a,} gleich

n-n—1)-...-(n—k+1)
k! '

Diese Zahl gleich der folgenden Zahl ist:
n-m—1)-...-n—k+1) m—k)n—-k—-1)-...-1 n!

k! (n—k)n—-k—=1)-...-1  kl(n—Fk)!

Beweis zu 5). Wir beweisen diese Formel mit Hilfe der Formel aus 2).

(ZE) - (kil) i (Z) -

(n + 1)' = <n)' + L < (Dividiere durch n!)
(k+Dln—k)! — (k+1)(n—k—1) kl(n — k)] |
n+1 1 1
(k; n 1)!(n — k’)! = (k n 1)!<n e 1)! —+ m < (Multipliziere mit (k-+1)!)
ntl = ; + (k + 1) <=  (Multipliziere mit (n-k)!)
(n—k)! (n—Fk—1)! (n—k)! '
n+1 =(n—k) + (k+1).



Pascalsches Dreieck:

(o) L

(0 () 11
60 E) 121
@OEOE = 1331

() () )G () 14641

LOEEOE 15101051

Satz 2.2.3 (Binomischer Lehrsatz) Seien z,y € R und n € N. Es gilt:
(z+y)" = ("5) 2O + ("11) 2y (Z) 22 (n i 1) 2y (Z) 2"y

Tutorium 1

Aufgabe 1:

(a) Aus dem karierten 4 x 4 Quadrat hat man die obere linke Zelle entfernt. Zeigen Sie,
dass sich der Rest in ,,Eckchen* aus drei Zellen zerschneiden lésst.

(b) Zeigen Sie die zu (a) analoge Aussage fiir 2" x 2" Quadrate (n > 2), wobei wieder
die obere linke Zelle entfernt ist.

Aufgabe 2:
Sei n eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dass 2G") + 1 durch 3"+ teilbar ist.

3 Vorlesung

3.1 Abbildungen

Definition 3.1.1 Eine Abbildung f von der Menge X in die Menge Y ist eine Vorschrift,
die jedem z € X genau ein Element y € Y zuordnet. Man schreibt f: X — Y, z+— f(x).

Beispiele:
(1) f:N=N, z— 22
(2) g:{1,2,3} = {1,2,4},

111
NN

1
2
3



(3) h:{1,2,3} — {1,2,4},

1 — 2
2 = 1
3 — 4

Definition 3.1.2 Sei A C X. Dann heifit f(A) = {f(z) |z € A} das Bild von A.
Sei B C Y. Dann heifit f~1(B) = {x € X | f(x) € B} das Urbild von B.

Im Beispiel (2) oben: Das Bild von {1} ist {2}; das Urbild von {2} ist aber {1,2}.

Definition 3.1.3 1) Eine Abbildung f : X — Y heifit injektiv, wenn fiir alle zq, x5 €
X mit 1 # xo gilt: f(x1) # f(22).

2) Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv, wenn es zu jedem y € Y mindestens ein
r € X mit f(x) =y gibt.

3) Eine Abbildung heifit bijektiv, wenn sie gleichzeitig injektiv und surjektiv ist.

Im Beispiele oben: f ist injektiv, aber nicht surjektiv; ¢ ist nicht injektiv und nicht
surjektiv; h ist bijektiv.

Definition 3.1.4 Seien f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen. Die Verkniipfung g o f
ist die wie folgt definierte Abbildung: go f: X — Z, = — (g(f(x)).

Beispiel:
f:A{a,b,c} —{1,2,3},

o S Q
111

g:{1,2,3} = {u,v},

1 — wu
2 = v
3 = v

go f:{a,b,c} — {u,v},

o S Q
USRI
S < <

Satz 3.1.5 Sei X eine endliche Menge und f : X — X eine Abbildung. Dann sind
dquivalent:

(a) f ist injektiv.

(b) f ist surjektiv.

(c) f ist bijektiv.



Bemerkung: Fiir unendliche Mengen ist diese Aquivalenz im allgemeinen falsch. Bei-
spielsweise ist die Abbildung f : N — N, x s 22 zwar injektiv, aber nicht surjektiv.

Definition 3.1.6 Sei X eine Menge. Die Abbildung f : X — X, z +— x, heifit Identitat
auf X. Man bezeichnet sie mit idy.

Satz 3.1.7 Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann sind &dquivalent:
(a) f ist bijektiv.
(b) Es existiert eine Abbildung g : Y — X, so dass folgende Formeln gelten:

gof:idX7

fog:idy.

Behauptung. Seien f: X — Y, g:Y — Z und h : Z — T drei Abbildungen. Dann
gilt: ho(go f)=(hog)o f.

4 Vorlesung

4.1 Gruppen

Satz 4.1.1 Eine Gruppe ist eine nicht-leere Menge G zusammen mit einer Abbildung
x: G X G — G (wir werden axb anstatt x(a,b) schreiben), so dass die folgende drei
Axiome erfiillt sind:

(1) fiir alle a,b,c € G gilt: ax (bxc) = (a*xb) xc,
(2) es existiert ein e € G, so dass fiir alle a € G gilt: axe = e*xa = a,

(3) fiir alle a € G existiert b € G, so dass axb=0bxa = e gilt.

Behauptung: In jeder Gruppe gibt es nur ein Element, welches das zweite Axiom
erfiillt. Auerdem existiert fiir jedes a € G genau ein Element b, fiir welches Axiom (3)
erfiillt ist.

Das Element e heiit neutrales Element von G und b heifit inverses zu a.



Beispiele von Gruppen.
1) Z mit der Addition +.

2) Q\ {0} mit der Multiplication -.

3) Sei E eine Ebene und d(z,y) der Abstand zwischen den Punkten z,y € E. FEine
Bewegung von E ist eine Abbildung f : E — E, so dass d(z,y) = d(f(z), f(y)) fur
alle x,y € E gilt. Beispiele von Bewegungen sind Rotationen und Spiegelungen. Die
Komposition von zwei Bewegungen ist wider eine Bewegung.

Sei ABC' ein gleichseitiges Dreieck in E und sei O seine Mitte. Die Menge aller
Bewegungen von E, die das Dreieck auf sich abbilden ist

G = {7’0,7“120, T240, L4, lB, lc},

wobei
r die Rotation von £ um O um « Grad im Gegen-Uhrzeigersinn und
Ix die Spiegelung an der Achse (XO) ist:

To - T120 - T'240 - lA .

C C C
A B A B A B A B A B A B

A— A A— B A—C A— A A—C A— B
B— B B—C B— A B—C B— B B— A
C—C C— A C— B C— B C— A C—C

Diese Menge G zusammen mit der Komposition o von Bewegungen ist eine Gruppe.
Diese Gruppe heifit Symmetriegruppe des Dreiecks ABC'.
Beispiel: Wir berechnen die Komposition I, o lg in den Punkten A, B, C":

laolp(A)=1a(lp(A) =1a(C)=B
Lnolp(B) =la(l(B)) =iA(B) = C
L0 15(C) = La(l(C)) = L4(A) = A

Es gilt also [4 o lg = 7190.



4) Wir betrachten die Menge Ss aller bijektiven Abbildungen von {1,2,3} in {1, 2, 3}.
Jede solche Abbildung f : {1,2,3} — {1,2,3} werden wir in der Form

/= <f(11) 1@ 1)

aufschreiben. Dann ist

: 12 3 123 123
S_{ld_(1 2 3)’ O‘_(z 3 1)’ 5_(3 1 2)’
5 (123 (123 (123

In der folgenden Tabelle sind die Kompositionen der Elemente aus S3 angegeben:

(o llid[alB[n[r]ws]
djid|a|B |77
alla| B ||y |n|r
BB ld]aln|r | n
Y7 ve|slid|al B
Yol ve ||| B |id|a
Y|y alB|id

Die Menge S3 zusammen mit der Komposition o ist eine Gruppe:

(a) Die Behaputung nach Satz 3.1.7 besagt, dass die Assoziativitét gilt.
(b) id ist das neutrale Element.
(c) Die inversen Elemente sind in der folgenden Tabelle angegeben:

a |id|a|B|mn|r2|n
ot id | 8]l |y ]

Definition 4.1.2 Fiir jedes n € N definieren wir S,, als die Menge aller biektiven Ab-
bildungen von {1,2,...,n} in {1,2,...,n}. Die Gruppe (Sy, o) heifit Permutationsgruppe
der Menge {1,2,...,n}.

Definition 4.1.3 Sei X eine nicht-leere Menge und sei S(X) die Menge aller biektiven
Abbildungen von X in X. Die Gruppe (S(X), o) heiit Permutationsgruppe der Menge X.

Bemerkung. Es ist klar, dass S, gleich S({1,2,...,n}) ist.

Satz 4.1.4 Die Permutationsgruppe (S(X), o) ist genau dann kommutativ, wenn | X| = 1
oder | X| = 2.
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5 Vorlesung

Bezeichnung. Sei (G, %) eine Gruppe mit dem neutralen Element e. Fiir a € G schreiben
wir

a’ = e,
a' = a,
a’ = ax*a, a?=a'txal,
n o __ -n _ ,—1 1 1
a =ga*ax*---*a, a =g 'xa 'x---xa
TV
n mal n mal

fiir n € N.

Definition 5.1.1 Sei G eine Gruppe mit dem neutralen Element e und sei a € G. Die
Ordnung von a ist die kleinste natiirliche Zahl n > 1, fiir die a™ = e gilt. Gibt es keine
solche Zahl, so sagt man, dass a unendliche Ordnung hat. Die Ordnung von a wird als
Ord(a) bezeichnet. Also ist Ord(a) € N U {o0}.

Beispiele.
(1) In der Gruppe S3 haben wir mit den Bezeichnungen aus dem ersten Beispiel dieser
Vorlesung:
a | \‘“\5\%\%\%
Ord(a) [ 1]3[3]2[2]2

(2) In der Gruppe (Z,+) ist Ord(z) = oo fiir alle z # 0 und Ord(0) =

Satz 5.1.2 Sei a € G mit Ord(a) < oo und sei m € N. Dann gilt ™ = e genau dann,
wenn Ord(a) ein Teiler von m ist.

Definition 5.1.3 Die Ordnung einer Gruppe G ist die Anzahl von Elementen in G und
wird mit |G| bezeichnet.

Definition 5.1.4 Sei (G, *) eine Gruppe. Eine nicht-leere Teilmenge U von G heifit Un-
tergruppe von G, wenn

(1) fir alle a,b e U gilt axb e U,

(2) firallea e U gilt a™t € U.

Bemerkung. Eine Untergruppe U einer Gruppe (G, %) ist selber eine Gruppe beziiglich .

Beispiel. Sei n eine natiirliche Zahl. Als nZ bezeichnen wir die Menge aller ganzen Zahlen,
die durch n teilbar sind:

nZ=A{...,—2n,-n,0,n,2n,...}.
Dann ist nZ eine Untergruppe von Z.
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Satz 5.1.5 Alle von {0} verschiedenen Untergruppen von Z haben die Gestalt nZ fiir ein
n € N.

Definition 5.1.6 Sei (G, *) eine Gruppe und M eine nicht-leere Teilmenge von G. Man
sagt, dass G von M erzeugt ist, wenn jedes Element g € G in der Form

g =Ty * Mg * -+ XxMy

geschrieben werden kann, wobei m; € M oder m, Ve M fir1 <i<kund k € Nist. In
disem Fall schreibt man (M) = G.

Beispiel. Z = (1) = (37, 7).

6 Vorlesung

Bezeichnung. Sei m € Z und sei n € N. Wir teilen m durch n und erhalten ein ¢ € Z
und einen Rest r € NU {0}, so dass

m=qn+r, 0<r<n

gilt. Den Rest r bezeichnen wir mit Rest,,(m).

Beispiel. Rest7(37) =2, weil 37 =5-7+2 und 0 < 2 < 7 ist.

Definition 6.1.1 Sei n € N. Wir betrachten die Menge Z, = {0,1,...,n — 1}. Wir
definieren auf Z,, eine Verkniipfung +, durch:

i +n J = Rest, (i + 7).
Satz 6.1.2 (Z,,+,) ist eine Gruppe.
Definition 6.1.3 Die Gruppe (Z,, +,) heifit Restklassengruppe modulo n.

Beispiel. Fiir die Gruppe (Zg4, +4) ergibt sich die folgende Verkniipfungstabelle:

EALIBPIE]

+
0
1
2
3

W N = OO
O W DN
= O W N N
|| O] W|| W

Beispiel. Alle Untergruppen von Z, sind:

{0},
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11},
{0,2,4,6,8,10},

{0,3,6,9},

{0,4, 8},

{0,6}.
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Definition 6.1.4 Scien (Gy,¢) und (Ga, *) zwel Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G; — G
heifit Homomorphismus, wenn

p(roy) = () * o(y)

fiir alle z,y € G gilt.

Behauptung. Seien (G1,¢) und (G, *) zwei Gruppen mit neutralen Elementen ej, eq
und sei ¢ : G; — G5 ein Homomorphismus. Dann gilt:

1) p(e1) = e,
2) p(a™) = (p(a))! fiir alle a € G,

Beispiele.
(a) Folgende Abbildungen sind Homomorphismen:
1) 0:Z—Z, x — 2.

2)()0IZ2—>Z4
0—0
{1+—>2
3)@2Z4—)Z2
0— 0
1—1

2= 0
3 =1

(b) Folgende Abbildung ist kein Homomorphismus:
(ol ZQ — Z4

01

13
Definition 6.1.5 Seien (G1,¢) und (Ga, %) zwei Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — Gs
hei3t Isomorphismus, wenn

1) ¢ eine Bijektion ist,
2) p(roy) = p(x) * p(y) fir alle z,y € Gy gilt.

Satz 6.1.6 Wenn ¢ : G; — G5 ein Isomorphismus ist, dann ist die inverse Abbildung
o ! Gy — Gy auch ein Isomorphismus.

Definition 6.1.7 Zwei Gruppen (G1,©) und (Gg, *) heilen isomorph, wenn ein Isomor-
phismus ¢ : G; — G5 existiert.

Beispiele. 1) Die Gruppe (Z,+) und ihre Untergruppe (27Z, +) sind isomorph.

2) Die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks und die Permutationsgruppe Ss
sind isomorph.
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7 Vorlesung

Definition 7.1.1 Eine Gruppe (G, x) heifit zyklisch, wenn ein Element g € G existiert,
so dass G = (g) ist. Mit anderen Wértern ist G = {¢' |7 € Z}.

Beispiele. 1) (Z, +) ist eine zyklische Gruppe, weil Z = (1) ist.
2) (Zy, +y) ist eine zyklische Gruppe fiir alle n € N, weil Z,, = (1) ist.

Satz 7.1.2 1) Jede unendliche zyklische Gruppe ist zu (Z, +) isomorph.
2) Jede endliche zyklische Gruppe mit n Elementen ist zu (Z,, +,) isomorph.

Definition 7.1.3 Seien (Gy,¢) und (Gy, %) zwei Gruppen mit neutralen Elementen e
und es. Sei ¢ : G; — G4 ein Homomorphismus.

Der Kern von ¢ ist die Menge ker(¢) = {x € Gy | ¢(x) = ea}.

Das Bild von ¢ ist die Menge im(¢) = {p(z) |z € G1}.

Satz 7.1.4 Seien (Gy,¢) und (Gy, *) zwei Gruppen und ¢ : G; — G5 ein Homomorphis-
mus. Dann ist dquivalent:

(a) v ist injektiv.

(b) ker(¢) = {e1}, wobei e; das neutrale Element von G ist.

Satz 7.1.5 Seien (Gy,©¢) und (G, *) zwei Gruppen mit neutralen Elementen eq, e5 und
sei v : G5 — G5 ein Homomorphismus. Dann gilt:

1) ker(¢p) ist eine Untergruppe von Gy,
im(y) ist eine Untergruppe von Ga,

2) wenn a € G eine endliche Ordnung hat,
dann ist Ord(¢(a)) ein Teiler von Ord(a),

3) wenn ¢ ein Isomorphismus ist,

dann gilt: Ord(p(a)) = Ord(a) fiir alle a € Gy.
Definition 7.1.6 Sei (G, *) eine Gruppe, H eine Untergruppe und g € G. Die Menge
gH ={g*xh|h e H}
heifit die linke Nebenklasse von H in G bzgl. g. Die Menge
{gH g € G}

ist die Menge aller linken Nebenlassen von H in G.

Beispiel. Sei G = S3 = {id, a, 5,71, 72,73} (siehe erstes Beispiel von Vorlesung 5) und
H = {id,y1}. Wir schreiben alle linken Nebenlassen von H in G auf:

1dH:{1d77l}:N17 leH:{ﬁh?id}:Nla
OKH:{OZ,’)/g} :N27 72H2{727ﬁ} :N37
ﬁH:{/87fy2} :N37 ’YgH:{’}/g,Oé} :NQ-
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Definition 7.1.7 Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Die Anzahl der linken Ne-
benklassen von H in G heifit der Index von H in G und wird mit |G : H| bezeichnet.

Satz 7.1.8 (Lagrange) Sei H eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Dann ist |H |
ein Teiler von |G|. Genauer gilt

|G| =|H|-|G: H|.

Folgerung 7.1.9 Sei a ein Element einer endlichen Gruppe G. Dann ist die Ordnung
von a ein Teiler der Ordnung von G.
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Tutorium 2

Aufgabe 1:
Sei Y die Menge aller unendlichen Sequenzen der Form

(ay,a9,as,...), mit a; € {0, 1} fiir alle i € N.

Zeiegen Sie:
(a) Es gibt eine injektive Abbildung N — Y.
(b) Es gibt keine bijektive Abbildung N — Y.

Aufgabe 2: Kleine Gruppen. Zeigen Sie, dass fiir eine Gruppe (G, %), bis auf Umbenen-
nung der Elemente, gilt:

(a) |Gl =1= G ={e},

(b) |G| =2 = G = {e,a} mit

|
o

SRS

ST QN
IS

(¢) |G| =3 = G ={e,a,b} mit

=000
=000

QS
LI

Definition:
Zwei Gruppen (Gy,e) und (Gy, %) heien isomorph, wenn eine Abbildung ¢ : G; — G3
existiert, so dass

(1) ¢ ist eine Bijektion.
(2) p(zeoy)=p(x)*p(y) fir alle z,y € G;.

o] 1]2] *]e]a]
1[1]2|und sei (Go,*):|elela
2121 e
Dann ist ¢ : G; = Ga, 1 — e, 2 — a eine Abbildung mit den Eigenschaften (1) und (2),
also sind G; und G4 isomorph.

Beispiel: Sei (G, o) :

a
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8 Vorlesung

Definition 8.1.1 Eine Permutation o € S, heifit k-Zyklus, wenn verschiedene Zahlen
i1,79,...,0k € {1,...,n} existieren, so dass

U(il) = ?;2,

O'(iz) = ?;3,

J(ik_l) = ik,

o(ix) =1i; und

o(x) =z firallex € {1,2,...,n}\ {i1,d2, ..., 0}

Schreibweise: o = (iy4s . ..14). Die Zahl k heiit die Linge von o.
Bemerkung. Es ist klar, dass (i1iz . ..1;) = (igi3...0xi1) = -+ = (Igi1d2 ... 7x_1) ist.
Definition 8.1.2 Zwei Zyklen (i1is .. .4;) und (jijs ... ;) heilen unabhdingig, wenn
{i1, 09, .. i} N {J1, 72, -, i} = 0.
Bemerking. Zwei unabhéngige Zyklen o, 7 kommutieren, d.h. o7 = 70.
Satz 8.1.3 Jede Permutation o € S,, kann als Produkt (Komposition)

0 =0100920:--00k,

geschrieben werden, so dass oy, 09, ...,0, unabhingige Zyklen sind. Dieses Produkt ist
bis auf eine Permutation der o4, ..., 0, eindeutig.

Beispiele. 1) (62475)0(193):({1) Z i’ 3 2 g g 2 g)

2)(}

Definition 8.1.4 Eine Transposition in S, ist ein Zyklus der Form (i,j) fiir i,j €
{1,2,...,n} mit i # j.

Satz 8.1.5 Die symmetrische Gruppe S, ist von allen ihren Transpositionen erzeugt:

2 57) 2 g > = (293) o (46) o (57)

=~ o

4 5
6 7

O N

Su={E)[1<i<j<n}).

Definition 8.1.6 Sei 0 € S, und ¢ = 0105 ...0, wobei 01,09, ...,0, unabhingige Zy-
klen sind. Wir defineren eine Zahl (Signum von o):

sign(o) = (~1)%),

wobei
L(o) = (Ldnge(o1) — 1) + - - - + (Léinge(ox) — 1)

ist. Zusétzlich setzen wir sign(id) = 1.
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Lemma 8.1.7 Sei 0 € S,, und sei (ij) eine Transposition aus .S,,. Dann gilt
sign(o o (ij)) = —sign(o).
Satz 8.1.8 Sei 0,7 € 5,. Dann gilt
sign(o o 7) = sign(o) - sign(7).

Folgerung 8.1.9 . Die Abblildung sign : S,, — {—1, 1} ist ein Homomorphismus. Hier
ist die Gruppe {—1, 1} beziiglich Multiplikation betrachtet und sie ist zu der Gruppe Zs
beziiglich Addition isomorph.

Definition 8.1.10 Eine Permutation o € S, heifit gerade, wenn sign(c) = 1 ist und sie
heifit ungerade, wenn sign(o) = —1 ist.

Bemerkung. Alle gerade Permutationen in S, bilden eine Untergruppe. Diese Unter-
gruppe heifit alternierende Gruppe des Grades n und wird als A,, bezeichnet. Es ist klar,
dass A, = ker (sign).

Satz 8.1.11 Sei n > 2. Dann hat die Untergruppe A,, Index 2 in S,,.
Su=A, | (12)0 4,

ist die Zerlegung von S, in zwei Nebenklassen von A,,. Die Nebenklasse (12) o A,, entsteht
aus allen ungeraden Permutationen.

19



Tutorium 4

Aufgabe 1

Zeigen Sie den folgenden Satz.
Satz: Wenn 7 ein k-Zyklus aus S, ist, dann ist o7o~! fiir beliebige o € S,, ebenfalls ein
k-Zyklus. Genauer gilt fiir einen k-Zyklus 7 = (i1 iy ... ix) und 0 € S,:

orot = (0(iy) o(ia) ... a(ir)).

Aufgabe 2
Beweisen Sie, dass S, = ((12 ... n), (1 2)) gilt.

Aufgabe 3

Zeigen Sie den folgenden Satz.
Satz (Polya): Sei M eine beliebige Menge von Transpositionen aus der symmetrischen
Gruppe S,,. Dann gilt die folgende Aquvialenz:

(M)=1S, < Iy ist zusammenhéngend.

Dabei ist T'y; der Graph mit {1,2,...,n} als Menge der Eckpunkte bei dem zwei Eck-
punkte 7, j genau dann durch eine Kanten verbunden sind, wenn (i j) € M. Ein Graph
heifit zusammenhdngend, wenn je zwei Eckpunkte durch einen Weg verbunden werden
konnen.

Aufgabe 4 (Quaternionen)

Wir definieren auf der Menge
Quat = {1,4,4,k,—1,—i,—j, —k}
eine Verkniipfung durch die folgenden Bedingungen:
e 1 ist neutrales Element,
e -1 wird mit den Elementen aus Quat auf die natiirliche Weise multipliziert,
o 2= 2 =k2=_1,
o =k, ji=—k,
jk =1, kj = —1,
ki =3, ik=—j.

Diese Verkniipfung macht Quat zu einer Gruppe. Geben Sie alle Untergruppen dieser
Gruppe an.
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9 Vorlesung

Definition 9.1.1 Eine nicht-leere Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen + und -
heilt Ring, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

Al.a+ (b+¢)=(a+0b) +cfiralle a,b,c e K
A2. Es gibt ein Element 0 € K mit 0 +a = a+ 0 = a fiir alle a € K.

A3. Fiir jedes a € K existiert ein b € K, so dassa+b=b+ a = 0 gilt.
(Das Element b wird als —a bezeichnet.)

Ad. a+b=0>b+a fir alle a,b € K.

M1. (a-b)-c=a-(b-c) fiir alle a,b,c € K (Assoziativitét).
Dl.c-(a+b)=c-a+c-bfiralle a,b,c € K (linkes Distributivgesetz).
D2. (a+0b)-c=a-c+b-cfiralle a,b,c € K (rechtes Distributivgesetz).

Definition 9.1.2 Ein Ring K heifit kommutativ, wenn a - b = b - a fiir alle a,b € K.
Ein Element e € K heifit Finselement des Ringes K, wenn e-a = a-e = a fiir alle a € K.

Bemerkung. Wenn der Ring (K, +,-) ein Einselement hat, dann ist dieses eindeutig
bestimmt und wird mit 1 bezeichnet.

Beispiele.
1) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1.
2) (nZ,+,-) ist ein kommutativer Ring und hat fiir n > 1 kein Einselement.
3) (Q, +, ) ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1.
4) (R, +,-) ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1.
5) Wir betrachten die Menge K der Funktionen von R nach R. Fiir f, g € K definieren
wir die Funktionen f + ¢ und f - g durch

(f+9)(x) := f(x) + g(x) fir alle z € R,
(f-g9)(x):= f(x)-g(z) firalle x € R.

Mit diesen Verkniipfungen wird K zu einem kommutativen Ring mit der Funktion
lg : R —+ R, 2+ 1 als Einselement.

6) Sei n eine natiirliche Zahl. Die Menge Z,, = {0,1,...,n — 1} wird zusammen mit
der Verkniipfung +,, als Addition und der durch

x o,y := Rest,(i - j)

definierten Verkniipfung als Multiplikation zu einem kommutativen Ring mit Einsele-
ment 1. Der Ring (Z,, +,, ®,) heifit Restklassenring modulo n.
Die Verkniipfungstabellen fiir n = 4 sind:

+,0[1]2]3 o, |0[1/2]3
010|1/2]3 0[0/0]0]0
1 11{2/3]0 1701123
2 12301 2101202
3 13(0]1]2 31013121
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7) Sei (K, +,-) ein Ring. Wir definieren auf der Menge

M2, K) = {(Z Z) | a,b,c,dEK}

der 2 x 2-Matrizen die Verkniipfungen + und - durch
aq b1 + as b2 _ aj + as bl + b2
C1 d1 Cy dg 1+ Co dl + dg ’
aq b1 ) a9 bg _ ajag + blcg CleQ + bldg
C1 d1 Cy dg ci1a9 + dlcg Clbg + dldg '
Man kann beweisen, dass M (2, K) ein Ring ist. Falls K ein Einselement 1 besitzt, so ist

die Matrix ( é (1) ) das Einselemet von M (2, K).

Definition 9.1.3 Sei (K, +, ) ein Ring. Eine nicht-leere Teilmenge U C K heifit Unter-
ring, wenn folgende Axiome erfiillt sind.

Ul. Aus a,be U folgt a+be U.
U2. Aus a € U folgt —a € U.
U3. Aus a,b e U folgt a-b e U.

Bemerkung. Es ist klar, dass Ul und U2 implizieren 0 € U. Mit den Verkniipfungen +, -
ist U ein Ring.

Definition 9.1.4 Sei (K, +,-) ein kommutativer Ring. Eine nichtleere Teilmenge I von
K heifit Ideal, wenn

1) Aus a,be I folgta—be I.
2) Ausa € I und b € K folgt a-b € I. (Achtung: b € K)

Bemerkung. {0} und K sind Ideale in dem Ring K.

Satz 9.1.5 Fiir jede natiirliche Zahl n ist nZ ein Ideal in dem Ring Z.
Jedes Ideal I # {0} in dem Ring Z hat die Form nZ fiir eine natiirliche Zahl n.
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10 Vorlesung

Definition 10.1.1 Seien a,b € Z. Die Zahl b heif3t Teiler von a, wenn eine Zahl ¢ € Z
existiert, so dass a = b - ¢ gilt. Schreibweise: b | a.

Definition 10.1.2 Seien a,b € Z\{0}. Eine Zahl ¢ € N heifit grifiter gemeinsamer Teiler
(kurz ggT(a,b)) von a und b, wenn folgendes gilt:

1) ¢|a und c|b,

2) wenn d € Z ist und d|a und d|b, dann gilt d| c.

Satz 10.1.3 ( Euklidischer Algorithmus). Seien ag,a; € N. In dem weiteren Prozess
sind alle ¢; und @; in N U {0}. Wir teilen ag durch a; mit dem Rest ay. Danach teilen a;
durch a, mit dem Rest a3 u.s.w. bis wir den Rest 0 bekommen:

ag = q1a1 + ag, 0<ay<a
ay = @202 + as, 0<as <ag
@i—1 = qia; + Qiy1, 0< a1 <a;
Ap—-1 = qpQyp + An+1, 0 < Upt1 < Ay
ap = qn+10n+1 + 0.

Dann ist der letzte von Null verschiedene Rest a,1 gleich ggT(a,b).

Satz 10.1.4 Seien a,b € Z \ {0}. Dann existiert ggT(a,b) und ist eindeutig bestimmt.
Auflerdem existiern x,y € Z, so dass gilt:

ax + by = ggT(a,b).
Beispiel. Wir wenden den euklidischen Algorithmus auf die Zahlen 1022 und 318 an:

1022 = 3-318 468
318 = 4-68 +46
68 = 1-46 +22
46 = 2-22 +2
22=11-2 40

Es gilt also ggT(1022,318) = 2.
Nun bestimmen wir ganze Zahlen z, y mit 2 = z-1022+y-318, indem wir obige Gleichungen
in umgekehrter Reihenfolge benutzen:

2=1-46-2-22=1-46—2-(68—1-46) = —2-68 + 3 -46
=—2-68+3-(318—4-68)=3-318—14-68 =3-318 — 14(1022 — 3 - 318)
= —14-1022 + 45 -318.
=x =Y
Definition 10.1.5 Seien K, K5 zwei Ringe. Eine Abbildung ¢ : K7 — K5 heiit Homo-
morphismus, wenn gilt:
1) o(a+b) = p(a) + ¢(b),
2) p(a-b) = ¢(a) - o(b).

23



Beispiel. 1) Die Abbildung
Rest, : Z — Z,,

r +— Rest,(z)

ist ein Ringhomomorphismus.
2) Sei F' der Ring der Funktionen von R nach R. Dann ist die Abbildung ¢ : F' — R,
f+— f(1), ein Homomorphismus.

Satz 10.1.6 Sei ¢ : K; — K5 ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:
1) Das Bild von ¢

im (¢) = {p(z) |2 € K1}
ist ein Unterring in K.
2) Der Kern von ¢
ker () = {z € Ki|p(r) = 0}

ist ein Unterring in K. Der Kern ist sogar ein Ideal in Kj.

Satz 10.1.7 Sei ¢ : K; — K5 ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:

1) ¢(0) = 0,
2) ¢ ist injektiv genau dann, wenn ker(p) = {0}.

Definition 10.1.8 Seien K, Ky zwei Ringe. Eine Abbildung ¢ : K7 — K> heifit [somor-
phismus, wenn ¢ ein bijektiver Ringhomomorphismus ist.

Beispiele. 1) Der Kern des Homomorphismus Rest,, : Z — Z,, ist nZ.
2) Der Kern des Homomorphismus Zg — Zs, « — Rests(z), ist das Ideal {0, 3,6} des
Ringes Zg. Dieser Kern ist zu dem Ring Z3 nicht isomorph.

11 Vorlesung

Definition 11.1.1 Eine nichtleere Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen + und
- heif}it ein Kérper, wenn

1) (K, +) eine kommutative Gruppe ist,

2) (K \ {0},-) eine kommutative Gruppe ist,

3) die Distributivgesetze gelten.

Etwas austfiihrlicher:
Al) fiir alle a,b,c € K gilt: a+ (b+¢) = (a + ) + ¢,
A2) es existiert ein Element 0 € K, so dass fiir alle a € K gilt: a+0=0+a = q,
A3) fiir alle a € K existiert ein be K mit a+b=5b+a =0,
A4) fiir alle a,b € K gilt: a+b=b+ a,
B1) fiir alle a,b,c € K\ {0} gilt: a- (b-¢) = (a-b) - ¢,
B2) es existiert ein Element 1 € K\ {0}, so dass fiir alle a € K\{0} gilt: a-1 = 1-a = a,
B3) fiir alle a € K \ {0} existiert ein b € K\ {0} mita-b=0-a =1,
B4) fir alle a,b € K\ {0} gilt: a-b=10"a,
D1) fir alle a,b,c € K gilt: a- (b+¢)=a-b+a-c,
D2) fiir alle a,b,c € K gilt: (a+b)-c=a-c+b-c.
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Beispiele.
1) (@7 +7 ')7
2) <R7 +, ')7
3) (Za, +2, 7).

Satz 11.1.2 Der Restklassenring (Z,, +,, ) ist ein Kérper genau dann, wenn n eine
Primzahl ist.

Definition 11.1.3 Wir definieren + und - auf der Menge C = {(a,b) | a,b € R} durch
(al,b1>+(a2,bg) = (a1+a2,b1+b2),
(a1,b1) - (az,b2) = (ar1az — b1z, arby + braz).

Satz 11.1.4 (C,+,-) ist ein Korper. Sein Nullelement ist (0,0) und sein Einselement ist
(1,0). Sei (a,b) # (0,0) ein von null verschiedenes Element. Dann ist
(o)
a2+ 02" a?+ 0?7

das inverse Element zu (a,b).
Definition 11.1.5 Der Koérper (C, +,-) heiit Kdrper der komplexen Zahlen.

Algebraische Form der komplexen Zahlen.
Die Abbildung

R—C

r i (r,0).

ist injektiv. Deshalb identifizieren wir 1 mit (1,0) und allgemeiner r € R mit (r,0) € C.
Das Paar (0,1) wird mit i bezeichnet. Dann gilt > = —1 und
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + ib.

a + ib heiBt die algebraische Form der komplexen Zahl (a,b). Fiir z = a + ib heifit a der
reelle Teil von z, und b der imagindre Teil von z. Man schreibt a = Rez und b = Im z. Es
gilt

z=Rez+ilmz.

Fiir die algebraische Form haben wir die folgenden Gesetze:
(a1 + Zbl) + (CLQ + Zbg) = ((Il + CLQ) + Z(bl + bg),
(a1 + Zbl) . (CLQ + Zbg) = (CL16L2 — blbg) + i(ale + blag).

Trigonometrische Form der komplexen Zahlen.
Sei z = a + ib eine von null verschiedene komplexe Zahl in der algebraischen Form.
Mit der Bezeichnungen r = v/a? + b2, * = —=2— und y = ——2— haben wir

Vet VTR
z =r(x+1y).
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Da 2% +y? = 1 ist, existiert ein Winkel ¢ € [0,27), so dass x = cos p und y = sin ¢ gelten.
Dann gilt:

z=r-(cosp+ising).
Das ist die trigonometrische Form der komplexen Zahl z. Die reelle Zahl r heifit Absolut-

betrag von z und wird mit |z| bezeichnet. Die Zahl ¢ heifit Argument von z und wird mit
arg(z) bezeichnet. Es gilt:

z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))).

Fiir z = 0 setzen wir |z| = 0 und arg(z) = 0.

Beispiele.
1)
2-i3 (2-i3)-(4+i5) 23—2 23 2
— = = — —1—.
4—i5 (4-5i)-(4+i5) 4 41 4
2)
1 V3
1—1—2'\/522-(5—1—2'\/7_):2-(cosg+ising).

Satz 11.1.6 Seien z; = r1(cos; + isin ) und 2o = ry(cos o + i 8in o) zwei komplexe
Zahlen in der trigonometrischen Form. Dann gilt:

2129 = 11712(cos(p1 + 2) + isin(p; + ¢2)).
Also werden, bei der Multiplikation von z; und z,, die Absolutbetdge multipliziert und
ihre Argumente addiert (modulo 27).
Definition 11.1.7 Sei z = a+1ib eine komplexe Zahl in der algebraischen Form. Die Zahl
zZ = a — ib heiit komplex Konjugierte zu z.

Behauptung. Es gelten die folgenden Formeln:

|

:Z’
2129 = 21 * 22,

21+ 20 = Z1 + Za,

Eine Konstruktion eines Kérper der Ordnung 4.
Wir betrachten die folgende Menge von Polynomen mit Koeffizienten in Zj :

K :={ax+b| a,beZy} ={0,1,z,2+ 1}.
Auf dieser Menge wird durch

(ax +b) ® (cx + d) := Resta(a + ¢)x + Resta (b + d)
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eine Addition definiert. Eine Multiplikation ® definieren wir in drei Schritten:

Schritt 1. (Polynommultiplikation):
Berechne p; = (az +b) - (cx + d) = aca? + (ad + be)z + bd.

Schritt 2. (Reduktion von p; zu einem Polynom ohne quadratischen Term):
Subtrahiere von p; das Polynom ac(z? + 4+ 1) und erhalte ein Polynom
p2 = (ad + be — ac)x + (bd — ac).

Schritt 3. (Reduktion der Koeffizienten von p, modulo 2):
Setze (ax +b) ® (cx + d) := Resty(ad + bc — ac)x + Restq(bd — ac).

Mit den Verkniipfungen & und ® wird K zu einem Korper, welcher 4 Elemente enthélt.
Dabei ist 0x + 0 das Nullelement und 0z + 1 das Einselement.
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Tutorium 5

Aufgabe 1(Chaméleons)

Auf einer Insel leben 45 Chaméleons, von denen 13 blau, 15 griin und 17 gelb sind. Treffen
sich zwei Chamaéleons verschiedener Farbe, so wechseln sie ihre Farbe in die dritte Farbe.
Zeigen Sie, dass es hierdurch nicht moglich ist, dass irgendwann alle Chaméleons der Insel
gelb sind.

Aufgabe 2 (Chinesischer Restklassensatz)

Finden Sie mit dem folgenden Satz eine ganze Zahl z, die die Kongruenzen

=2 (mod 3)

x =3 (mod 4)

x =2 (mod 5)
erfiillt.
Satz: Seien my, ms, ..., mg paarweise teilerfremde ganze Zahlen. Dann existiert fiir jedes
Tupel (21, x9,...,25) € Z° eine ganze Zahl z, so dass die folgenden Kongruenzen erfiillt
sind:

xr =1z (mod my),
T = xo (mod my),

r =1z (mod my).

Setzen wir m = myms ... ms. Ist z( eine beliebige Losung, so ist die Menge aller ganzzah-
ligen Losungen gleich {x¢ + km | k € Z}. Dabei kann eine solche Losung mit der Formel

s
m
Tog - — E Ci—X;
, my;
=1

bestimmt werden, wobei ¢; invers (bzgl. Multiplikation) zu m/m; im Ring Z,,, ist.

Aufgabe 3 (Restklassenring modulo n)
Sei n € N, n > 2. Zeigen Sie, dass in Z,, die folgende zwei Aussagen dquivalent sind:
(1) Jedes von 0 verschiedene Element hat bzgl. e ein Inverses.

(2) n ist eine Primzahl.

Beispiele:
InZs: x |12 3 4 InZy; =z |1 2 3

13 2 4 |1
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12 Vorlesung

Definition 12.1.1 Sei (K, +,-) ein Korper. Eine nicht-leere Menge V' zusammen mit
zwei Verkniipfungen

+: VxV =V (Vektoraddition),
K xV — V (Skalarmultiplikation)

heifit ein Vektorraum tiber K (oder K-Vektorraum), wenn folgende Axiome erfiillt sind:
(VA1) (u+v)+w=u+ (v+ w) fir alle u,v,w € V,

(VA2) Es gibt ein Oy € V mit Oy +v=v+ 0y = fir allev € V,

(VA3) Zu jedem v € V gibt es ein —v € V mit v + (—v) = Oy,

(VA4) u+v=v+u fir alle u,v € V,

(VS1) (A-p)-v=A-(p-v) firalle \,p € Kundv € V,

(VS2) lx-v=vwfiraleveV

(VS3) A+ p)-v=X-v+p-vfiralle \\pe Kundv eV,

(VS4) A (u+v)=X-u+A-vfiralle A\ € K und u,v € V.

Beispiele. Sei K ein Korper.

T
1) V=K"= m.Q X1, To, ..., Ty, € K p mit den Verkniipfungen
o
Z (1 T1+ T ATy
I.Q n y.z _ 902‘.*‘92 and ) - l’.z _ ATy
Tn Yn Tn —|— Un Ty AL,

2) Sei M eine beliebige nicht-leere Menge. Wir setzen
V={f: M — R|f ist eine Abbildung}.
Fiir f,g € V wird die Funktion f + ¢ definiert durch
(f + g)(m) = F(m) + g(m) fiir alle m € M.
Fir f € V und A € K wird die Funktion A - f definiert durch
(A= f)(m) :== Af(m) fir alle m € M.
3) K[z] = {anx™ + ap_12™  + -+ ag|an,...,a0 € K, n€e NU{0}}

Die iibliche Addition von zwei Polynomen und die Multiplikation eines Polynome mit
einem Element aus K machen K [z] zu einem Vektorraum.
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Satz 12.1.2 Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann gelten:
(a) O -v =0y firallev eV,
(b) A-0y = 0y fir alle A € K,
(¢) A-v =0y gilt genau dann, wenn A = O oder v = Oy,
(d) (=1)-v=—vfiralevelV.

Definition 12.1.3 Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Teilmen-
ge U C V heidt Untervektorraum von V, falls

(UV1) u+wv e fir alle u,v € U,
(UV2) —ueU firalleue U,
(UV3) A-ueU fir allle A € K und u € U.

Bemerkung. Aus den Axiomen (UV1) und (UV2) folgt 0y € U. Ein Untervektorraum
eines Vektorraums iiber K ist ein Vektorraum iiber K.

Beispiel. Sei K ein Korper und seien A\j, Ay € K. Dann ist

Uipg) = {(2) € K% | May + Aoz = OK}

ein Untervektorraum von K2.

Satz 12.1.4 Fir (:\\1) 7£ (8) gllt U()\l A2) {k’ ( ) |k’ c K}
2

Satz 12.1.5 Die Untervektorrdume von V = K? sind
(1) {Ok=},
(2) K2,

(3) Ut ) fiir (i;) # (8)-

Beweis: Sei {Oy} # U # K? ein Untervektorraum in K?. Wir wiihlen 8) # Z e U

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir b # 0 voraussetzen (Fall a # 0 ldsst

sich analog betrachten). Mit der Bezeichnung a; = § ist % (Z) = (all) € U. Wir beweisen

nun, dass alle Vektoren ((12) € U die Form £ - (all) fiir ein k € K haben. Es gilt

2

—baa as — bya
U> —b ) 201 _ (G2 201 |
) e ()= 0 = ()

Wenn ay — byay = 0 ist, dann setze k := by. Wir werden nun zeigen dass as — bea; # 0
nicht moglich ist. In diesem Fall wére ndmlich

U> 1 . CLQ—bgal _ ]_
a2—b2a1 0 0
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Da (al) € U wiirde zusétzlich folgen:

1
0 ay 1
= — el,
i) =(3) =
also ((1)), (é) € U und damit K? = U, ein Widerspruch.

Satz 12.1.6 Seien \i, Ao, i1, pz € K mit (il) + (8) und ('ul) + (8) Dann sind die
2 2
folgenden zwei Aussagen dquivalent:

(a) Uine) = Ul o) -

(b) Es existiert ein ¢ € K \ {0} mit c- ()\1) = (Ml).
A2 H2

Definition 12.1.7 Sei V ein K-Vektorraum und M = {vy,...,v,} C V eine endliche
Menge von Vektoren aus V. Die lineare Hiille von M ist

,C(M) I:{)\l'U1+...+/\n'Un | Al,...,)\nEK}QV.

Wir setzen auch £(0) = {0y }.
Satz 12.1.8 (a) Fir jede endliche Menge M ist £L(M) ein Untervektorraum von V.
(b) L(M) ist der kleinste Untervektorraum, der M enthélt.
(c) Es gilt:
L(M) = N U
U ist ein UVR von V
MCU

13 Vorlesung

Definition 13.1.1 Sei V' ein K-Vektorraum. Eine endliche Teilmenge M C V heift
Erzeugendensystem von V', falls L(M) = V.

Ein K-Vektorraum V heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche Teilmenge M C V' gibt,
so dass L(M) =V.

Beispiele.
((1) (0 0
1 0
1) V = K" ist endlich erzeugt. Ein Erzeugendensystem ist M = ¢ |0],[0],...,|0
Llo) Lo 1))

2) V = K [z] ist nicht endlich erzeugt.

3) Die Vektoren (g), (g), (_11) bilden ein Erzeugendensystem von R2.
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Definition 13.1.2 Eine endliche Menge M = {vy,...,v,} von Vektoren aus dem K-
Vektorraum V' heif3t linear unabhdngig, falls aus \yv1+. ..+ v, =0y mit A\,... N\, € K
folgt, dass Ay = ... = A\, = Ox. AuBlerdem ist M = () linear unabhéngig. Nicht linear
unabhéngig wird auch linear abhdingig genannt.

Beispiele.
NInV =K?ist M = {((1)), ((1))} linear unabhéngig. Analog fiir K.
2) In V = K? ist die Menge M = {((1))7 ((1)), @)} linear abhéngig.

Bemerkung. Ist M C V linear unabhéngig, dann gilt dies auch fiir jede Teilmenge
von M.

Definition 13.1.3 Eine endliche Menge M C V heifit Basis von V| falls
1) M ist ein Erzeugendensystem von V|

2) M ist linear unabhéngig.
Der Vektorraum V' = {0y} hat die Basis B = ().

Bemerkung.

1) K™ hat eine Basis fiir jedes n € N.

2) Ist M = {vy,...,v,} eine Basis von V, dann lédsst sich jeder Vektor v € V in
eindeutiger Weise als Linearkombination der vy, ..., v, schreiben:

V=NV + ...+ A\,

Satz 13.1.4 Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und sei M ein endliches Erzeu-
gendensystem von V. Dann existiert eine Teilmenge B von M, so dass B eine Basis von
V ist.

Folgerung 13.1.5 (Basisexistenzsatz) Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine
Basis.

Satz 13.1.6 (Austauschsatz von Steinnitz) Sei {vy,..., v} linear unabhéngig in V' und
sei B = {uy,...,u,} eine Basis von V. Dann ist n > k und es existieren w;,, ..., u;, € B,
so dass

B'= B\ {uy,...,u;, } U{vr,..., v}

auch eine Basis von V ist.

Satz 13.1.7 Seien B; und B, zwei Basen in einem endlich erzeugten Vektorraum V.
Dann gilt |B;| = |Bs|.

Definition 13.1.8 Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber einem Korper K. Die
Anzahl von Elementen in einer Basis von V' heif3t Dimension von V iiber K und wird als
dimg (V) bezeichnet.
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14 Vorlesung

Satz 14.1.1 (Ergénzungssatz) Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und L C V eine
endliche, linear unabhéngige Teilmenge. Dann gibt es eine Basis B von V mit L C B.
Insbesondere ist |L| < dimg V.

Folgerung 14.1.2 Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U C V' ein Untervek-
torraum. Dann ist U auch endlich erzeugt und es gilt:

dimg (U) < dimg (V).
Die Gleichheit dimg (U) = dimg (V') gilt genau dann, wenn U =V ist.
Definition 14.1.3 Seien U;, U, Untervektorrdume von V. Dann ist
Uy +Us :={uy +us | uy € Uy,us € U}

ebenfalls ein Untervektorraum, genannt die Summe von U; und U,. Eine solche Sum-
me heifit direkte Summe (in Zeichen U; & U,), wenn einer der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

1) UyNU; ={0y}.

2) Jedes u € Uy + Uy wird eindeutig als u = uy 4+ ug mit uy € Uy, ug € Uy geschrieben.

Beispiele.
1) L(v1,. oy 00) + L(Ut, o Up) = L(01, 00 Upy Uty e ey Upy)-

2) Seien Uy = L(v1,v3), Us = L(uy, us) Untervektorrdume in R3, wobei

1 2 1 2
U1 = ]. , Ug = 2 , U = 2 , U = 1
2 1 3 0

3

ist. Dann ist U; + U, = R? und diese Summe nicht direkt, weil der Vekrtor [3

in UlmUQ
3

liegt.
3) Seien U; = L(v), Uy = L(u) Untervektorriume in R?, wobei

1 1
v=11,u=|1
1 2

ist. Dann ist die Summe von U; und U, direkt: Uy + U, = U; @ Us.

Satz 14.1.4 (Dimensionsformel)
Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum und U;, Uy Untervektorrdume von V. Dann gilt

dim(U; + Us) = dim(U;) 4 dim(Us) — dim(U; N Us).
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Tutorium 6

Aufgabe 1:

—1 1
InR3seivy, = |0 |,ve=1|1|, 11 =
1 0

Schnittes von

1 2
1), Uy = (1} Bestimmen Sie eine Basis des
1 B

L(v1,v9) = {0411)1 + agvy | g, 0 € R} und L(uq,us) = {/Blul + Bausg | B1, B2 € R}~

Losung: Der Vektor fiu; + fBaug € L(ug,us) liegt genau dann in £(vy, v7) und somit im
Schniit, wenn es aq, as € R gibt, mit ajv; + asvy = Bruy + Baus. Die letzte Gleichung ist
dquivalent zu
—artoy—f1—20,=0
ar+Bi+ B2= 0
03] - 51 — 352 =0

und durch Addition der ersten zur letzen Gleichung dquivalent zu

—optay— B1—26=0
as+ Bi1+ [o= 0
ay—261—5B2= 0

und durch Addition des (—1)-fachen der zweiten Gleichung zur dritten zu

—opt+ag— B1—2B6=0
as+ i+ B2= 0

=301 —652= 0
Das letzte Gleichungssystem besitzt nun genau dann eine Losung, wenn —33; — 65, = 0,
also 1 = —205 gilt. In diesem Fall kann man némlich ay so wahlen, dass die zweite

Gleichung erfiillt ist und anschlieBend «; so, dass auch die erste Gleichung erfiillt ist. Die
Vektoren im Schnitt sind also genau die Vektoren [iuq + [ous fiir die 51 = —20, gilt, d.h.
der Schnitt ist gleich

0 0
{=2Byu1 + Bous | B2 € R} = {Ba(—2us +u2) | B2 € R} = 52[1) | Bo € R 3 = L( (1 )
1 1

und {b} ist eine Basis des Schnittes.
Aufgabe 2:

Seien f(r) = 2® + z + 2, g(z) = 22* — x — 3 zwei Polynome in Z[z]. Bestimmen Sie mit
Hilfe des euklidischen Algrithmus fiir Polynome den ggT von f(z) und g(z).
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15 Vorlesung

Sei K ein assoziativer, kommutativer Ring mit 1, z.B. ein Korper, Z oder Z[X].

Definition 15.1.1 Seien m,n € N. Eine m x n-Matrix mit FEintrigen in K ist eine
Tabelle:

a;pr a2 ... Qip

21 A22 ... Qon
A=

Am1 Am2 .. Qmp

mit a;; € K. Die Matrix A hat m Zeilen und n Spalten.

Bezeichnung: M (m,n, K) = {A | A ist eine m x n-Matrix mit Eintrdgen in K}.
Schreibweise: A = (a;;).

10 ... 0 00...0
. , 01...0 00 .
Die Matrizen E,, :== | . | und O, = | aus M(n,n, K) heiflen
00 ... 1 00 ... 0

Einheits- und Nullmatriz. Die Matrix E;;(c), deren Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte gleich « ist und deren anderen Eintrige wie in FE,, sind, heifit Elementarmatriz.

Die Matrix D aus M (n,n, K) mit D;; = 0 fur alle ¢ # j heifit Diagonalmatriz. Also ist

d 0 ... 0
0 dy ... O ..
D=\ fiir einige dy, do, ..., d, aus K.
0 0 ... d,
100
Beispiel. Fiir n =3 ist Eyg(a) = |0 1 «o.
001

Definition 15.1.2
1. Addition von Matrizen und Skalarmultiplikation:
Sei A € K und (a;5), (b;;) € M(n,m, K). Dann definiere

(ai;) + (bij) = (aij + bij) und A+ (ai;) = (A - ay).

2. Multiplikation von Matrizen:
Seien m,n,k € N. Sei A eine m x n- und B eine n x k-Matrix iiber K. Dann ist das
Produkt A - B definiert und ergibt die folgende m x k-Matrix iiber K:

aip ... Qip bll ce blk’ C11 ... Cik

Aml -+ Gmn bni ... b Cml -+ Cok

wobei Cij = aﬂblj + a,igbgj + ...+ ambnj fir 1 < 1 < m, 1 < ] < k
(,i-te Zeile von A mal j-te Spalte von B“).
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Beispiele:

S A e R o R o

12 3)\. I g _ (1742143(-3) 1842243(-5) _ (0 -3
456) | _5 _5 4T+5146-(=3) 4-8+5:2+6-(—5) 15 12

Satz 15.1.3 (Eigenschaften des Matrixproduktes)
Fir B, By, By € M(m,n,K), A, A1, Ay € M(n,k, K) und A € K gelten

(1) B-(A1+Ay)=B-A+ B- A,
(2) (Bl+BQ)A:BlA+BQA,
(3) A\-B)-A=X-(B-A)=B-(\-A).

Satz 15.1.4 (Assoziativitdt des Matrizenprodukts)
Seien A € M(m,n,K), B € M(n,k,K) und C € M(k,l, K). Dann gilt

(A-B)-C=A-(B-0).

Satz 15.1.5 Die Menge M (n,n, K) mit der Matrizenaddition und Multiplikation ist ein
Ring mit der Nullmatrix @,, und der Einheitsmatrix E,, als Null- und als Einselement.

Definition 15.1.6 Eine quadratische Matrix A € M (n,n, K) heifit invertierbar, falls es
eine Matrix B € M (n,n, K) gibt, so dass A- B = B- A = E,,. Wir definieren GL(n, K) :=
{A € M(n,n,K) | Aistinvertierbar}.

Bemerkung. Nach dem Satz 15.1.4 ist GL(n, K) eine Gruppe.
Beipsiele:

(1) Fiir A — (;1), Z) € M(2,2,R) ist A~ = (_2 1 )

3 _1
2 2

(2) A= G _D ist nicht invertierbar.

(3) Tn M(2,2,Zs) ist (; i>_1 _ (i ;)

Satz 15.1.7 Eine Matrix A = (a Z) € M(2,2,K) ist genau dann invertierbar, wenn
c
ad — be # 0. In diesem Fall ist A~ = (_dc _ab>.
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Behauptung 15.1.8 Sei A € M(n,m, K).
(a) Sei Ejj(o) € M(n,n, K) mit ¢ # j. Dann ist E;;(«)A wohldefiniert und

(die i-te Zeile von Ejj(«) - A)
= (die i-te Zeile von A)+a-(die j-te Zeile von A).

Alle anderen Zeilen von A bleiben unverédndert.
(b) Sei E;;(a) € M(m,m, K) mit i # j. Dann ist A - E;;(a) wohldefiniert und

(die j-te Spalte von A - E;;(«))
= (die j-te Spalte von A)+a-(die i-te Spalte von A).

Alle anderen Spalten von A bleiben unverandert.

Beispiel.
100 1 2 3 1 2 3
01 2 4 5 6]=1[118 21 24
00 1 78 9 7T 8 9
1 2 3 100 1 2 7
4 5 6 01 2)= 1[4 5 16
78 9 00 1 7 8 25

Satz 15.1.9 Jede Matrix A € M(n,n, K) kann als Produkt
A=DBs-...-By-B;-D-C,-Cy-...-Cy

dargestellt werden, wobei By, ..., B, Cy,...,C; Elementarmatrizen aus M (n,n, K) und
D eine Diagonalmatrix aus M (n,n, K) ist.

1 23 10 0
Beispiel. A= -1 0 2 = Egl(—l) : E32(2) : 0 2 0 : E23 (g) : E13(3) : E12(2)
0 4 7 00 =3
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16 Vorlesung (Eliminationsverfahren von Gauf})

Wir betrachten das Gleichungssystem

a11ry +...+ a1, = bl

A1 T1+ oo F Qi Ty, = by

ayy ... Qip by
Hierzu heifit A = Do : die Koeffizientenmatriz und mit B = : als
Aml -  CGmn b
ayl ... Qi | b1
Vektor der rechten Seiten heifit A|B = | : . = . | die erweiterte Koeffizien-
Ami -+ Gmn | Om

tenmatriz.

Elementare Zeilenumformungen:
(T1) Multiplikation der i-ten Gleichung mit A # 0.

(T2) Addition des A-fachen der i-ten Gleichung zur k-ten Gleichung mit i # k.
(T3) Vertauschung zweier Gleichungen.
Das Ziel ist es, das System mit Hilfe der elementaren Zeilenumformungen (T1)-(T3)

in die Zeilenstufenform zu brignen: In dieser Form wird die Anzahl der links stehenden
Nullen innerhalb der linken Seite von Zeile zu Zeile gréfler. Die Nullzeile darf am Ende

ofter auftauchen.
* etwas b}

*

* bl Dabei sind *

Nullen by Elemente ungleich 0.

"

Behauptung 16.1.1 Wenn eine der Zahlen 0/, ..., b, ungleich 0 ist, dann hat das Sys-
tem keine Losung, sonst gibt es Losungen und man kann alle Losungen leicht aufschreiben.

Beispiel. Wir l6sen das folgende Gleichungssystem:

£1+2$2+3$3—$4+ Ty = 1
2$1+4ZL’2+01’3+1’4+11{E5: 8
41‘1 +8l’2 +61’3 — T4+ 13[E5 =10

Durch Addition des (—2)-fachen der ersten Gleichung zur zweiten und des (—4)-fachen
der ersten Gleichungen zur dritten erhélt man:

$1+2l’2 + 3%3— Ty + 1’5:1
— 6I3+3I4+9$5:6
— 6z3+ 314+ 925=06
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Dies ist noch keine Zeilenstufenform. Diese erhdlt man aber durch Addition des (-1)-fachen
der zweiten Zeile zur dritten:

{ I1+21’2 + 3%’3- T4+ 135:1

— 623+ 324+ 925 =06 (1)

Die Unbekannten, die in der Zeilenstufenform nicht am Anfang einer Zeile stehen,
heilen Parameter-Unbekannten. Sie diirfen beliebige Werte annehmen:

To = /\2, Ty = )\4 Iy 1= )\5.

Alle anderen Unbekannten lassen sich nun leicht aus diesen Werten berechnen. Dazu
werden nacheinander die Gleichungen aus (1) in umgekehrter Reihenfolge benutzt:

_ 6—3w4—9z5 _ 6-3M—0\s _ 1 3
=g =y = ol M A

I1:1—$5+l’4—3]}3—2$2:1—)\5+/\4—3<—1+%)\4+%>\5)—2)\2
=420 — A — s

Die Menge der Losungen ist also

4 - 2/\2 - %)\4 - %)\5

A

—14 32X+ 3Xs ER® | M, A, A5 €R
A4

As

17 Vorlesung (Determinanten)

Ist A € M(n,n, K), so bezeichnen wir mit ay, ..., a, die Zeilenvektoren von A:
ay
A= mit a; = (ail ce ain)~
Qp,

Definition 17.1.1 Eine Abbildung det : M (n,n, K) — K, A — det A heifit Determinan-
te, falls folgendes gilt:

(D1) det ist linear in jeder Zeile, d.h. fiir jeden Index 1 < i < n und alle A € K gilt

a1 a1 a1
Qi—1 Qi—1 Q;—1
(a) det | a;+a; | =det | a; | +det| d und
Qi+1 Q41 Aiy1
Qp, Qp Qp,
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a;—1 a;—1
(b) det | A-a; | =A-det |

Qi1 Aj+1

anp Qn,

(D2) det ist alternierend, d.h. hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det A = 0.
(D3) det ist normiert, d.h. det E,, = 1.
Eine andere Schreibweise fiir die Determinante ist

ayjy ... Qip air ... Qip
= det

Apl  ++.  Gpp Apl  -+. Gpp

Satz 17.1.2 Eine Determinante det: M(n,n, K) — K hat die folgenden weiteren Eigen-

schaften:
(D4) Fiir jedes A € K gilt det(A- A) = A™ - det(A).

(D5) Ist eine Zeile von A gleich 0, so ist det A = 0.

(D6) Ist A € K und entsteht B aus A durch Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur
i-ten Zeile mit ¢ # j, so ist det B = det A.

(D7) Entsteht B aus A durch eine Zeilenvertauschung, so ist det B = — det A.

)\1 *

(D8) Ist A= eine obere Dreiecksmatrix, so ist det A = Ay - ... \,.
0 An

(D9) Sein >2und A € M(n,n, K) von der Gestalt

(A C
A= (% 5)

wobei A;, Ay quadratische Matrizen sind, dann gilt
det A = det Ay - det As.

Lemma 17.1.3 Seien A, E; j(«), D eine Matrix, eine elementare Matrix und eine Diago-
nalmatrix aus M (n,n, K) entsprechend. Dann gelten:

det(E; j(a) - A) =det A und det(D - A) =det D - det A.
Satz 17.1.4 Fir A, B € M(n,n, K) gilt det(A - B) = det A - det B.

Definition 17.1.5 Sei A eine Matrix aus M (n,m, K). Eine Matrix B aus M(m,n, K)
heifit transponierte zu A, falls B;; = Aj; fir alle 1 < i < nund 1 < j < m ist. Die
transponierte zu A Matrix wird als A7 bezeichnet.

Lemma 17.1.6 (XY)' =YTXT.
Satz 17.1.7 Fiir A € M(n,n, K) gilt det A = det AT.
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18 Vorlesung

Satz 18.1.1 (Leibniz-Formel)
Ist n > 1, so gibt es genau eine Determinante

det : M(n,n, K) — K
und zwar ist fir A = (a;;) € M(n,n, K):
det A = Z sign(o) - aie(1) * - - - * Gno(n)-
T€Sn
Beispiele.
det (Z; gz) Epp——

a1 Q12 a3
det g1 Q92 G923

31 Aaz2 as3

— sign (Id) a11a92033 + Sign ((1 2 3)) 12093031 + sign ((1 3 2)) 13021032
+sign ((1 3)) ajzasasz; + sign ((1 2)) aj2az1a33 + sign ((2 3)) ajyazzass

= (11022033 + (12023031 + Q13021032 — (13022031 — A12021033 — A11023032.
Bezeichnung Sei A € M(n,n, K). Wir bezeichnen mit A}, € M(n —1,n — 1, K) die
Matrix, die man aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte erhélt. Wir
nennen diese Matrix die Komplementare Matrix zur Stelle i, j.
Satz 18.1.2 (Erster Entwichklungssatz von Laplace)
Istn>2und A € M(n,n, K), so gilt fir jedes i € {1,...,n}
det A = Z(—l)iﬂ - a; - det Aj;
j=1
(Entwicklung nach der i-ten Zeile) und fir jedes j € {1,...,n}
det A = Z(_l)“‘] © Qg det A;j
i=1
(Entwicklung nach der j-ten Spalte). Dabei bezeichnet Aj; jeweils die oben definierte
ij-Streichungsmatrix.

Beispiele.

(1) Entwicklung nach der ersten Zeile:

12 3
4 0 —1|=1- 0 —1 2-4 -1 +3-4 0 =1-1—-2-144+3-4=-15
5 1 3 1 3 2 3 2 1
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(2) Entwicklung nach der zweiten Zeile:

1 2 3
10 -1 el Slholy Joculy = —ass0a-na =1
1 3 2 3 2 1
21 3
(3) Entwicklung nach der zweiten Spalte:
1 2 3
40 —1l=—2. |2 Moo P 3ot o a3y = -5
9 1 3 2 3 2 3 4 -1

19 Vorlesung
Satz 19.1.1 (Zweiter Entwichklungssatz von Laplace)
Sein>2 A€ Mmn,n, K).

(a) Seien i,k € {1,...,n} zwei verschiedene Indizes. Dann gilt:

n

Z(-l)iJrjaij det A;CJ =0.

j=1

(b) Seien j,k € {1,...,n} zwei verschiedene Indizes. Dann gilt:

n

Z(—l)”jaij det A;k = U.

i=1
1 2 3
Beispiel. Fiir A= |4 0 —1] gilt nach 19.1.1(a) fiir i = 2,k = 3:
21 3
2 3 1 3 1 2
—_— 2+1' . —_— 2+2- . —_— 2+3' —_— . p—
(—1) 4'0 _1‘+(1) 0’4 _1‘+(1) (—1) ‘4 o‘ 0.

Satz 19.1.2 (Anwendung zur Berechnung der inversen Matrix)
Sei A € M(n,n, K). Dann hat A genau dann eine Inverse, wenn det A # 0. In diesem Fall
gilt:

[T det(A]) L (21 det (A7)
A—]_ . . .

T det A

(—1)n*t :det(A’ln) : .. (=1)tn :det(A;m)

Elementare Zeilentransformationen einer Matrix:
(Z1) Multiplikation der i-ten Zeile mit A # 0.
(Z2) Addition des A-fachen der i-ten Zeile zur k-ten Zeile mit i # k.
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Satz 19.1.3 (Ein praktisches Verfahren fiir die Berechnung von A™! falls det A # 0)

Sei A € M(n,n, K) mit det A # 0. Forme die Matrix (A | E,,) € M(n,2n, K) durch
elementare Zeilenumtransformationen so um, dass im linken Teil die Einheitsmatrix steht.
Dann steht im rechten Teil die Matrix A~

) zu berechnen, starten wir mit:

1 2]1 0
3 4/0 1)

Addition des (—3)-fachen der ersten Zeile zur Zweiten:

1 211 0
0 -2|-3 1

Addition der zweiten Zeile zu Ersten:

1 0]-21
0 =213 1

Multiplikation der zweiten Zeile mit —1/2:

1 0]-2 1
01 -3

Also ist die inverse Matrix (_32 _11 )
2 2

Beispiel. Um die Inverse von (Z13 4

Satz 19.1.4 (Cramersche Regel)
Wir betrachten das System

anx + -+ apT, =01

Ap1X1 + -+ App®p = bn
Dieses schreiben wir kurz als A - X = B mit

ayp ... Qip x by

Al --. Qpn T by,

wobei ... al™ die Spalten der Matrix A sind. Wenn det A # 0, dann gilt fiir jedes
ie{l,...,n}:

det (@M ... al=V) B ol . M)
N det A '

X

Die Matrix im Zahler ist die Matrix A, bei der die i-te Spalte durch B ersetzt wurde.

43



. . . il +2$2:7 .
Beispiel. Fiir { 321 + By = 18 ist
7 2 1 7‘
18 5 35 — 36 3 18 18 — 21
pr— p— p— 1 d P— pr— pr— 3.
T o T 56 2= o T 56
3 5 3 5

20 Vorlesung

Definition 20.1.1 Sei K ein Kérper und U,V zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
@ U — V heiit lineare Abbildung, falls
(1) p(ug + u2) = @(ur) + p(ug) fir alle uy,uy € U,

(2) p(A-u) =X p(u) fir alle A € K und u € U.
Bemerkung. Die Bedingungen (1)-(2) sind dem volgenden Bedingung dquivalent:
Fiir alle uy,us € U und Ay, g € K gilt o(Aug + Aous) = Ay - o(uq) + Ao - p(us).
Beispiele.

1) Wir betrachten K als Vektorraum iiber K. Sei a € K und ¢, : K — K definiert durch
0o(z) = a -z fur alle x € K. Dann ist ¢, linear.

2) Sei V ein K-Vektorraum und M = {vy,...,v,} C V eine endliche Menge von Vektoren.
Wir definieren ¢, : K™ — V durch

ki
: = kv + ..+ kv,
Ky,

Dann ist ¢p; linear.

3)Sei V=R?*und M = {(;), (_31)7 (g) € ]R2}. Dann ist ¢y : R® — R?

ki
1 —1 4 ki — ko + 4k
> ki ky - L I DR
(’]?] ' (2)+ ’ (3)+ ’ (5) (2k1+3k2+5k3)’
3

linear.

Behauptung. Sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Es gelten
(1) 90<OU) = 0V7
(2) p(—u) = —p(u) fir alle u € U.

Definition 20.1.2 Sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Wir definieren
das Bild von :
Im(p) ={veV | JueUmi p(u) =v}

und den Kern von ¢:
Ker(p) ={ue U | o(u) =0v},
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Satz 20.1.3 Sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Dann gelten:
(1) Im(y) €V und Ker(p) C U sind Untervektorrdume.

(2) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn Im(p) =V ist.
(3) ¢ ist genau dann injektiv, wenn Ker(p) = Oy ist.

Satz 20.1.4 (Im-Ker-Formel) Sei U ein endlich erzeugter und V' ein beliebiger K-Vektorraum.
Sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung. Dann sind Im(p) und Ker(y) endlich erzeugt und
es gilt:

dimg (U) = dimg (Ker(y)) + dimg (Im(p)).

Satz 20.1.5 (Existenz und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen)

Sei U ein K-Vektorraum mit Basis {uy,...,u,}. Weiter sei V' ein K-Vektorraum und
vy, ..., U, beliebige Elemente aus V. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Ab-
bildung

w:U =V mit (uy) =v1,...,0(U,) = vp.

Satz 20.1.6 Sei ¢ : U — V eine bijektive lineare Abbildung. Dann ist auch ¢! linear.

Definition 20.1.7 Seien U und V zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung ¢ : U — V
hei3t Isomorphismus, falls

(1) o ist bijektiv und
(2) o ist eine lineare Abbildung.

U und V heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus ¢ : U — V gibt.

Satz 20.1.8 Zwei endlich erzeugte K-Vektorrdume U, V sind genau dann isomorph, wenn
dim U=dim V.
21 Vorlesung

Definition 21.1.1 Sei A € M(n,m, K). Der Zeilenrang von A, bezeichnet als ZRang(A),
ist die maximale Anzahl an linear unabhhéngigen Zeilen von A. Zum Beispiel ist

1 0 10
ZRang [1 1 0 0] =2
0 -1 10

Analog wird der Spaltenrang von A definiert und mit SRang(A) abgekiirzt. Mit anderen
a1

Worten: Set A= | : | = (b1 ... by), wobel a; die i-te Zeile und b; die j-te Spalte von
an

A sind. Dann ist

ZRang(A) = dim L(ay, . .., a,) und SRang(A) = dim L(b, ..., by).
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Satz 21.1.2 Die elementaren Zeilenumformungen (Z1), (Z2) verédndern den Zeilenrang
von A nicht:

ay aq
a; a; + /\aj
(Z1) Fir A € K und i # j gilt ZRang | ... | = ZRang
a; a;
Qp Qp,
aq ay

(Z2) Fiir A # 0 gilt ZRang | a; | = ZRang | Aa;
Qn An

Methode: Um den Zeilenrang einer Matrix A zu bestimmmen formt man diese zunéchst
durch elementare Zeilentransformationen zu einer Matrix A’ in Zeilenstufenform um. Hat
A’ dann r Nicht-Nullzeilen, so gilt:

ZRang(A) = ZRang(A') = r.

Satz 21.1.3
(a) Zeilentransformationen verédndern weder Zeilen noch Spaltenrang.

(b) Spaltentransformationen verdndern weder Zeilenrang noch Spaltenrang.

Satz und Definition 21.1.4 Es gilt ZRang(A) = SRang(A). Diese Zahl heifit Rang von
A und wird als Rang(A) bezeichnet.

Folgerung 21.1.5
(a) Rang(A)=Rang(AT).
(b) Sei A € M(n,m, K). Dann ist Rang(A) < min(n,m).

Satz 21.1.6 Sei A € M(n,n, K). Dann ist
det A #0 < Rang(A) =n.
Satz 21.1.7 Sei A€ M(m,n,K),B € M(n,k, K). Dann ist
Rang(A - B) < Rang(A), Rang(B).

Satz 21.1.8 Sei A € M(m,n,K), B€ M(n,n,K), C € M(m,m, K) und sei det B # 0,
det C' # 0. Dann gilt:

(a) Rang(A - B) =Rang(A),
(b) Rang(C - A) =Rang(A).
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Definition 21.1.9 Sei A € M(n,m,K) und sei 1 < k < min{n, m}. Wéhlen wir k
Zeilen und k Spalten von A. Die Eintrédge, die auf dem Schnitt dieser Zeilen und Spalten

stehen, bilden eine k x k-Teilmatrix von A. Die Determinante einer solchen Teilmatrix
heifit k-Minor von A.

aix G2 a1z a4
Beispiel. Die Anzahl der 2-Minoren der Matrix A = | as1 aoo as3 a9y | ist 18. Einer

a31 dz2 33 dA34

det Qoo Q24\
€ = A22 * 34 — Q24 * A32.
a3z a3q

von diesen ist

Bemerkung. Fiir A € M (n,m, K) ist die Anzahl der k x k-Teilmatrizen gleich (}) - (7).
Satz 21.1.10 Fiir A € M(n,m, K) \ {0} gilt:

Rang(A) = max {k € N | A besitzt einen von 0 verschiedenen k-Minor} .

22 Vorlesung
Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem iiber K
anxi + ... +a,x, =bs
Am1T1 + - o+ Qo Ty, = by
kurz A-X = B. Die Menge aller Losungen dieses Systems bezeichnen wir als Los(AX = B).

Satz 22.1.1 Das System A-X = B ist genau dann losbar, wenn Rang(A) = Rang(A | B)
ist.

Satz 22.1.2 Sei X(© eine Losung des Systems AX = B. Dann ist

Los(AX = B) = X© 4 Los(AX = 0).

Satz 22.1.3 Wir betrachten ein homogenes lineares Gleichungssystem iiber K

a1y + ...+ aTy, =0

Am1T1 + ...+ Qunxy, =0,
kurz A- X = 0. Dann ist die Menge aller Lésungen:
Los(AX =0)={z e K" | Az =0}

ein Untervektorraum von K™. Dieser hat die Dimension n — r, wobei r = Rang(A) ist.

47



Definition 22.1.4 Sei AX = 0 ein homogenes lineares Gleichungssystem iiber K. Eine
Basis von dem Vektorraum Los(AX = 0) heifit Fundamentalsystem von Losungen des
Systems AX = 0.

Vorgehensweise (zur Berechnung eines Fundamentalsystems):

Im ersten Schritt bringen wir das homogene lineare Gleichungssystem AX = 0 auf Zei-
lenstufenform. Hier gibt es r = Rang(A) fithrende Unbekannte und (n — r) Parameter-
unbekannte. Wir erstellen nun eine Tabelle mit n —r Zeilen und n Spalten, wobei die j-te
Spalte fiir die Unbekannte x; steht. In der ¢-ten Zeile wird der i-te Parameterunbekannte
als 1 und alle weiteren Parameterunbekannten als 0 gew&ahlt. Mit Hilfe des Gleichungs-
systems berechnen sich hieraus die fiihrenden Unbekannten. In den Zeilen dieser Tabelle
steht nun ein Fundamentalsystem von Loésungen.

Beispiel. Wir berechnen ein Fundamentalsystem von Losungen fiir das reelle Gleichungs-
system
1+ To+ T3+ T4+ x5:0
{ 221 4 2x9 + 4x3 + 224 + 625 = 0.

Dieses brignen wir in Zeilenstufenform:

T1+To+ x3+xs+ 25=0
2[[’3 —|—4$5:O

Nun sind 1, z3 die fithrenden Unbekannten und s, 24, x5 die Parameterunbekannten.

21 ‘$2 L3 ‘1'4 L5
-1 110 0]0
-1 0|0 1]0
1 0]-2 0]1
Ein Fundamentalsystem ist also:
-1 -1 1
1 0 0
0O1,101],]—-2
0 1 0
0 0 1
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23 Vorlesung

Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 23.1.1 (Eigenwerte und Eigenvektoren fiir Matrizen)

U1
Sei A € M(n,n, K). Ein A € K heifit Figenwert von A, wenn es einv = | : | € K" mit
Un,
0
v | t | gibt, so dass folgendes gilt:
0

A-v=)\ .

Jedes v € K™\ {Ogn} mit A-v = \-wv heiit Figenvektor von A zum Eigenwert .

Beispiele.
. 5 —1)\ . 1y . . : 1\ .
(a) Fir A = 3 ist v = 3| €in Eigenvektor zum Eigenwert 2 und 1) ein
Eigenvektor zum Eigenwert 4.
1 2 3 -2 -3
(b) FirA=1{11 2 3] sind | 1 | und | 0 | Eigenvektoren zum Eigenwert 0 und
1 2 3 0 1
1
1| ist Eigenvektor zum Eigenwert 6.
1

Bemerkung. Sei A € M(n,n, K). Wir definieren eine Abbildung ¢ : K™ — K™ durch
e(X)=A-X fir X € K". Dann ist diese Abbildung linear.

Definition 23.1.2 Sei V ein K-Vektorraum und sei ¢ : V' — V eine lineare Abbildung.
Ein A € K heifit Figenwert von ¢, wenn ein v € V' \ {0} existiert, so dass

o(v) =X-v.

Jedes v € V'\ {0} mit p(v) = X - v heifit Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert .

Bemerkung. Wenn v ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A ist, dann auch k - v (fiir
alle k € K\ {0}).

Geometrische Interpretation: Sei v ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A. Dann ist
die Gerade L(v) ={k-v | k € K} p-invariant, d.h. ¢(L(v)) C L(v).

Lemma 23.1.3 Sei B € M(n,n, K). Dann hat die Gleichung BX = 0 genau dann eine
nichttriviale Losung (d.h. # 0), wenn det(B) = 0 gilt.
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Definition 23.1.4 Sei A € M(n,n, K). Das charakteristisches Polynom von A ist das
Polynom

a11—>\ a192 Q1n
a Qo — A ... Qop,
xa\) =det(A—N-E)=| - ’
a/nl CLng . o a/nn—)\
1 0 2 1—A 0 2
Beispiel. Fir A= 3 —1 4] ist A-\X-E, = 3 —-1-X 4 und
2 1 5 2 1 5—A

det(A—X-E3)= (1-A)(=1-X)(5-A)+3-2-1+2-0-4
2. (=1-=X)-2-3-0-5-N)—1-4-(1-))
=(=N 45N+ X =5)+6+ (4+4N\) — (4 —4)N) = =N +5 2 + 9\ + 1.

Bemerkung. x4(\) = a,\" + a, 1 A""' + ... + ag, wobei
a, =(=1)"
Ap—1= (-1)”71(6L11 + ...+ a,m)
an—o=(—1)""?(Summe aller 2-Hauptminoren von A)
ag =det A.

Dabei ist ein k-Hauptminor von A die Determinante einer k x k-Teilmatrix, bei der die
gewihlten Spalten und Zeilenindices iibereinstimmen (vgl. Def 21.1.9).

Satz 23.1.5 Sei a € K. Dann ist a genau dann ein Eigenwert von A, wenn « eine
Nullstelle von y 4(A) ist.

Satz 23.1.6 Jedes Polynom f(z) = a,2" +a, 12" "' +- - - +ay mit Koeffizienten in einem
Korper K und a, # 0 hat nicht mehr als n Nullstellen in K.
Ist K = C, dann gilt

f(z) = a,(x — Al)kl(x — /\2>k2 coi(x— )\s)ks,

wobei Aj, Ag, ..., Ay € C — alle verschiedene Nullstellen von f(x) sind, ki, ks, ..., ks € N
und s < n ist. Die Zahl k; heiit Vielfaches der Nullstelle ;. Wenn wir jede Nullstelle \;
nicht einmahl, sondern k; mal zdhlen, dann ist die gesammte Anzahl von Nullstellen n.

Wie sucht man Eigenwerte und Eigenvektoren von A?
(1) Eigenwerte sind die Nullstellen von x4(A). Seien Ay, ..., A; diese Nullstellen.

(2) Fiir jedes ); ist das System AX = A\, X zu 16sen. Dieses ist dquivalent zu
(A= NE,)X =0.

Man finde ein Fundamentalsystem vy,...,v, von Losungen dieses Systems. Dann
sind die Eigenvektoren zum Eigenwert ); die nichttrivialen Linearkombinationen
dieser Vektoren, also die Vektoren in L(vy,...,v,) \ {0}.
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Definition 23.1.7 Zwei Matrizen A, B € M(n,n, K) heiflen dhnlich, falls eine invertier-
bare Matrize T' € M(n,n, K) mit B = T~'AT existiert.

Satz 23.1.8 Wenn A und B dhnliche Matrizen sind, dann gilt x4(\) = x5(}).

Satz 23.1.9 Sei A € M(n,n, K). Dann gilt xy4(A4) = O,,.

24 Vorlesung

Definition 24.1.1 Seien ¢ : V' — V eine lineare Abbildung und A ein Eigenwert von .
Die Menge Eig(p, A) :={v € V | ¢(v) = A} heiit Eigenraum von ¢ beziiglich \.

Bemerkung. Eig(p, \) ist ein Untervektorraum von V.

Satz 24.1.2 Seip : V — V eine lineare Abbildung und seien vy, . . . , v, Eigenvektoren von
 mit den zugehorigen Eigenwerten Aq, ..., A\x. Sind die Eigenwerte A1, ..., \x verschieden,
dann sind die Vektoren vy, ..., v linear unabhéngig.

Definition 24.1.3 Seien Vi, Vs, ..., Vi Untervektorrdume von V. Dann heifit die Summe
W =Vi+---+V, direkt, falls jeder Vektor v € W eindeutig in der Form v = v 4+ - -+ v
mit v; € V;, 1 =1,..., k, geschrieben werden kann.

k
Wenn die Summe direkt ist, bezeichnen wir sie als V; @ --- @V}, oder @ V;.
i=1

Satz 24.1.4 Seien Vi, Vs, ..., Vi Untervektorrdume von V. Die folgenden Aussagen sind
gleichwertig:
(1) Die Summe V; + - - - 4V}, ist direkt.

(2) Aus vy + -4+ v, =0mit vy € Vi, ..., €V} folgt vy = -+ = v = 0.
(3) Firallei =1,...,k gilt V;N > V; = {0}.
J#i

(4) dim(Vy +---+ Vi) =dim Vi + - - - 4+ dim V.

Satz 24.1.5 Seien Aq,..., \; verschiedene Eigenwerte von . Dann ist die Summe
Eig(p, A1) + ... + Eig(p, \x) direkt.

k
Folgerung 24.1.6 Es gilt > dim Eig(p, \;) < n.
i=1

Definition 24.1.7 Eine Matrix A € M (n,n, K) heiit diagonalisierbar, wenn eine inver-
tierbare Matrix T' € M (n,n, K) existiert, so dass

A 0
TV A T=D=
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Satz 24.1.8 Sei A € M(n,n, K). Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
(a) A ist diagonalisierbar.

(b) Es existieren n Eigenvektoren von A, die eine Basis von K™ bilden.

(¢c) >, dimEig(A,\) =n.
ACEW(A)

@) @ BigldN)=K"
ACEW(A)

Bemerkung: Falls (b) gilt und ¢t ... ¢t € K™ eine Basis aus Eigenvektoren von A
ist, dann gilt
A1 0
T AT= , wobei T'= (¢t ... ¢™)
0 An

die Matrix mit den Spalten t™, ... ¢ ist und \,...,\, die zugehorigen Eigenwerte
sind.

25 Vorlesung
Definition 25.1.1 Seien {ey,...,e,} und {€], ..., e} zwei Basen eines Vektorraumes V'
iber K. Sei

6/1 = t11€1 +---+ tlnen

G;L = tn161 + - +tmen.

l tn1
Die Matrix T'= | : .. : | heiBt Ubergangsmatriz von e zu €.
tin --- Ton
Satz 25.1.2 Seien {ej,...,e,} und {e},..., e} zwei Basen eines Vektorraumes V' iiber K.

Ist T die Ubergangsmatrix von e zu €/, dann ist T invertierbar und die Ubergangsmatrix
von €' zu e ist gleich T

Definition 25.1.3 Sei V ein K-Vektorraum, sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung
und sei e = {ey,...,e,} eine Basis von V. Wir stellen ¢(e1),...,¢(e,) in der Basis
{e1,...,e,} dar:

pler) =aner + ...+ ape,

olen) =anie1 + ...+ appeén.
air ... Qn1
Die Matrix ]t = | + ..+ | heifit die Darstellungsmatriz von ¢ beziiglich der

A1p oo Gpp

Basis e.

Merkregel: In der i-ten Spalte der Darstellungsmatrix [¢]° stehen die Koeffizienten von
©(e;) bzgl. der Basis e.
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Beispiele.

.. L2 2 I x|+ 2;52 . 1 0 .
(1) Fir ¢ : R* — R (@) — (3£U1 +4x2) und e = {<O) : (1 ist

Satz 25.1.4 Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung und seien e = {ey,...,e,} und
e ={€,..., e} zwei Basen von V. Dann gilt:

[ple =T [ple- T,

wobei T die Ubergangsmatrix von e zu €’ ist.

Satz 25.1.5 In der Situation von Definition 25.1.1 sei
v=m1€1 4 ...+ e, =2V . xhe, €V

Dann gilt fiir die Koordinatenvektoren

Definition 25.1.6 Seien U,V zwei K-Vektorraume, dimg(U) = n und dimg (V) = m.
Sei By = {uy,...,u,} eine Basis von U und By = {vy,...,v,} eine Basis von V. Sei
¢ : U — V eine lineare Abbildung. Wir stellen ¢(u1), ..., ¢(u,) in der Basis {vy,..., v}

dar:
o(ur) =anv1 + ... + @1V

O(Up) = ap101 + . . . + Ay Uy

ai, ... QAnp1
2

Die Matrix [@]gl = e heifit die Darstellungsmatriz von ¢ beziiglich der
A1y -+ Apm

Basen B C U, B, C V.

Merkregel: In der i-ten Spalte der Darstellungsmatrix [go]gi stehen die Koeffizienten

von ¢(i-ter Vektor von Bj) bzgl. der Basis Bs.

Satz 25.1.7 Seien U, V, W drei Vektorrdume iiber K mit den Basen By = {uy,...,u,},
By = {v1,...,un}, Bs = {wq,...,wr} und seien ¢ : U — V, ¢ : V. — W zwei lineare
Abbildungen. Fiir die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung i o ¢ beziiglich der
Basen B; und Bj gilt dann

[0 @l = [W]5 - [l
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26 Vorlesung

Euklidische und unitire Riume

In folgenden sei K gleich R oder C.

26.1 FEuklidische Riaume

Definition 26.1.1 Sei V ein R-Vektorraum. Ein Skalarprodukt in V' ist eine Abbildung
(-,-) : V xV — R, welche die folgenden Eigenschaften fiir alle u,v,w,z € V und A € R
besitzt:

(1) {u+v,w) = {u,w) + (v, w),

(u,w+ z) = (u,w) + (u, 2),

(A, u) = Mo, u),

(v, A\u) = ANv,u), (Linearitét)
(2) (v,u) = (u,v), (Symmetrie)
(3) (v,v) > 0 fiir alle v # 0. (positive Definitheit)

(Aus (1) folgt (0,0) = 0).

Ein R-Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt heit Euklidischer Raum.

Beispiel 26.1.2.
(a) Standardskalarprodukt in R™.

L1 Y1
Fiir die Vektorenz = | ¢ |undy = | ! | aus R"” wird das Standardskalarprodukt

Tn Yn

=1

(b) Fiir x = (i1> und y = <y1> aus R? sei
2

Y2

so definiert:

(x,y) == z1y1 + dx1Yy2 + Bx2yr + 2722ys.

Dann ist (-, -) ein Skalarprodukt in R?. Das ist aber kein Standardskalarprodukt.

(c) Sei [a,b] C R ein Intervall und sei C([a,b]) die Menge aller stetigen Funktionen
f:a,b] = R. Fir f,g € C([a,b]) setzen wir

b
() = [ fla)gta) dx
Dann ist C([a, b]) mit (-, ) ein Euklidischer Raum. Der Raum ist co-dimensional.
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26.2 Unitiare Riume

Definition 26.2.1 Sei V ein C-Vektorraum. Ein Skalarprodukt in V' ist eine Abbildung
(-,-) : V xV — C, welche die folgenden Eigenschaften fiir alle u,v,w,z € V und A € C

besitzt:

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w),

(u,w+ z) = (u,w) + (u, 2),

(Ao, u) = Mo, u),

(v, \u) = Mo, u), (Linearitét im ersten Argument)
(2) (v,u) = (u,v), (Das Skalarprodukt ist hermetisch.)
(3) (v,v) > 0 fiir alle v # 0. (positive Definitheit)

(Aus (1) folgt (0,0) = 0).

Ein C-Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt heif3t unitdrer Raum.

Beispiel 26.2.2.

(a) Standardskalarprodukt in C™.

T Y1
Fiir die Vektorenx = | @ | undy = | : | aus C" wird das Standardskalarprodukt

Tn Yn

i=1

(b) Fiir x = (?) und y = <zl> aus C? sei

2 2

so definiert:

(x,y) = 171 + 5172 + Bxoyr + 272275.

Dann ist (-,-) ein Skalarprodukt in R2. Das ist aber kein Standardskalarprodukt.

(c) Sei [a,b] C R ein Intervall und sei C([a,b],C) die Menge aller stetigen Funktionen
f :a,b] = C. Fir f,g € C([a,b],C) setzen wir

<f>g>:/ f(x)mdx

Dann ist C([a, b],C) mit (-, -) ein unitdrer Raum. Der Raum ist co-dimensional.
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26.3 Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Satz 26.3.1 (Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung). Sei V' ein Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (-,-). Dann gilt fiir alle z,y € V

[z, )" < {2, 2)(y.y).
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn {x,y} linear abhéngig ist.
Bemerkung: In der niichsten Folgerung benutzen wir, dass 2z = |z|? fiir z € C gilt.

Folgerung 26.3.2 (a) Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das Standardskalar-
T Y1
produkt im R™: Fiirxa=| : |undy= 1| : | aus R" gilt

T Yn

(Zn:%%f < Xn:l'? ' Zn:yf
i=1 i=1 =1

(b) Im Falle von C([a,b],C), den stetigen Funktionen von [a,b] nach C, lautet die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

[ g < [ rwpa [awras

26.4 Norm eines Vektors

Definition 26.4.1 Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Funktion || - || : V' — R heifit Norm,
wenn fiir alle z,y € V und A € K die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) [|=|| = 0 und ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist, (Positive Definitheit)
(2) [[Az]| = [A[- [l]], (Homogenitéit)
(3) llz +yll < |l=]| + ||yl (Dreiecksungleichung)

Ein Vektorraum mit Norm heifit normierter Raum.

Satz 26.4.2 Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Dann wird durch ||z|| :=
/(z,z) auf V eine Norm definiert und es gilt

[z o) < Jll] - [1y]l-

Definition 26.4.3 Sei (V.|| - ||) ein normierter Raum. Wir sagen, dass diese Norm von
einem Skalarprodukt auf V' induziert ist, wenn ein Skalarprodukt (-,-) auf V mit der

Eigenschaft ||z|| = \/(x, x) existiert.

Satz 26.4.4 Sei (V,||-||) ein normierter Raum. Wenn die Norm || - || von einem Skalar-
produkt auf V' induziert ist, dann gilt fiir alle =,y € V' die Parallelogrammidentitét:

[l = ylI* + llz + Il = 2([]=|* + lly*)-

Beispiel. Die Abbildung || - || : R? — R, ||(z1,z2)|| := |z1| + |72| ist eine Norm, die von
keinem Skalarprodukt auf R? induziert ist.
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26.5 Winkel und Orthogonalitét
Definition 26.5.1

(a) Sei V ein Euklidischer Raum mit Skalarprodukt (-, -) und seien a,c € V'\ {0}. Dann
heiBt ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen a und ¢, wenn gilt

Cos =

(b) Sei V' ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Dann heiflen a,c € V zueinander
orthogonal, wenn (a, c) = 0. Man schreibt in diesem Fall auch a L c.

Bemerkung. Die Definition der Winkel in (a) ist sinvoll, denn nach der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung gilt fiir alle a,c # 0

—llall - {lell < {a, &) < lall - [le]|

und somit
< (a,c) <1

[lal] []e]]
Da die Kosinusfunktion das Intervall [0, 7] auf [—1, 1] bijektiv und stetig abbildet, gibt es
einen eindeutig bestimmten Winkel ¢ zwischen a und c.

Der Begriff der Orthogonalitét, das heifit der Winkel ist 77/2 und cos ¢ = 0, hat auch
in unitdren Rdumen Sinn und auch fiir Vektoren, die gleich Null sind.

Beispiel.

(a) Wir betrachten den Euklidischen Raum R? mit dem Standardskalarprodukt. Dann
ist der Winkel zwischen den Vektoren a = (2,0) und ¢ = (1, —/3) gleich 7/3.

(b) Wir betrachten den unitdren Raum V = C([0,2x],C) der komplexwertigen,
stetigen Funktionen auf [0, 2], mit dem Skalarprodukt (f,g) = fozﬂ f(z)g(x)dx.
Die Vektoren cos und sin sind orthogonal in V.

Definition 26.5.2 Sei [ eine nichtleere Menge. Fiir i, 5 € I wird das Kronekersymbol so
definiert:

5 — 1, wenn ¢ = j ist,
" 0, wenn ¢ # j ist.

Definition 26.5.3 Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und sei C' = (¢;);es ein
nichtleeres System von Vektoren von V.

(a) C heifit Orthogonalsystem, abgekiirzt OS, wenn fiir alle ¢,j € [ mit i # j gilt
<Ci7 Cj> =0.

(b) C heit Orthonormalsystem, abgekiirzt ONS, wenn fiir alle 4, j € I gilt (¢;, ¢;) = d; ;.

(¢) C heiit Orthonormalbasis, abgekiirzt ONB, wenn C' ein Orthonormalsystem ist und
gleichzeitig eine Basis in V.
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Bemerkung. Sei C' eine orthogonale Familie im Skalarproduktraum V', die nicht den
Nullvektor enthélt. Dann kann man C' in eine orthonormale Familie C” iiberfiihren, indem
man die einzelnen Vektoren normiert. Man setzt

/ Ci

el
Beispiel.
1 -1 0
(a) Im R?® mit Standardprodukt sind [0 |, [ O |, | 1] orthogonal. Das zugehérige
1 1 0
1 -1 0
Orthonormalsystem ist \% 0 ,\% 01,11

1
(b) Im C([0,27]) mit dem Skalarprodukt aus Beispiel 26.1.2 (c) ist das System
{1, cos z,sin z, cos 2z, sin 2z, ... }
orthogonal, aber nicht orthonormal.
Lemma 26.5.4 (Pythagoras) Sei {cy,...,¢,} ein Orthogonalsystem in V. Dann gilt
ler+ -+ el = [ler][* + -+ [leal .

Lemma 26.5.5 Jede orthogonale Menge, die den Nullvektor nicht enthélt, ist linear
unabhéngig.

Satz 26.5.6 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt. sei B =
{b1,...,b,} eine Orthonormalbasis von V. Dann gelten fiir alle z,y € V' die Formeln:
(a) x=>(x,b)b.

i=1

(B) (moy) = > (w,bi) (bir ).

=1

(©) el = 3 [, bi) .

i=1

Bemerkung. Der Satz 26.5.6 spielt in der Theorie der Fourierreihen eine wichtige Rolle:
die rechte Seite von (a) heiBt im unendlich-dimensionalen Fall Fourierreihe von = und
(x,b;), i € N, sind die Fourierkoeffizienten.

Satz 26.5.7 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt und sei C' =
{c1,..., ¢y} ein linear unabhéngiges System in V. Dann gibt ein Orthonormalsystem E =
{e1,...,e,} in V mit

L{cr,...,a}) =L{er,. .. ex})

firalle k =1,...,n.
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Beweis. Die Basis E wird rekursiv definiert:

C1
leal|

€1 . = |
7
. _fita : _ :
€iv1: = m; wobei fit1 = cip1 — Y (Ciy1, ex)ex ist.
k=1

|

Satz 26.5.8 Jeder endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt besitzt eine
Orthonormalbasis.

Definition 26.5.9 Sei V' ein Raum mit Skalarprodukt (,). Fiir jeden Untervektorraum
U von V heifit die Menge
Ut ={zeV|{uz) =0 fiir alle u € U}

orthogonales Komplement zu U.

Lemma 26.5.10 Sei V' ein Raum mit Skalarprodukt (,) und sei U ein Untervektorraum
von V. Dann gilt:

(a) U* ist ein Untervektorraum von V,
(b) ()" =0,
(c) UpU+=V.
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