Der kubische Reziprozitatssatz, Teil 2

Simon Cramer

Anmerkung: In diesem Kapitel sind p, ¢ rationale Primelemente, wobei
p =1(3) und ¢ = 2(3). Da wir in diesem Kapitel nur mit kubischen Charakteren
arbeiten werden, setzen wir x,(«a) := (a/m)s.

Proposition 9.3.4

(a) Xﬂ'(a) = Xﬂ‘(a)2 = Xﬂ'(a2)
(b) Xr (@) = X7 ()
Beweis:

(a) xr(a) € {1,w,w?}. Jede dieser Zahlen ist quadriert identisch zum komplex
Konjugierten. x,(a)? = xr(a?) nach Proposition 9.3.3. c).
(b) Nach 9.3.3. b) gilt:

o NI =y (a) ()

Durch komplexe Konjugation folgt:

a1 =3 (e

Nun ist N7 = N7 und daher @V™=1/3 = gIN7T-1/3 = (@) (7).

Da nur Werte aus {1, w,w?} angenommen werden, folgt aus x= (@) () = xr (a)(
die Gleichheit.

)

g

Korollar: y,(a) = x,(a?) und x,(n) = 1, wenn (n,q) = 1.

Beweis:

(i) Da ¢ rational prim, ist ¢ = g. Somit gilt x,(@) = xz(a@) = x4(a) = x4(a?).
(ii) n = m, somit gilt x4(n) = xz(7) = xq(n) = xq(n)?. Nun ist x,(n) # 0, da
g {n und daher x4(n) = 1.

O

Wir haben also gezeigt, dass fiir (n,q) = 1, n kubischer Rest modulo (q) ist.
Insbesondere gilt dann fiir g1, g2 = 2(3) mit ¢1 # g2, das x4 (¢2) = Xg. (q1)-



Wir wissen bereits, dass es zu jedem Primelement in D insgesamt 6 Assozi-
ierte Elemente gibt. Wir wollen nun eine Definition bereitstellen, um eindeutig
eines dieser Elemente auszuwahlen.

Definition: Sei 7 € D prim. 7 heifit ” primér”, wenn 7 = 2(3). Fiir 7 = a+bw
bedeutet diese Notation, dass a = 2(3) und b = 0(3).

Proposition 9.3.5

Sei 1 € D mit Nm = p = 1(3). Unter den Assoziierten von 7 ist genau ein
Element primér.

Beweis:

Sei m = a + bw. Die Assoziierten =,wr,w?n, —7, —wn, —w?7 konnen in
folgender Form geschrieben werden:

(a) a+ bw

(f) (a = b) + aw
Es gilt Nm = p = a? — ab + b* = 1(3), somit kann nicht 3 | @ und 3 | b
gleichzeitig gelten. Betrachen wir nun (a) und (b), so kénnen wir annehmen,
dass 3 1 a teilt. Wenn némlich 3 | a gelten wiirde, wiirde direkt folgen, dass 3 1 b
und somit kénnten wir in (b) a := —b definieren und alle anderen Koeffizienten
entsprechend. Die Assoziierten sind schliesslich nur gedreht zueinander und
daher ist es egal, bei welchem Element wir starten. Auf diese Weise kénnen
wir aus (a) und (d) folgern, dass a = 2(3). Aus p = a® — ab + b* folgt nun
1=4-2b+b%3) < b(b—2) = 0(3). Im ersten Fall, 3 | b, ist (a) primér. Im
zweiten Fall, b = 2(3), ist (e) primaér.

Die Existenz ist also gezeigt. Die Eindeutigkeit folgt sofort. Ohne Ein-
schrankung sei (a) primér. (b) - (e) sind offensichtlich nicht primér, da der
Realteil # 2(3) ist. Bei (f) ist der Imaginérteil Z 0(3), somit ist (f) ebenfalls
nicht priméar und die Eindeutigkeit ist gezeigt.

O

Jetzt konnen wir den kubischen Reziprozititssatz formulieren.



Theorem: ”Der kubische Reziprozitatssatz”

Seien 71,7y € D primér, N7y, Nmgy # 3 und N7y # Ny, Dann gilt:

X1 (772) = Xmy (7T1)

Anmerkungen:

(1) Wir miissen 3 Fille betrachten: Beide Primelemente sind rational prim,
ein Element rational, das andere komplex prim und den Fall, dass beide Ele-
mente komplex prim sind. Der erste Fall ist trivial, nach dem vorangegangenen
Korollar.

(ii) Der kubischer Charakter der Einheiten:

X (1) = 1ist offensichtlich. x,(—1) =1, daVx (-1) eine Losung ist. Fiir Nw # 1
folgt aus 9.3.3. (b), dass xx(w) = wN7™=1/3) Es folgt sofort die Gleichheit, da
{1,w,w?} zyklische Gruppe der Ordnung 3 ist und somit
1 fiir Nm=1(9)
wNT=D/3 =8y fiir N = 4(9).
w?  fiir N7 =17(9)
(iii) m ~ (1 — w) ist ein Spezialfall.

Beweis

Sei m € D ein komplexes Primelement. Dann ist Nm = p = 1(3). Da D/nD
endlicher Korper von Charakteristik p ist, enthdlt D /7D eine Kopie von Z/pZ.
Da beide Koérper auch p Elemente besitzen, sind sie isomorph. Wir konnen also
Xr als kubischen Charakter auf Z/pZ betrachten und daher mit Gaufi Summen
9a(Xx) und Jacobi Summen J(xr, Xr) arbeiten.

Wir haben bereits gezeigt, dass fiir kubische Charaktere x folgendes gilt:
(1) 9()* = pJ(x: X)
(ii) Wenn J(x, x) = a + bw, dann ist ¢ = 2(3) und b = 0(3).

Da J(x, x)J(x, x) = p, folgt aus (ii) sofort, dass J(x, x) ein priméres Primele-
ment in D ist.

Lemma 1: Sei 7 primér. Dann ist J(xx, Xx) = 7.

Beweis:

Sei J(Xr, Xx) = 7. Nunist 77 = p = /7, also muss 7 | 7’ oder 7 | 7’ gelten
(also #" = 7y oder T = m fiir eine Einheit 7). Nun sind allerdings 7, 7,7
allesamt primér. Somit kénnen sie nicht zueinander assoziiert sein (9.3.5) und
daher muss m = 7’ oder m = 7@ gelten. Nach der Definition git:

I (X X)) = Z Xr(2) X2 (1 — ) = Z 2 ®P=1/3(1 = z)P=D/3 ()

TELyp TELyp



Die Summe lauft iiber ein Polynom der Form 3= 4 p3e-D-1 4 4
cp,lx%(f’—l) wobei ¢1,...,¢p—1 € Z. Da (p—1) > 2(p — 1) gilt nach Kapitel 4,
Ubung 11, dass Dvez, z(P=D/3(1 — £)P=1/3 = (p). Es folgt sofort, dass auch
J(Xn, Xx) = 0(7), da p = 7. Somit gilt 7 | 7’ und daher 7 = 7', was zu zeigen
war.

U
Korollar: g(x,)? = pr.
Beweis:
Folgt sofort aus Lemma 1 und der Feststellung (i) g(x)® = pJ(x, X)-
O

Nun zum kubischen Reziprozititsgesetz. Zuerst betrachten wir den Fall
m =q=2(3) und 7y =7 mit N7 =p = 1(3).

Wir erheben die Gleichung aus dem Korollar auf die (¢* — 1)/3 -te Potenz
und rechnen dann modulo ¢:

90Tt = xg(pm)(g)

Es ist x4(p) = 1, also folgt:

2
9(xx)? = Xq(m)g(xx)(q) (1)
Wir berechnen nun die linke Seite anhand der Definition der Gaufl Summe:

g0 = (O x=(CHT = 3 xa ()7 g)

tez, tEZ,

Die Giiltigkeit der Kongruenz modulo ¢ folgt nach 6.1.6. Nun ist ¢? = 1(3) und
da x.(t) in der zyklischen Gruppe {1,w,w?} liegt, haben wir:

2

90x)" = gg2 (xx)(9)
Nach 8.2.1 ist g,2(xx) = Xx (4" 2)9(Xx) = X=(q)g(Xx). Also haben wir:

90) " = xx(0)9(xx)(0) (2)

Wir setzen (1) und (2) gleich und haben:

Xq(m)9(Xx) = X (2)9(Xx)(q)

Wir multiplizieren beide Seiten mit g(x). Es ist g(xx)g(Xx) = p, somit haben
wir:



Es bleibt nur noch der letzte Fall zu zeigen; m; und 7o komplex prim mit Nm; =
p1 =1(3) und Nmg = po = 1(3).

Hier starten wir von der Gleichung g(x=,)® = p171, erheben sie zur
(Nmy —1)/3 -ten Potenz und rechnen modulo 7.

Q(XM)NM 1= X (P171) (T02)

97" = X (0171) 9 (X7, ) (12) (*)

Wir berechnen wieder die linke Seite anhand der Definition:

g0 = () xm (17 = D xm (D727 = gy, (X)) (72)

t€Zy, €7,
Mit 8.2.1 folgt wieder:
90" = X7, (03 D9 () = X (93)9 (X, ) (72) ()

Wir setzen (*) und (*x) gleich und erhalten nach Multiplikation mit g(xz, ) und
anschliefendem Dividieren durch py:

X1 (P3) = X (P171) (72)
= X7 (P3) = Xma (P1701) (3)

Nun starten wir bei g(xx,)> = p2ma, nehmen beide Seiten hoch (p; — 1)/3 und
rechnen modulo m; und kommen analog zu:

X2 (D7) = X, (P272) (4)

Nach 9.3.4. gilt auBerdem: xr, (p3) = X7, (13) = Xm, (P3) = Xra (3)* = X, (P2)
Jetzt haben wir alles was wir brauchen. Wir berechnen:
X (72X (P1771) 2 e, (72, (P2) 2 o, (72) X, (P2) = X (2P2)
2 s (03) = xms (rm17)
= Xra (1) X (P171)
Wir kiirzen xr,(p171) und haben unser gewiinschtes Resultat:

X1 (71—2) = Xmy (Wl)



Der kubischer Charakter der 2

Gesucht: m € D, sodass x® = 2(r) 16sbar ist.

Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass 7 primér ist, da 23 = 2(n)
16sbar g.d.w. 2% = 2(n’) 16sbar fiir 7/ ~ 7.

1. Fall: m = g rational prim = x,(2) = 1 = 23 = 2(q) 16sbar Vg = 2(3).
2. Fall: # =a+ bw mit Nw =p = 1(3).

Proposition 9.6.1.
23 = 2(m) ist 16sbar g.d.w. ™= 1(2).

Beweis:
= 7_‘,(471)/3 — 7_‘,(N271)/3 = X2(7T)(2)

Nach kubischer Reziprozitit gilt x2(m) = x»(2) und damit 7 = 1(2) g.d.w.
X=(2) =1.

O

Proposition 9.6.2.
Sei p = 1(3). 23 = 2(p) ist 1osbar g.d.w. IC, D € Z sodass p = C? + 27D2.

Beweis:
Nach 8.3.2. kénnen wir 4p = A% + 2782 schreiben, mit A = 2a — b und
B= %, wobei A und B eindeutig bis auf Vorzeichen sind.
"=" 13 = 2(p) losbar = 2® = 2(7) losbar = 7 = 1(2) nach 9.6.1.
= b ist gerade = A, B sind gerade. Setze also C = A/2, D = B/2
und es gilt p = C? + 27D2.
"«<" Ang. p = C? + 27D?. Dann gilt 4p = (2C)? + 27(2D)2.
= B = =£2D, also B gerade und damit auch b gerade.
= p=a®—ab+b*=a?2) = a ungerade = 7 = a + bw = 1(2)
= 23 = 2(7) 16sbar. Da D/nD = Z/pZ ex. h € Z sodass h® = 2(r)
= h3 = 2(p) und somit ist 2° = 2(p) lésbar.

O

Beispiel:

23 = 2(7) hat keine Losung, da 7 nicht in der Form 7 = C? + 27D?
geschrieben werden kann.

23 = 2(31) hingegen ist 16sbar, da 31 = 22 +27- 12,



