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In diesem Vortrag wird die Dimension eines algebraischen Zahlenkorpers F'
mit den noch zu definierenden Verzweigungsindices und Tragheitsgraden ge-
wisser Primideale des Rings der ganzalgebraischen Zahlen in F'in Verbindung
gesetzt.

Generalvoraussetzung. Sei F' ein algebraischer Zahlenkorper von Di-
mension |F: Q| =n, und sei D C F' der Ring der ganzalgebraischen Zahlen
in F.

Voriiberlegungen: Sei P C D ein Primideal.

o FEs existiert genau einen Primzahl p € Prim(Z) mit p € P: Der Schnitt
P NZ C Z ist nicht leer nach Lemma 2, ungleich Z, da sonst 1 € P,
also P = D, und abgeschlossen beziiglich der Addition.

Ist (aZ)(VZ) € PNZ,so (aD)(bD) C (PNZ)p C P, also aD C P oder
bD C P, also aZ. =aDNZ C PNZ oder bZ =bDNZ C PNZ.
Damit ist PNZ ein Primideal von Z; daher wird er von einer Primzahl
p € Prim(Z) erzeugt und enthélt insbesondere keine weiteren Primzah-
len.

e Der Quotient D /pD besteht aus p" Elementen: Nach Proposition 12.2.2
existieren linear unabhéngige wy, ...w, € D, sodass

D =7Zw + -+ Zw,.
Sei S = {>_ vw; | v € [0,p)NZ}. Sei w = > mw;, m; € Z. Man findet
G,V € Z, 0 < ; < p, sodass m; = ¢;p + 7, und es gilt
w= Z%wipD.

Es ist > vw; € S, also gibt es fiir jede Aquivalenzklasse von D/pD
mindestens einen Vertreter in S.

Sei Y yiw; ein weiteres Element aus S mit Y vyw; — > viw; = 0 pD,
also > (v — 7)w; = 0 pD, also

Z(%‘ — Yw; = pz5iwi = ZP@'M’
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fiir gewisse 6; € Z. Es folgt aus der linearen Unabhéngigkeit der w;,
dass v; — v/ = pd; € pZ. Wegen 0 < ;,~: < p folgt v, = ..
Damit ist S ein Reprisentantensystem fiir D/pD, und es ergibt sich

|D/pD| = |S| = p".

e Anwendung des kanonischen Epimorphismus
¢:D/pD — D/P’

fir 1 < j < ordp(pD), gibt |D/P?| - |Ker(¢)| = p", also existiert ein
f>1mit |D/P7| = p’.

Definition. Sei P C D ein Primideal und sei p € P die Primzahl in P.
Der Wert ordp(pD) = max{t > 1 | pD C P'} heifit Verzweigungsindex von
P.

Die Zahl f > 1 mit |D/P| = p/ wird der Trigheitsgradrad von P gennant.

Es gibt eine bemerkenswerte Realation zwischen den Verzweigungsindi-
ces und Tragheitsgeraden gewisser Primideale von D und der Dimension
n=|F:Q|

Theorem 3. Sei p € P und seien Py,... P, die Primideale in D, die
pD enthalten. Seien e; = ordp, (pD) die Verzweigungsindices und f; die
Tragheitsgrade der P;. Dann ist

g

Z eifi = n.

=1

Wir verschieben den Beweis bis wir einen gewissen Hintergrund entwi-

ckelt haben.

Lemma. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Seien A;,... A, C R Ideale,
sodass A; + A; = R fiir ¢ # j. Dann ist

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion nach ¢g. Fiir ¢ = 1 ist die Aus-
sage trivial.
Sei g = 2. ,C“: Da A; + Ay = R, findet man a1 € Ay, ay € A, sodass



ay + ay = 1. Ist nun a € Ay N Ag, so gilt a = aay + aay € A1 As. Es ergibt
sich Al N A2 Q A1A2.

, 2 Trivial, denn fiir die Erzeuger aqas, a; € A;, ist offenbar ajas € A1 N A,.
Sei nun g > 2, und die Aussage gelte fiir g — 1. Es ist

ANAyN - NA = A N (AN NA) T AN (A4 .. A

nach Induktionsvorraussetzung. Ist A;+A4,A4; ... A, = R, so folgt das Gewiinschte
aus dem Fall g = 2. In der Tat ist

R: <A1+A2)(A1+A3)<A1+Ag)
=M )+ A5 Ay C A+ AyAs. . A C R

0J

Beispiel. Seien m,n € N mit ggT(m,n) = 1. Dann ist mZ + nZ = Z
nach Bezout, also mZ N nZ = (mZ)(nZ).

Proposition 12.3.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und seien
Ay, ..., Ay € R Ideale, sodass A; + A; = R firi# j. Set A= A1Ay... A,.
Dann gilt

R/A= R/A; x R/Ay x --- x R/A,.

Beweis. Seien ¢; : R — R/A; die natiirlichen Projektionen. Definiere
Y:R— R/A; X R/Ay x -+ X R/A ,x — (V1(x), ..., 10(x)).

Dies ist offfensichtlich ein Homomorphismus. Aufgrund des ersten Isomor-
phiesatzes reicht es zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist und Ker(¢) = A.
Surjektiv: Es gilt nachzuweisen, dass fiir beliebige x1,...,2, € Rein x € R
existiert, sodass ¢;(z) = x;, also x = x;(A4;) fur alle 7.

Idee: Fiir alle ¢ suche u; € [, A; = [[;,; 4, sodass u; = 1(4;), das heif}t
sodass v; + u; = 1 fiir ein v; € A;. Dann ist © = xyu; + - - - + x4u, von der
gesuchten Art.

Sei @ = 1. Die Gleichung v; +u; = 1 ist dquivalent zu Ay + A2 A3... A, = R.
Dies gilt wie im Lemma oben bereits gezeigt. Ahnlich argumentiert man fiir
i # 1.

Kern: Offensichtlich ist Ker(¢) = A1 N A, N--- N A,. Das gewiinschte folgt
also aus vorigem Lemma. 0

Diese Proposition nennt man den Chinesischen Restsatz fiir Ringe.



Beispiel: Chinesischer Restsatz fiir Z. Sei n € N mit Primfaktor-
zerlegung n = [[,_, p{". Dan ist Z/nZ = Z/p'Z % - - - X p&Z.

Zuriick zu unserem kommutativen Ring D: Man mdochte den Rest-
satz fiir den Beweis des Theorems nutzen. Es gilt also zu priifen, ob Voraus-
setzungen der Proposition erfllt sind.

D ist ein kommutativer Ring mit 1; die P;* sind Ideale von D, und erfiillen

pD = P{' ... Py’ nach Theorem 2. Folglich kann man den Chinesischen Rest-
satz fiir Ringe anwenden, falls P + Pjej =D firi # j.

Tatséchlich gilt die stérkere Aussage:

Lemma. Seien P, Q C D zwei verschieden Primideale. Dann ist P?4Q° =
D fiir alle ganzen Zahlen a,b > 1.

Beweis. Per Induktion nach b: Sei b = 1. Zu zeigen: Fiir alle ganzen Zahlen
a>1ist P*+ () = D. Auch dies funktioniert per Induktion: Sei a = 1. Da
P, C D maximale Ideale sind, und P # @, gilt P+ Q) = D. Sei nun a > 1
und die Behauptung gelte fiir a — 1. Es ist

P'+Q=P"+PQ+Q
=P(P'+Q)+Q=P+Q=D.

Damit ist der Induktionsanfang fiir die Induktion nach b gezeigt.
Sei nun b > 1 und fiir alle ganzen Zahlen a > 1 gilt P* + Q! = D. Dann ist

P+ Q=P +P'Q+Q
=P+ (P+Q"HYQ=P"+Q=D
fiir jede ganze Zahl a > 1. O
Zwischenbilanz: Es gilt P +Pfj = D fiir ¢ # j nach dem Lemma. Also
ist Proposition 12.3.1 anwendbar und man erhéalt
D/pD = D/P{* x D/P;* x --- x D/Pe.
Wie zu Anfang gezeigt gilt |D/pD| = p". Folglich

g

p" = |D/pD| =|D/P{* x D/P;* x --- x D/ Pye| = | [ ID/Ff'|.
i=1

Man erinnere sich, dass es sich bei den |D/P{*| um p-Potenzen handelt. Da

gerade |D/P;| = pfi ist, wiire es wiinschenswert, wenn |D/P{| = |D/ P,

€i




In der Tat:

Proposition 12.3.2. Set P C D ein Primideal, und sei e > 1. Dann st

|D/P°| = |D/P[".

Beweis. Per Induktion nach e > 1: Die Aussage ist offenbar wahr, wenn
e=1.Ist e > 1, so ist P°~1/P¢ C D/P¢ eine Untergruppe und

(D/P®) /(P! /P%) = D/P 1.

Lisst sich also zeigen, dass | P¢~1/P¢| = p/, so folgt per Induktion nach e > 1,
dass
|D/P| = |D/P!|-|Pt /P = plmDpl = ped.

Anstelle von |P¢~!/P¢| = p/ zeigen wir die stiirkere Aussage
D/P = pet/pe

indem wir einen surjektiven Homomorphismus a : D — P!/ P¢ erstellen.
Da P¢ C P! existiert ein a € P71\ Pe.

Behauptung: (a) + P¢ = P*~': Da P¢ C (a) + P¢, existiert ein Ideal Q C D
mit

P =((a) + P)Q

(vgl. Prop. 12.2.7). Unter Beachtung von Theorem 2 muss (a) + P¢ folglich
eine Potenz von P sein, das heifit, es gibt ein i < e — 1 mit (a) + P¢ = P
weil (a) + P¢ C P~ muss i > e — 1 gelten, also ist (a) + P¢ = P L.
Definiere

a:D — PP x s za+ PC.

Dies ist ein surjektiver (Gruppen-) Homomorphismus (da P*~! = (a) + P*).
Es gilt # € Ker(a) genau dann, wenn xza € P¢, also genau dann, wenn
ordp(za) > e. Nun gilt nach Proposition 12.2.9(ii)

ordp(za) = ordp((x)(a)) = ordp(x) 4+ ordp(a).

Wegen a € P71\ P¢, also (a) C P ' und (a) € P¢, ist ordp(a) = e—1, daher
ist x € Ker(a) genau dann, wenn ordp(z) > 1, was dquivalent ist zu z € P.
Daher gilt nach dem ersten Isomorphiesatz fiir Gruppen D/P = P¢~!/pe
und dies zeigt |P¢~!/P¢| = p/. O



Wir koénnen nun den Beweis von Theorem 3 abschlief3len: Nach
Proposition 12.3.2 ist

g

— Hpeifi'

i=1

g
" =]]D/Ff

i=1
Daraus folgt wie gewiinscht n = ey fi +eafo + -+ + €4 f,. O

Von nun an sei die Erweiterung F/Q galiossch; bei Vorliegen algebrai-
scher Zahlenkorper, wie es hier der Fall ist, ist dies dquivalent dazu, dass alle
Einbettungen von F' in C bereits Automorphismen sind.

Die Galoisgruppe G = Autg(F') besteht aus ebendiesen Automorphismen.

In diesem Fall ldsst sich Theorem 3 noch verschéarfen.:

Thorem 3'. Sei F/Q eine Galois-Erweiterung. Sei p € Z, und seien
Py, ... P, die Primideale in D, die pD enthalten. Seien e; = ordp,(pD) die
Verzweigungsindices und f; die Trigheitsgrade der P;. Dann gelten

ep=¢ey=-=¢e;und f = fo=---= f,.

Insbesondere ist n = eq f1g.
Auch fiir diesen Beweis braucht man noch etwas mehr Hintergrund.

Voriiberlegungen. Sei A C D einIdeal, 0 € G, und 0 A = {o(a)|a € A}.

o Esist cAC D: Fird € D und f € Z[X]| normiert mit f(d) = 0 gilt
flo(d)) =o(f(d)) = c(0) =0, da g|g = idg. Also o(d) € D.

e 0A ist ein Ideal: Es gilt do(a) = o(07(d)a) € ¢A fiir d € D und
a € A. Insbesondere ist oD = D, weil o(1) = 1.

e Esist D/oA=0D/ocA= D/A mittels d+ A — o(d) + cA.
Insbesondere folgt: Ist P C D ein Primideal, so ist auch ¢ P ein Prim-
ideal (wegen P C D Primideal gdw. D/P Integritétsbereich).

Wie hilft uns das in der gegebenen Situation?

Proposition 12.3.3. Sei p € P eine Primzahl, und seien P; und P;

zwet Primideale von D, die p enthalten. Dann existiert ein o € GG, sodass
oP; = P;.



Beweis. Angenommen, P; ¢ {ocF;|c € G}. Da Primideale und maximale
Ideale in D {iibereinstimmen sind jeweils oF; + P; = D und nFP; +oP; = D,
fir o,n € G, oP; # nP,. Nach dem chinesischen Restsatz fiir Ringe (mit
A =P 1L, pe(oroec) o) existiert also ein a € P; mit a = 1(0F;) fiir alle
o € G. Dann ist

N(a) =[] ola) € PN Z = pZ.
oeG
Insbesondere ist N(a) € P, da pZ C pD C P;, also o(a) € P; fiir ein
o € G, da P; ein Primideal im kommutativen Ring D ist. Allerdings iist
dann a = 07 *(o(a)) € 07 P;, obwohl a = 1(o~'P;) (Widerspruch!). O

Nun kann man das Theorem beweisen:

Beweis von Theorem 3'. Sei i € {1,...,¢g}. Nach obiger Proposition
existiert ein o € GG, sodass o P, = P;. Weil

D/P, = D/oP, = D/P,

also p/t = |D/P,| = |D/P;| = p/i gilt, ist f1 = f;.
Weiter gilt

PP Pl =pD =opD =o(P{'Py? ... Py) = o(P)"0(P)...0(Py)”.

Auf der linken Seite hat P; den Exponenten e;, auf der rechten Seite dagegen
hat P, = 0P, den Exponenten e;. Aufgrund der eindeutigen Zerlegung von
pD (Theorem 2), folgt e; = e.

Damit sind ey = ey = - =¢,und f; = fo=--- = f,. Dad ! e;fi=n
nach Theorem 3, gilt e; f1g = n. 0J
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