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Übungen zu Funktionalanalysis II

1. Für ν ∈ C sei Jν die Besselfunktion erster Art.

(a) (5P) Zeigen Sie für alle x > 0

d

dx

(
x−νJν(x)

)
= −x−νJν+1(x)

Hinweis: Reihenentwicklung verwenden.

(b) (5P) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil (a), dass Jν und Jν+1 keine gemeinsame
Nullstelle in (0,∞) haben.

2. (a) (3P) Bestimmen Sie alle Lösungen u ∈ C2(0, 1] des Anfangswertproblems

u′′(t) +
1

t
u′(t) = 0, u(1) = 0.

(b) (5P) Zeigen Sie für beliebiges δ > 0, dass keine der Lösungen aus (a) im ener-
getischen Raum HE von δ id +B0 liegt.

(c) (2P) Ist 0 ein Eigenwert von (B0)F ?

3. Sei ν ≥ 0.

(a) (2P) Das d’Alembertsche Reduktionsverfahren erlaubt es für lineare homogene
Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus einer bekannten Lösung eine wei-
tere, linear unabhängige zu berechnen. (Siehe z. B. 12.25 der Analysis II aus
dem Sommer 2012.) Rechnen Sie nach, dass das d’Alembertsche Reduktions-
verfahren zu der Lösung

φν(x) = −Jν(x)

∫ ε

x

dt

tJ2
ν (t)

, 0 < x < ε,

führt, wenn man ε > 0 hinreichend klein wählt.

(b) (2P) Sei δ > 0 beliebig. Zeigen Sie, dass es ε > 0 gibt, so dass(x
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)ν 1

Γ(ν + 1)
(1− δ) ≤ Jν(x) ≤

(x
2

)ν 1

Γ(ν + 1)
(1 + δ),(x

2

)ν−1 ν

2Γ(ν + 1)
(1− δ) ≤ J ′ν(x) ≤

(x
2

)ν−1 ν

2Γ(ν + 1)
(1 + δ), falls ν 6= 0,

x

2
(1− δ) ≤ −J ′0(x) ≤ x

2
(1 + δ),

für 0 < x < ε. Achtung: ε ist nicht gleichmäßig in ν.

(c) (4P) Sei HE der energetische Raum zu Bν , falls ν > 0, bzw. zu id +B0, falls
ν = 0. Zeigen Sie φν /∈ HE für φν aus Teil (a).

(d) (1P) Zeigen Sie Yν /∈ HE .
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