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Ubungen zu Funktionalanalysis IT

1. (a) (7P) Fiir festes a > 0 sei Ar die Friedrichs-Erweiterung des durch Af = —f”,
f € D(A) = 2(0,a) gegebenen Operators in H = L?[0,a]. Es seien 0 < \; <
Ao < ... die Eigenwerte von Ar. Jeder Eigenwert taucht dabei so oft auf, wie die
Dimension seines Eigenraums angibt. Fiir R > 0 sei N(R) = #{n | A\, < R}.
Bestimmen Sie «, 5 > 0, so dass

. N(R)
|
R1—>H;o R«

= 0.

(b) (3P) Fiir a wie in Teil (a) seien 0 = g < pg < ... die Eigenwerte der Friedrichs-
Erweiterung des Operators Af = —f” in H = L?[0,a] mit D(A) = {f €
C?[0,a] | £/(0) = f'(a) = 0}. Fiir R > 0 sei M(R) = #{n | un < R}. Zeigen Sie
M(R) > N(R) fiir alle R.

2. Die Version von Theorem 4.1 fiir die Neumann-Randbedingung lautet:

Sei Q0 C R™ ein beschrdinktes, offenes Gebiet mit C*°-Rand oder ein Po-
lygon. Dann gibt es eine unbeschrinkte, monoton wachsende Folge 0 =
A < X2 < ... und ein in L?(Q) vollstindiges Orthogonalsystem (un)nen,
so dass un € C*°(Q) mit Aup, = —Aup, und (Vuy,v) = 0 fir alle Rand-
punkte, in denen die duflere Normale v existiert.

(a) (3P) Sei nun 2 = (0,a) x (0,b). Bestimmen Sie durch Separationsansatz ein
System (W m)n,m von Eigenfunktionen von —A mit (Vu,v) = 0 in 09Q \
{(0,0),(0,b), (a,0), (a,b)}.

(b) (7P) Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte gefunden wurden, indem Sie zeigen, dass
die (tn,m)n,m ein vollstiandiges Orthogonalsystem bilden.

Hinweis: Spiegeln Sie die uy, ,, an der y-Achse.

3. Seiv e C.
(a) (4P) Zeigen Sie fir z > 0

@4@+¢m@:%4@)

Hinweis: Die Funktionalgleichung der Gammafunktion lautet 2I'(x) = I'(z+1).

(b) (3P) Zeigen Sie fiir v € C und m € N die Existenz von rationalen Funktionen
P, und @, m, so dass

Jorm(x) = Ju(2) Py () + Jy—1(2)Qum ().

(c) (3P) Seiv € Q. Zeigen Sie: Wenn z € R eine gemeinsame Nullstelle von .J, und
Ju+m ist, dann ist o algebraisch.
Hinweis: x € R heif3t algebraisch, wenn x Nullstelle eines Polynoms mit ratio-
nalen Koeffizienten ist.
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