INTRODUCTION A LA THEORIE DES MODELES

Ce texte fut une tentative de traduction de I’appendice B du récent “Asymptotic Differen-
tial Algebra and Model Theory of Transseries” [1] (que je recommande vivement). Dans
cet appendice, les auteurs font une introduction aux bases de la théorie des modeles pour
des non-logiciens. Méme si leur choix de notation et leurs conventions me semblent toute
une réussite, je n’ai pas pu m’empécher de faire quelques changements endommageant
la fidélité de la traduction. En effet, j’ai notamment rajouté des bouts, omis d’autres et
changé ’ordre des choses, bien stir, tout en ayant comme objectif de faire de ce document
des notes complémentaires pour une introduction a la théorie des modeles. La plupart du
texte reste dans leur esprit (j’espeére). Je présente par avance mes excuses aux auteurs pour
ce (tres) libre usage de leur appendice.
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1. STRUCTURES ET LANGAGES

Dans cette section on introduit les notions de structure et de langage utilisées en théorie
des modeles. Cela nous permettra d’avoir des versions générales de notions de morphisme,
sous-structure et produit de structures.
1.1. Structures. Une structure est la donnée de :

(S1) un ensemble non-vide M ;

(S2) une famille (R;);cs de relations R; C M™: ou m; € N*;

(S3) une famille (f;);es de fonctions f; : M™ — M ou n;j € N.

Une telle structure est notée M = (M; (R;)icr, (fj)jes) ou tout simplement (M; (R;), (f;)).
L’arité d’une relation R; c’est 'entier m; et celle d’une d’une fonction f; entier n;.

On appelle ’ensemble M ’ensemble de base de la structure M. Par convention, on utilise la
meéme lettre pour une structure et pour son ensemble de base, utilisant le caractere courbé
M pour la structure et le caractere plat M pour son ensemble de base. Les relations (R;)
et les fonctions (f;)) sont les primitives de la structure M. Si f; est telle que n; = 0 dans
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2 INTRODUCTION A LA THEORIE DES MODELES

la définition précédente, on identifie f; a un élément de M et on appelle un telle fonction
une constante. La taille de la structure M c’est le cardinal de son ensemble de base, noté
| M.

On trouve aussi dans la littérature récente des définitions de structure dans lesquelles
au lieu d’un seul ensemble de base M, on a une famille d’ensembles (M;)ses. Une telle
structure est dite une structure “a plusieurs sortes”, ou “S-sortée” (c’est bien le cas de
lappendice de [1]). La généralité supplémentaire de travailler avec des sortes donne un
peu plus de flexibilité et permet de rester fidele a la fagon naturelle dont quelques objets
mathématiques nous sont présentés classiquement. Néanmoins, les notations deviennent
plus lourdes ce qui contrevient & ’esprit introductif de ce texte. On gardera donc ce point
de vue classique. Voyons quelques exemples :

Exemples 1.1.

(1) Tout groupe abélien M (noté additivement) peut se voir de facon naturelle comme une
structure (M;0,—,+) avec 0 € M une constante et les fonctions

a——a: M — M, et (a;b) —wa+b: M x M — M.
(2) Un groupe ordonné M peut étre vu comme une structure (M, <,0,—,+) ou < est la
relation binaire de I'ordre et (0, —, +) sont comme dans (1).
(3) Tout anneau R peut se voir de facon naturelle comme une structure (R;0,1,—,+,)
avec 0,1 € R des constantes et les fonctions
r——r:R— R,
(r,s)—»r+s:RxR— R,
(rys)—r-s:RxR— R.

(4) Soit R un anneau et M un R-module. Alors on peut voir M comme une structure
comme dans (1) munie de plus des fonctions

a—ra:M— M,

pour tout r € R. Notons que si R est infini alors cette structure contient une infinité
de fonctions primitives.

(5) Un corps valué (K,v) peut se voir comme une structure (K,Og,0,1,+,-) ou Ok
correspond a l'anneau de valuation Ok := {x € K : v(z) > 0}, et le reste c’est la
structure d’anneau comme dans (2).

(6) Une deuxieme fagon de voir le corps valué (K, v) c’est de rajouter une relation binaire
(K;div,0,1,—,+,-) ot div est un sous-ensemble de K? définie par
(z,y) € div e v(r) <v(y).
1.2. Langages. Un langage £ est I'union de deux ensembles disjoints de symboles for-
melles :
(L1) L I'ensemble des symboles de relation de L,
(L2) L I'ensemble des symboles de fonction de L,

ot chaque R € LF et chaque f € LT est muni d’un entier ng, n 7 appelés l'arité de R et
Uarité de f respectivement. Si ny = 0 on dit aussi que f est un symbole de constante.
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Remarque 1.2. Un langage est aussi souvent appelé dans la littérature une “signature”
ou un “vocabulaire”.

Un langage L' est une extension d’un langage £ (et £ est un sous-langage de £) si L* C L,

L1 C £ et chaque symbole de £ a la méme arité dans £/. On note cela par £ C £/. On
définit la taille du langage £ comme le cardinal

L] := max{Ro, | £ U LI]}.

Exemple 1.3. Soit £ := {c,*,®} ot £L = L (tous les symboles sont des symboles de
fonction, donc L = () et

c est d’arité 0

x est d’arité 1

® est d’arité 2.

Considérons aussi le langage £’ qui étend £ défini par L := {~,c¢,*,®} ol ~ est un
symbole de relation d’arité 2 dans L'.

1.3. L-structures. Soit £ un langage. Une L-structure est une structure

M = (M, (R™M)gece, (fM) rerr)

telle que a chaque symbole de relation R € L' d’arité m on lui associe une interprétation
RM correspondant & un sous-ensemble de M™, et & chaque symbole de fonction f € £f
d’arité n on lui associe une interprétation f qui correspond 4 la fonction fM : M™ — M.
En particulier, pour un symbole de constante ¢ dans L, son interprétation dans M est
un élément ¢M € M. Une L-structure M sera parfois écrite aussi comme (M, £) quand
Pinterprétation des symboles de L est claire dans le contexte. Etant donné £’ une extension
de £, une L'-structure M’ est une L'-expansion de la L-structure M (et M est dite un
L-réduit de M’) si les deux structures ont M comme ensemble de base et tout symbole de
L A la méme interprétation dans M et dans M’.

Exemple 1.4. Soit £ := {c,*,®} le langage défini dans '’exemple 1.3. Le groupe additif
des réels est une L-structure M = (R, L) dans laquelle on interprete les symboles de £
comme

M=0eR
+M:R—>R,a— —a
@M :R? = R, (a,b) — a+b.

On écrit aussi cette L-structure comme M = (R;0, —, +). Le groupe multiplicatif des réels
est aussi une L-structure N’ = (R*, £) dans laquelle on interprete les symboles de £ comme

N =1eR~
N L RX —R*, a—a!
&N (R¥)2 = RX, (a,b) — ab.

Il y a bien sir des L-structures qui ne sont pas des groupes. En effet, n’importe quel
ensemble avec un élément distingué, une fonction unaire et une opération binaire est une
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L-structure. Par exemple, on pourrait définir la L-structure Z = (Z, L) par

E=7€Z
2.7 —=Z,a—a+1
®% 7% = 7,(a,b) — a® — b2

La structure M’ = (R; <,0,—,+), ot < dénote l'ordre est une L’-expansion de M dans
laquelle on interprete le symbole de relation ~ comme ’ordre.

Dans I'exemple précédent, on voit tres bien que le choix des symboles du langage £ ne
reflete pas la structure de groupe dans les deux premiers ensembles. Quitte a étre ambigiie
sur l'usage des symboles formels et leur interprétation, on fera des choix canoniques pour
quelques langages fondamentaux ayant comme objectif suivre les conventions usuelles de la
pratique mathématique. Par la suite on conviendra donc a cet usage des langages suivants :

Définition 1.5.

(1) Le langage des groupes est noté par Lg := {1,71,-}. Il contient que des symboles de
fonction : un symbole de constante 1, un symbole de fonction unaire (ou d’arité 1) ~*
et un symbole de fonction binaire (ou d’arité 2) -.

(2) Le langage des groupes abéliens est noté Lg4 = {0,—,+}. Comme le langage des
groupes il contient un symbole de constante 0, un symbol de fonction unaire = et un
symbole de fonction binaire 4. Notons que c’est “le méme langage” que L (et méme
que celui de I'exemple 1.3!) sauf qu’on a pris des symboles différents. Ce choix est fait
exclusivement pour avoir une intuition plus naturel au moment de parler d’'une Lga-
structure, méme si rien nous empéche formellement d’avoir une Lga-structure qui ne
soit pas un groupe abélien.

(3) Le langage des anneaux L4 := {0,1,—,+,-} qui étend le langage des groupes abéliens
La4 en rajoutant un symbole de constante 1 et un symbole de fonction binaire -.

(4) Le langage des ensembles ordonnés Lo := {<} qui contient juste un symbole de relation
binaire <.

(5) Avec (2) et (4) on trouve le langage des groupes abéliens ordonnés Loao = {<
’ 07 ) +}

(6) Avec (3) and (4) on trouve le langage des anneaur ordonnés Lao := {<,0,1,—, +,-}.

(7) Soit R un anneau. Le langage des R-modules est

LR_mod = LaaU {/\r re R}

ou chaque A, est un symbole de fonction unaire. Il s’agit d’une extension du langage
des groupes additifs Lga.

(8) Le langage L4, des corps valués est L4U{div} avec div un symbole de relation binaire.

(9) Le langage Lo de corps valués est LU {O} avec O un symbole de relation unaire.

Exemples 1.6.

(1) Tout groupe est une Lg-structure en interprétant les symboles 1, ~! et - comme Iiden-
tité du groupe, l'inverse du groupe et la loi du groupe respectivement.
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(2) Tout groupe est aussi une L 4-structure en interprétant les symboles 0, ~ et + comme
I'identité du groupe, 'inverse du groupe et la loi du groupe respectivement. Par ailleurs,
comme le montre ’exemple 1.4 n’importe quel ensemble avec un élément distingué,
une opération unaire et une opération binaire est une Lg4-structure (et aussi une Lg-
structure). Bien évidement, on prendra par la suite la convention d’utiliser le langage
Laa pour les groupes abéliens et le langage L& pour un groupe quelconque.

De méme, tout anneau R est une L 4-structure avec I'interprétation naturelle.
Tout groupe abélien ordonné est une Lz 0-structure.
L’anneau ordonné des entiers et tout corps ordonné sont des L go-structures.

Soit (K, v) un corps valué. Ici par contre il y a un choix de langage important. On
peut traiter K comme une Lgj,-structure ot Lgiy, c’'est £ U {div} avec div un symbole
de relation binaire interprété comme dans les Exemples 1.1 partie (5). On peut aussi
le traiter comme une Lp-structure ot Lo c’est LU{O} avec O un symbole de relation
unaire interprété comme ’anneau de valuation de K.

Bien évidement, toute structure (M, (R;)icr, (f;)jer) est une L-structure pour le langage
naturel

L= ((Si)ier, (95)jer)s
ou les symboles sont interprétés comme SZ-M =R, et gj\/[ = fj pour tout i € I et j € J.

/N Grace 4 un choix convenable des langages, la plupart du temps on omet le super-
indice M et on dénote par la méme lettre les symboles de L et leur interprétation dans
M. Le lecteur doit par contre garder en téte cette différence entre symboles de L et leur
interprétation, méme quand on utilise la méme notation pour les deux. Ca a 'air compliqué
au début, mais ¢a devient de plus en plus naturel au fur et & mesure.

1.4. Sous-structures et morphismes. Par la suite M et N dénoteront des L-structures.
Etant donné A C M, une application h: A — N et a = (a1,...,a;) € AF, on notera h(a)
pour 'uplet (h(a1,...,h(a;)) € N*.

1.4.1. Sous-structures. On dit que M est une L-sous-structure de N, noté M C N, ou
que N est une L-extension de M si

(1) MCN,

(2) RN N M™ = RM pour tout symbole de relation R € L d’arité m,

(3) fN|M™ = fM pour tout symbole de fonction f € £F d’arité n.

On omettra la mention du langage si cela ne mene pas de confusion et on dira que M
est une sous-structure de A, ou que N est une extension de M. Pour les groupes et les
anneaux, cette notion coincide avec les notions habituelles de sous-groupe et sous-anneau
quand on travaille dans les langages L et L4 respectivement.

1.4.2. Morphismes, plongements et isomorphismes. Un L-morphisme h : M — N est une
application h : M — N qui satisfait :

(M1) pour tout symbole de relation R € L' d’arité m et pour tout a € M™
a € RM = h(a) € RV,
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(M2) pour tout symbole de fonction f € £I d’arité n et pour tout a € M"
h(fM(a) = Y (h(a)).

Notons en particulier que l'interprétation d’un symbole de constante ¢ dans M doit étre
envoyé par h & son interprétation dans A, c’est & dire h(c™M) = .

Un L-plongement est un L-morphisme injective qui de plus vérifie une variante suivante
de (M1) :

pour tout symbole de relation 7 € arité m et pour tout a €
(M1°) tout symbole de relation R € Lt d’arité m et t M™
a € RM & h(a) e RV.

Un L-isomorphisme est un L-plongement bijective. Si M C A/, alors l'identité est un
L-plongement de M dans N. Par ailleurs, étant donné un L-morphisme h : M — N
on obtient une L-sous-structure h(M) C N avec ensemble de base h(M) telle que si
h est un L-plongement alors h : M — h(M) est un L-isomorphisme (exercice). Comme
d’habitude, un £-automorphisme de M c’est un L-isomorphisme M — M et ’ensemble des
L-automorphismes de M, noté Aut. (M), forme un groupe par composition. On écrit M =
N ¢l y a un isomorphisme entre M et N. Encore une fois, si M and N sont des groupes
considérés comme des La-structures ou des anneaux traités comme de £ 4-structures, alors
un Lg-morphisme (respectivement un £ 4-morphisme) M — N correspond aux notions
habituelles de morphisme de groupe et morphisme d’anneau. Quand le langage £ est fixé
par le contexte, on omet la mention £ disant juste morphisme, plongement, isomorphisme,
etc. Par ailleurs, on écrit aussi Aut(M) au lieu de Autz(M).

1.5. Noms et parametres. Soit M une L-structure et A C M. La structure M4 est
obtenu en rajoutant comme primitive a la structure M une constante pour chaque a € A.
De fagon analogue, on définit le langage £(A) comme 'union LU{c, : a € A} ou chaque ¢,
et un nouveau symbole de constante. L’expansion de M au langage L(A) c’est la structure
My, dans laquelle on interpreéte chaque symbole de constante ¢, par 1’élément a. En
particulier, si on prend A = M, on rajoute des constantes pour tout élément de M. Cette
procédure est souvent appelé “rajouter des parametres”, “rajouter des noms”.

Rajouter des parametres (comme presque tout changement de langage) a des conséquences
sur les morphismes. Par exemple, soit M une L-structure et Aut,(M) son groupe de
L-automorphismes. On a

(1) {o € Autp, (M) : o(a) = a,a € A} = Autpq)(Ma).

On utilisera souvent la notation plus suggestive Autz(M/A) ou méme Aut(M/A) s’il n’y
a pas de confusion, pour dénoter le groupe définit par (1).

2. ENSEMBLES DEFINISSABLES

2.1. Ensembles définissables I. Soit M une L-structure. Pour f € £I d’arité n, on note
L(fM) € M1 le graphe de la fonction fM. Sin =0, T(fM) = {fM}. Le role principal
des primitives de M est d’engendrer la famille des ensembles définissables. Pour définir
cette famille d’ensembles, on doit définir d’abord la famille des ensembles 0-définissables
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ou d’ensembles définissables sans parametres. Cette deuxieme famille correspond a la plus
petite famille définie par :

(D1) pour chaque R € LF, RM est 0-définissable ;
(D2) pour chaque f € L£F, T(fM) est 0-définissable ;
(D3) pour tout paire d’éléments distincts i,j € {1,...,k}, la diagonale

Afj = {(x1,...,x5) € M* : x; = xj}
est O-définissable.

(D4) si X, Y C M* sont 0-définissables, alors le sont aussi X UY et M*\ X ;
(D5) si X C M ket Y C M' sont 0-définissables, alors leur produit X x Y Dest aussi;

(D6) si X C M**! est 0-définissable et 7 : M*+! — MP est la projection sur les premiéres

k-coordonnées, alors 7(X) est 0-définissable.

Etant donné un sous-ensemble A C M, un ensemble X est A-définissable ou définissable
a parameétres dans A, si X est 0-définissable dans la L(A)-structure My. Finalement,
un ensemble X est définissable s’il est M-définissable, c’est-a-dire, 0-définissable dans la
L(M)-structure M. Si un ensemble X est A-définissable on appelle A un ensemble de pa-
rametres pour X . Notons que 0-définissable correspond aussi & étre ()-définissable (notation
qui s’utilise aussi souvent).

Exemples 2.1.

(1)

Soit L le langage vide (aucune relation, aucune fonction) et considérons la L-structure
M = R. L’ensemble R est lui-méme 0-définissables car c’est la projection sur la
premiere coordonnée de la diagonale sur R? (donc on utilise (D3) et (D6)). Par (D4),
I'ensemble vide est aussi 0-définissable et par (D5) le sont aussi toutes les puissances
R"™. Avec un peu de temps on peut se convaincre que tout ensemble X C R™ est
0-définissable si et seulement si il est de la forme :

{(z1,...,2n) e R" 1 &y = xj, 2 # 21, (4, )) € A, (k,]) € B},

pour A, B C {1,...,n}? disjoints et tel que A est de plus une relation d’équivalence.
En particulier, les seules ensembles 0-définissables de R!, sont le vide et R lui méme.
Donc ni {0} ni {1} sont 0-définissables. Par contre, par définition, {0} (et tout {r} pour
r € R) est définissable. La méme description s’applique & n’importe quel ensemble M
vu comme L-structure.

Considérons maintenant M = (R, 0, 1, —, +, -), c’est-a-dire, R en tant que £ 4-structure.
Trivialement, {0} et {1} sont 0-définissables. Rien que montrer que {2} est 0-définissable
est déja un peu sportif (bien que simple). Voila une fagon. Considérons X = I'(+) est
Y = X x {1} qui sont 0-définissables par (D2) et (D5). Par (D4) et (D3)
Y n Alll,ll N A%A = {(17 ]-7 27 1)}7
est 0-définissable. Finalement
Rx{(1,1,2,1)} nAY, ={(2,1,1,2,1)},

et par (D6) la projection dans la premiere coordonnée {2} est 0-définissable.
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Une grande partie de I’étude modele-théorique d’une structure M cherche a donner une
description plus explicite des ensembles définissables (ou 0-définissables) de M. En général,
cet objectif ne peut pas étre toujours atteint méme quand on se restreint aux ensembles
0-définissables d’une structure. C’est le cas, entre autres, de 'anneau des entiers Z vu
en tant que La-structure (Z;0,1, —,+,-) (voir par exemple [2] chapitre 6). Néanmoins,
différentes structures admettent une description explicite de ses ensembles définissables
nous fournissant des informations supplémentaires sur la structure (méme dans le langage
des anneaux). L’exemple classique c’est celui du corps complexe M = (C;0,1,—,+,").
Notons (exercice) qu’inclure une primitive pour l'inverse multiplicative ~! : C* — C
étendu & C en déclarant 0~ = 0, ne rajoute pas des nouveaux ensembles 0-définissables.
Le théoréeme de Chevalley-Tarski caractérise les ensembles 0-définissables de cette structure
comme des unions finies d’ensembles de la forme

(%) {a € C": Pi(a) =+ = Py(a) =0,Q(a) # 0},

avec Pp,..., Py, Q € Q[X1,...,X,]. Etant donné un sous-corps A C C, la méme des-
cription s’applique pour les ensembles A-définissables, prenant les polyndémes & coefficients
dans A. Ainsi, les ensembles définissables de M sont des unions finies comme dans (x)
prenant des polynoémes & coefficients complexes. Autrement dit, les ensembles définissables
de (C;0,1,—,+-) correspondent aux ensembles constructibles de 'algebre commutative.
On démontrera en détails ce résultat dans le dernier chapitre.

L’exemple deux dans les exemples précédentes montre la difficulté de travailler avec la
définition d’ensemble définissable (et 0-définissable) qu’on vient de donner. On donnera par
la suite une deuxieme fagon de définir les ensembles définissables a travers des formules
qui sera beaucoup plus convenable. Il y a bien sir un prix a payer qui consiste a bien
définir qu’est-ce que c’est qu'une formule pour un langage donné (cela reste toujours un
peu technique et parfois ennuyeux). Informellement, le lien avec les formules est facile
a voir quand on remarque que chaque opération donné par (D3)-(D5) dans la définition
d’ensemble 0-définissable a une contre-partie par des “opérations logiques” classiques. Plus
précisément, considérons deux “conditions” ou “formules” ¢(x),1(z) ou = est une variable
qui varie dans M™ et les ensembles

X ={z € M": ¢(x) est satisfaite par z} et Y = {x € M" : ¢(z) est satisfaite par x}.
On remarque que les opérations logiques classiques sur ¢ et ¥ ont les contreparties sui-
vantes :

(Cl) {x € M™: —¢p(x) est satisfaite par z} = M \ X

(C2) {x € M : ¢(z) V p(x) est satisfaite par 2} = X UY

(C3) {x € M : ¢(z) ANp(x) est satisfaite par x} = X NY. Notons de plus que ¢(z) A (z)
et =(—¢(x) vV —1)(x)) définissent le méme ensemble.

De plus, si y est une variable qui varie sur M™ et 0(z,y) est une condition sur x et y qui
défini un ensemble Z C M™ ™ alors

(C4) {z € M™: Jyb(z,y) est satisfaite par z} est égal & 7(Z) C M™, ot 7 : M"T™ — M™
est la projection sur les premieres n coordonnés.

(C5) {x € M™:VybO(z,y) est satisfaite par z} correspond a ’ensemble
{r e M": {x} x M™ C Z}.
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Notons aussi que Vyf#(x) et =3-0(x,y) définissent le méme ensemble.

En particulier, si X,Y et Z sont 0-définissables, par (D3)-(D5) le sont aussi les ensembles
décrits dans (C1)-(C5). Dans ce qui suit on définit formellement les formules d’un langage
L pour faire ce lien correctement.

2.2. Syntaxe. Dans cette section on introduit la syntaze (variables, termes, formules) qui
nous servira pour donner un deuxieme point de vue des ensembles définissables. Toute cette
section sera basée sur quelques notions sur les “mot d’un alphabet” et des sous-ensembles
de mots dites des “mots admissibles” qu’on introduit dans ’annexe. Cela nous permettra
faire des récurrences sur la “complexité” ou la “hauteur” des mots admissibles. Toutes
ces notions et les démonstrations qui donnent un sens précis a des telles récurrences sont
présentés dans ’annexe. Le lecteur qui n’as jamais vu une preuve de cette forme devrait
lire tout d’abord cet annexe.

Dans le reste du texte M et N désigneront des L-structures, sauf mention explicite du
contraire.

2.2.1. Variables et termes. On suppose avoir a disposition un ensemble infini Vary de
symboles appelés variables de L différents de tout symbole de £. Une multivariable de £
est un uplet © = (z;);es de variables distinctes x; € Var,. La taille de 'indice I est appelé
la taille de x, est on le note souvent |z|. Sauf mention du contraire I sera un ensemble fini.
Les multivariables © = (z;)ier et ¥ = (y;j)jes sont disjointes si x; # y; pour tout ¢ € I
et tout j € J. Par la suite x et y désignerons des multivariables de £, sauf mention du
contraire.

On définit les termes de £ (ou L-termes) comme les mots ¢ sur I'alphabet £f U Var, de la
forme

(T1) t = x avec © € Varg;

(T2) t = ¢ avec ¢ un symbole de constante de L;

(T3) t = ft1---t, out f € L] est d’arité n > 0 et t1,...,t, sont des L-termes.
On omettra la mention ‘L’ dans L-termes quand le langage est claire dans le contexte. Les
termes sont aussi les mots admissibles (voir annexe) en définissant le poids d’une variable

comme la valeur 0 et le poids d’un symbole de fonction f € £f comme arité de f. Cela
nous donne un résultat d’écriture unique :

Lemme 2.2. Tout L-terme est ou bien une variable de L, ou bien un symbole de constante
de L, ou bien égal a un mot fty---t, pour une unique uplet (f,t1,...,t,) avec f € LI
d’arité n > 0 et chaque t; un L-terme pouri=1,...,n.

Comme on I'explique dans I’Annexe 1’écriture unique nous permet de faire des preuves par
récurrence sur la complexité des termes. Comme exemple, on définit [’ensemble V (t) des
variables d’un L-terme t par récurrence sur la complexité de ¢ comme suit :

(1) sit est une variable z de L, alors V (t) = {z}.
(2) sit est un symbole de constante de £, alors V(t) = 0.
(3) sit=fty- -ty on f €L est darité n >0, V(t) =L, V(t).
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On écrira souvent f(t1,...,t,) au lieu de ft - - - t, pour garder l'intuition dans la notation.
Par exemple dans le langage des anneaux L4, on notera (z+ (—y)) -z au lieu de -+ —yz;
et méme quand il n’y a pas de confusion on écrira (z — y)z en sachant que — n’est pas un
symbol de fonction d’arité 2 dans £, mais d’arité 1.

Soit © = (7;)iesr une multivariable. Un (L, z)-terme est une paire (¢,x) ou t est un L-
terme tel que chaque variable dans V (¢) est une variable de x. On écrit un tel (£, z)-terme
par t(x). Notons qu’il n’est pas requis que chaque variable de z soit une variable dans
V(t) (la notation est similaire aux cas des polynéomes ou P(X) € Z[X1,...,X,] ne doit
pas contenir nécessairement toutes les indéterminées Xy, ..., X,,). On définit une fonction
tM: MT — M associée au terme t(z), de la fagon suivante : pour a = (a;) € M!

(1) si t = x;, alors tM(a) := a;;
(2) si t = ¢ un symbole de constante, alors t*(a) := ¢ ;
(3) sit = fty---t, avec f € LF d’arité n et t; = t;(x) un L-terme pour i = 1,...,n,

alors
tM(a) :== fM M), ..., t2(a)) € M.

Exemple 2.3. Soit R un anneau commutatif vu en tant que £4-structure. Soit ¢(x,y, z)
le £a-terme (z —y)z. La fonction ¢ : R? — R n’est rien d’autre que la fonction qui envoie
(a,b,c) € R sur (a — b)c. En fait, pour chaque L4-terme t(x1,...,2zy) il y a un (unique)
polynéme P!(X71,...,X,) a coefficients entiers tel que pour tout anneau commutatif R
on a que t®(a) = P!'(a) pour tout a € R". Inversement, pour chaque polynéme P €
Z[X1,..., X, il y a un Ly-terme t(z1,...,x,) tel que t¥(a) = P(a) pour tout anneau
commutatif R et tout a € R™.

Exercice 2.4. Soit () un L-terme, a € M!®l et h: M — N un morphisme. Alors
h(t™(a)) = N (h(a)),

en particulier tM(a) = tV(a) si M C N. (Utilisez la récurrence dans la complexité des
termes.)

On peut aussi montrer aisément que si £ est une extension de £ et M’ est une £'-expansion
de M, alors chaque L-terme t(z) est aussi un £'-terme et tM = tM'. Notons qu'un terme
t n’ayant pas de variables, c’est-a-dire V(¢) = ), définit un élément t™ € M, les symboles
de constantes étant un cas particulier.

2.2.2. Sous-structure engendrée. . Supposons que L contient au moins un symbole de
constante. Pour A C M, on définit

(A) pq = {tM(a) : t(z) un L-terme,a € AP},

On suppose que £ contient au moins un symbole de constante pour que (A)r( ne soit
jamais vide. Le lemme suivant montre que (A)aq est la plus petite sous-structure de M
contenant A.

Lemme 2.5. (A)rq est l'ensemble de base d’une sous-structure de M. De plus, étant donné
une L-structure N et une application h : A — N, il existe au plus une extension de h a un
morphisme (A)pg — N. En particulier, (A)p correspond a la plus petite sous-structure de
M qui contient A.
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Démonstration. Pour monter que l’ensemble (A)pq est ensemble de base d’une sous-
structure de M il suffit de montrer qu’il est clos par Uinterprétation des symboles de
fonction de £. Soit f € L£F d’arité n, t; = t;(x;) des termes avec x; une multivariable et
a; € Al pour i = 1...,n. On a bien que pour le terme t(z1,...,xn) = fti(x1) - tn(zp)

P ar) - 6 (an)) = M (an, . an) € (A,

ce qui montre que (A) g est clos par fM. Soit h: A — N une application et supposons
quil y a deux extensions distinctes hy, hg : (A — N de h (donc des morphismes). Soit
t(z) un terme et a € Al*l tel que hy(tM(a)) # ha(tM(a)). Par Pexercice 2.4, cela implique
que tV(h1(a))) # tN(ha(a))), ce qui est contradictoire car hi|A = hg|A]. Quand N est
une sous-structure de M qui contient A, alors 'inclusion est un morphisme de (A)r¢ dans

N. O

2.2.3. Symboles logiques. On fixe maintenant les huit “symboles logiques” de la logique de
premier ordre :
T 1L ==V AJV

a étre pensées comme vrai, fauz, €gal, non, ou, et, il existe, et pour tout , respectivement.
Ces symboles sont supposés différents de tout symbole de £ et de Var, pour tout langage
L. Les symboles =, V, A sont appelés des connectives (ou connectives logiques) et 3,V des
quantificateurs.

2.2.4. Formules atomiques de L. Les formules atomiques de £ sont les mots sur ’alphabet
LUVarp, U{T, L, =},
définies par
(A1) T et L sont des formules atomiques;
(A2) Rty...ty, pour R € L' d’arité m et t...,t,, des L-termes est une formules ato-
mique;

(A3) = tite pour t1,t2 des L-termes est une formules atomique.

2.2.5. Formules. Les formules de L (ou L-formules) sont les mots sur ’alphabet
LUVar, U{T, L, = —,V,A 3V},
définies par
(F1) les formules atomiques de £ sont des formules de L;
(F2) si ¢ et 1 sont des formules de L, alors le sont aussi =, Vo) et Ap;
(F3) si ¢ est une formule de £ et = une variable de £ , alors Jz¢ et Vap le sont aussi.

Comme pour les termes, on omettra la mention de £ quand il n’y a pas de confusion.
Etant donné une formule ¢ = aj - - - a;,m, une sous-formule de ¢ est un sous-mot a; - - - ay,
avec 1 <1¢ < k < m qui est aussi une formule.

Remarque 2.6.

(1) Comme pour les termes, étant donné deux formules ¢ et 1, on utilisera ¢ V1) et ¢ A9
au lieu de Vi et At pour avoir une lecture plus facile des formules. On se permettra
aussi I'usage des parentheses pour clarifier la forme cachée dans la notation en préfixe.
De facon analogue, on écrira t; = to au lieu de = tyt9, et sa négation t1 # ts au lieu de
- = t1t9.
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(2) De méme, on utilisera les notations classiques pour l'implication ¢ — 1 qui dénote
- V 1 et pour la double implication ¢ <+ 1 qui dénote (¢ — ) A (¥ — ¢).

(3) Soit Fgt ensemble de formule atomiques. Souvent on donnera des définitions et on
fera des preuves par récurrence sur la complexité d’une formule. Pour que cela ait en
sens, on traitera les L-formules comme les mots admissibles sur 1'alphabet

Fa U{—,V,A}U{Tz: 2 € Varpg} U{Vx : x € Var.},
ayant comme fonction d’arité

I’arité de toute formule atomique est 0
I’arité de —, dx, Va est 1 pour toute variable x € Var,
I’arité de Vv, A est 2.

La définition suivante est un exemple de définition par récurrence sur la complexité
des formules.

Définition 2.7. On définit l'ensemble V L(y) des variables libres d’une formule ¢ par
récurrence sur la complexité de ¢ comme suit. Pour ¢ une formule atomique :

(1) sio=T oup=_1,alors VL(p) =10
(2) si ¢ = Rty---t, avec R € L' d’arité n et t; des termes pour i = 1,...,n, alors
VL(p) = Uiz, V()
(3) si @ est = tita, avec t1,ts des termes, alors VL(¢) = V(t1) U V(t2).
Maintenant 1’étape inductive :
(1) VL(=p) = VL(9);
(2) VL(e Np) = VL(e V) = VL(e) UV L();
(3) VL(3zp) = VL(Vzp) = VL(e) \ {z}.

Exemple 2.8. Considérons la £ 4-formule 3x(z-y = 1) Az = 0. Ecrite sous forme préfixe,
elle correspond au mot Adx = -zyl = z0. L’ensemble des variables libres de cette formule
est {z, y} méme si la formule contient Jz. Par contre, les variables libres de la sous-formule
Jxz(z -y = 1) est {y}. Une occurrence d’une variable x dans une formule ¢ sera dite libre
si elle ne fait pas partie d’une sous-formule de ¢ qui commence par Jx ou par Vz. Par
exemple, les deux premieres occurrences de = dans la formule d’en haut ne sont pas libres,
mais la troisiéme ’est. La seule occurrence de la variable y est libre. Notons que la définition
d’occurrence libre d’une variable s’applique a ’écriture en préfixe de la formule.

De maniére similaire aux termes, étant donné une multivariable z on définit une (L, x)-
formule comme la paire (¢, z) avec ¢ une L-formule telle que toutes les variables libres de
© sont des variables de z. Un L-énoncé est une L-formule n’ayant pas de variables libres.
Un L-énoncé atomique est un L-énoncé qui de plus est une formule atomique. Notons que
I’ensemble de tous les énoncés de L et celui de toutes les formules de £ sont tous les deux
de taille |£].

A\ Le lecteur doit distinguer les différents manieres dont on utilise le symbol =. Parfois
il dénote un des huit symboles logiques, mais on 1'utilise aussi pour indiquer I'égalité des
objets mathématiques de la facon usuelle. Le contexte devrait toujours mettre en évidence
I'usage sans devoir le dire explicitement.
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2.3. Substitution. Soit x = (z1,...,z,) une multivariable, t(z) un L-terme, ¢(x) une

L-formule et s1,...s, des termes. On définit

e t(s) : le mot obtenu en remplacant chaque occurrence de la variable z; par s; de fagon
simultanée dans t(x).

e ©(s) : le mot obtenu en remplacant chaque occurrence libre de la variable z; par s; de
fagon simultanée dans ¢(z).

On laisse le lecteur se convaincre que t(s) est bien un L-terme et que ¢(s) est un effet

une L-formule. Notons en particulier que si aucun des s; a des variables, alors ¢(s) est un

L-énoncé.

Pour A C M, regardons en détail le cas particulier de la substitution dans l’expansion
de M au langage L£(A). Trivialement tout L-terme t(x) est aussi un £(A)-terme et toute
L-formule ¢(x) est aussi une £(A)-formule. Donc, pour a € A", t(a) correspond au L(A)-
terme obtenu en remplacant chaque occurrence de la variable z; par a; de fagon simultanée
dans t(x). Notons ici qu’on utilise 'uplet a de fagon ambigiie pour des éléments de A et pour
des symboles de constantes dans le langage £(A). De méme, la formule ¢(a) correspond
a la L£(A)-formule obtenue en remplagant chaque occurrence libre de la variable x; par a;
de fagon simultanée dans ¢(x). En particulier ¢(a) est un £(A)-énoncé car elle ne contient
plus de variables libres, ces dernieres ayant étés remplacées par des constantes.

Remarque 2.9. Soit ¢(z) une L£(A)-formule. Seulement un nombre fini d’éléments de
A apparaissent en tant que constantes dans cette formule. Donc il existe une L-formule
Y(z,y) avec y une multivariable disjointe de z et un uplet a € AlYl tels que ¢(z) = ¥(z, a)
en tant que L£(A)-formules.

Pour les termes l’exercice suivant montre le lien entre la substitution dans L£(M) et la
fonction induite par un terme dans une structure :

Exercice 2.10. Soit = (z;);e; une multivariable, ¢(z) un L-terme et a = (a;) € M.
Alors
tM(a) = t(a)M™.

2.4. Satisfaction et définissabilité. On peut finalement définir la relation principale de
cette section entre L-structures et L-énoncés

M E o,

qu’on lit comme “M satisfait ¢ ou “p est vrai dans M”. On écrira M [~ ¢ pour dire que
M et p ne sont pas en relation par rapport a =. Pour définir cette relation on a besoin
de faire le passage a Iexpansion canonique Mj; de M dans le langage £(M). On définira
donc d’abord la relation M s = ¢ pour les L(M)-énoncés et on récupérera la relation pour
notre structure de départ M en posant pour un L-énoncé 1) :

M = 4 si et seulement si My, | 9.

Notons qu’'une fois la relation Mjy; = ¢ est définie, le passage & M nous est imposé.
En effet, si v est un £-énoncé, étre vrai ou faux dans Mj; ne devrait dépendre que de
la L-structure de M; qui correspond précisément a M. Remarquons que si une formule
Rty ...ty est un L(M)-énoncé cela implique que les termes t; ne contiennent pas de va-
riables et, par conséquence, ils définissent un (t{w Mo ,t{:{‘M ) € M™. De méme pour un
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L(M)-énoncé de la forme ‘= tit2’. Voici donc la définition par récurrence sur les £(M)-
énoncés de la relation My, = ¢ :

(Vl) M ):Tet Myr %L;
(V2) My = Rty .. .ty si et seulement si (611 tMm) € RMuM pour R € L¥ d’arité

m et ty,...,t, des L(M)-termes sans variables;
V3) My = {1t si et seulement si MM tMM, pour t1, to des L(M)-termes sans
1 2
variables.

Pour ¢ et ¢ des L(M)-énoncés pour lesquels on a déja définit la relation de satisfaction,
(V4) My =~ si et seulement si My = o,
(V5) M E ¢ V1 si et seulement si My, = ¢ ou My | .
(V6) My = o A1 si et seulement si My, = ¢ et My = 1.
il existe a € M tel que My = p(a) sixz € VL(p)
Mu ¢ stz ¢ VL(p)

pour tout a € M, My = p(a) siz € VL(p)
My = siz ¢ VL(p)

Le passage au langage L£(M) et a I'expansion M, est nécessaire pour définir les quantifi-
cateurs dans (T7) et (T8). Pour simplifier la notation, étant donné une £(A)-énoncé ¢(a),
on se permettra parfois la notation M = ¢(a) pour dénoter My = ¢(a) quand il n’y a
pas de confusion.

(V7) My E Jzpsi et seulement {

(V8) My = Vayp si et seulement si {

2.5. Ensembles définissables II. On peut donner finalement la deuxieéme définition
d’ensemble définissable :

Définition 2.11. Soit ¢(x) une L-formule avec x = (z1, ..., x,). On définit ’ensemble
(M) = {a € M": My = pla)}.
Soit X € M™ et A C M. On dit que X est 0-définissable s'il y a une L-formule p(x) telle

que X = (M) ; X est A-définissable s'il existe une L£(A)-formule ¢(x) telle X = p(M);
en fin, X est définissable s’il est M-définissable.

Il n’est pas difficile de se convaincre que cette définition d’ensemble définissable coincide
avec celle qu’on a donné dans la Section 2.1, notamment, en utilisant les correspondances
(C1)-(C5) énoncés dans cette méme section. L’avantage qu’on gagne c’est de pouvoir as-
socier & chaque ensemble définissable une L£(M )-formule (pas nécessairement unique) qui
le définit. Cela nous donne entre autres une méthode pour montrer qu’un ensemble est
définissable, a savoir, celle d’exhiber une formule qui le définit.

Exemples 2.12. Soit M = (R;L4), donc les nombres réels comme structure dans le
langage des anneaux.

(1) Montrer que l’ensemble {2} est (-définissable est beaucoup facile avec une formule.
En effet, pour la formule ¢(z) := ‘1 +1 = 2’ on voit bien que ¢p(R) = {2}.

(2) Un peut plus exotique, on peut montrer que {v/2} est (-définissable en utilisant la
formule
o) =2-x2=1+1ATylx=y-y).
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(3) L’ensemble {a € R: a < 7} est définissable. On utilise la formule :

p(r):="NFy(r—z=y-y),
qui est une L(R)-formule! Par contre, cet ensemble n’est pas (-définissable, mais

cela n’est pas encore facile a démontrer. Ca découlera d’une caractérisation des
ensembles 0-définissables de M qu’on donnera vers la fin du dernier chapitre.

(4) On muni R™ de la topologie induit par lordre (la topologie standard de R). On
montre que si X C R™ est 0-définissable dans cette structure alors I'intérieur int(X)
de X lest aussi. Il faut juste se rendre compte de I’équivalence entre

rzeint(X) e Juv((u<z<v)A-Jy((u<y<v)Ay ¢ X),
ou u,v,x,y varient sur R™ et u < x < v est une abréviation de
uy < Ty <wviet - et uy < Ty < U

La notation ensembliste pour montrer que int(X) est 0-définissable devient lourde
tres vite et parfois difficile & comprendre. Les condition données par des formules
sont parfois plus proches a la pratique mathématique.

2.6. Equivalence. Etant donné une multivariable = (z1, ..., z,) et une £L-formule o(z),
on écrit Jzp et Vryp (ou méme Jrp(z) et Vrp(xr)) comme des abréviations des formules

Jxq - xpp et Vap - - - Vapp,
respectivement. En étend la relation de satisfaction dans M aux L-formules ¢(z) par
M = ¢ si et seulement si M = V.

On écrit = ¢ si M = ¢ pour toute L-structure M. Deux formules ¢, 1 sont équivalentes
si = ¢ <> 1. Par exemple, il n’est pas difficile de se convaincre que les formules —Vzp
et Jx—y sont équivalentes pour toute formule p. De méme pour les formules —(¢ A ¥) et
= V —p, pour toutes les formules ¢, (qui correspondent aux bien connues lois de De
Morgan). Par ailleurs, le fait que A et V soient des connectives associatifs et commutatifs
peut-étre exprimé comme le fait que pour des formules quelconques @, 1,6 on a

{ww(we))e(wwmm

F (e A) < (P Ae),
et de méme en remplagant A par V. Cela nous permet d’une fois et pour toutes d’écrire des
conjonctions et des disjonctions sans parentheses. Pour des formules ¢4, . . ., ¢, on utilisera

aussi la notation suivante pour des conjonctions et des disjonctions :

n
/\gai abrege 1 A--- A, et
i=1

n
\/ w; abrege o1 V-V @,
i=1

Exercice 2.13. Soient ¢ et ¥ deux L-formules équivalentes. Montrer que pour toute L-
structure M et pour toute L-formule 6, on a

Mo ME0(p/1),
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ou 0(p/1) dénote la formule dans la quelle on remplace uniformement dans € chaque
occurrence de ¢ en tant sous-formule par 1.

2.7. Cloture définissable et cloture algébrique. Soit A C M et b € M. On dit que b
est A-définissable dans M (ou définissable au dessus de A) si {b} C M est A-définissable.
On dit que b est A-algébrique dans M (ou algébrique au dessus de A) si b € X pour
un ensemble X C M fini et A-définissable. On omettra la mention “dans M” quand M
est claire dans le contexte. Bien évidement, si un élément b est A-définissable il est aussi
A-algébrique. On définit ainsi la cloture définissable et la cloture algébrique de A par :

dcl(A) := {b € M : b est A-définissable dans M},
acl(A) := {b € M : b est A-algébrique dans M }.

Exercice 2.14. Montrer que la cloture définissable et la cloture algébrique sont des
opérateurs de cloture. Un opérateur de cloture est une fonction cl : P(M) — P(M) qui
satisfait pour tout A,B C M :

(1) ACdl(A);
(2) cl(A) = cl(cl(A));
(3) si A C B, alors cl(A) C cl(B).

On dira que A est définissablement clos si A = dcl(A) et que A est algébriquement clos
si A = acl(A). Pour n’avoir pas de confusion avec la cléture algébrique au sens des
corps, acl sera souvent nommé la cléture algébrique modéle-théorique (dans certains cas
ces deux clotures coincident pour le langage des anneaux). Le lemme suivant donne une
caractérisation de la cloture définissable tres utile.

Lemme 2.15. Un élément b est A-définissable si et seulement si f(a) =b ou f : X C
M"™ — M est une fonction 0-définissable et a € A™.

Démonstration. La direction de droite a gauche est triviale, donc supposons que b € dcl(A).
Soit ¢(x) un L(A)-formule qui définit ’ensemble {b}. Soit a € A™ un uplet contenant toutes
I'interprétation de tous les symboles de constante utilisés dans ¢(z), et p(x,y) la L-formule
telle que ¢(z) = ¢(x,a). On considere la L-formule :

(x,y) = oz, y) A (V2(e(z,y) = 2 = 2).
On remarque que la formule ¢ (x, y) définit une fonction f ayant comme domaine 1’ensemble
X :={ce MY : 3zy(z,c)},
pour laquelle par définition f(a) = b. O
Supposons que £ contient au moins un symbole de constante. Le lemme précédent nous
permet de montrer que si A = dcl(A) on A = acl(A), alors A est I’ensemble de base d’une
sous-structure de M (il est clos par l'interprétation des fonctions de £). En particulier

dcl(A) et acl(A) sont des L-sous-structures de M qui contiennent A et on a que (A) g C
dcl(A) C acl(A).

Notes et commentaires 1. La définition de la relation de satisfaction est due au célébre
papier de Tarski [4] étudié surtout par des philosophes. La définition qu’on a donné ici
reste plus proche de Tarski-Vaught [3].
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3. EQUIVALENCE ELEMENTAIRE ET SOUS-STRUCTURES ELEMENTAIRES

Dans cette section on introduit différentes relations liées a préserver la satisfaction d’un
ensemble de formules. Des telles relations sont souvent dites (ou accompagnées de la men-
tion) “élémentaires”. Pour cela on définit dans une premiere partie quelques ensembles de
formules dont on aura besoin plus tard. Dans toute la section M et N désigneront des
L-structures.

3.1. Formules d’une forme spéciale. Une formule est sans quantificateurs si, comme
son nom suggere, elle ne contient pas d’occurrence ni de 3 ni de V. Une formule est dite
existentielle (ou 3-formule) si elle est de la forme Jzp avec x une multivariable et ¢ une
formule sans quantificateurs. De méme, Une formule est dite universelle (ou V-formule) si
elle est de la forme Vxp avec x une multivariable et ¢ une formule sans quantificateurs. Si ¢
est une V-formule, alors —¢ est équivalente a une 3-formule, et de fagon analogue lorsqu’on
échange “V” et “J”. Une formule est dite universelle-existentielle (ou ‘V3-formule) si elle
est de la forme Vz3yyp avec x,y des multivariables disjointes et ¢ sans quantificateurs.

Lemme 3.1. Si @, sont des 3-formules, alors ¢ AN et @V ) sont équivalentes a des
J-formules. De facon analogue pour V' et pour V3.

Démonstration. La preuve n’est pas difficile mais releve une observation souvent oubliée.
Soit ¢ = dxp et p = Jyb des formules avec p, 8 sans quantificateurs. Si x,y sont des
multivariables disjointes, alors ¢ A ¢ et 3xJy(p A 0) sont équivalentes. Hélas, si = et y ne
sont pas disjointes, il n’est pas difficile de construire des exemples pour lesquels ¢ A 1) et
Jdz(p A 0) ne soient pas équivalentes. Par exemple, si 'on prends |z| = |y| = 1 et z =y,
pour les Lg-formules

p=x=1let0:=x#1,

on a que tout groupe non-trivial G en tant que Lg-structure satisfait G = Jx(x = 1) A
Jz(x # 1), mais ne satisfait pas G = JzJz(xr = 1 Az # 1). La seule chose qu'on a
a faire c’est de changer les variables pour forcer qu’elle soient disjointes. On choisit des
multivariables z disjointes de x, et dans ce cas ¢ A 1) reste bien équivalente a JzIy(p A
O(y/z)). La méme preuve s’applique pour les formules universelles. O

De fagon analogue, on peut définir les V3V-formules et ainsi de suite pour toutes les alter-
nances entre 3 et V. On s’intéresse a des formules de cette forme la grace au lemme suivant
qu’on laisse comme exercice.

Lemme 3.2 (Forme prénexe). Toute L-formule ¢ est équivalente a une L-formule ¥ sous
forme prénexe, c’est-a-dire, de la forme

Qi1 - Qnapb,

ot chaque Q; est un quantificateur (soit 3 soit V) est 0 est une L-formule sans quantifica-
teurs.

Il y a des logiciens qui s’intéressent a une notion de complexité pour une formule ¢ qui
correspond au plus petit entier n tel que ¢ est équivalente a une formule sous-forme
prénexe avec n alternances entre de quantificateurs. Cette notion de complexité entraine
une hiérarchie récursive beaucoup étudiée par les informaticiens théoriques.
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3.2. Préservation des formules. Soient A C M et h : A — N. Soit p(z) une formule
avec = (z1,...,%,). On dit que h préserve la formule ¢(z) si pour tout a = (ay,...,a,) €
An

M E ¢(a) = Ny = o(h(a)),

Pour un ensemble de formules F, on dit que h préserve les formules de F' si h préserve
chaque formule de F. Le lemme suivant caractérise les morphismes et les plongements par
rapport a la préservation de certaines formules.

Lemme 3.3. On suppose A = M. Alors
(1) h est un morphisme si et seulement si h préserves des formules atomiques;
(2) h est un plongement si et seulement si h préserves des formules sans quantifica-

teurs.

Démonstration. Soit h : M — N un morphisme, ¢(x) une formule atomique et a € Al*.
Le résultat est trivial pour T et L, donc il nous restent deux cas. Le premier c’est ¢ :=
‘Rti(x)---tn(z) pour R € L d’arité n et t;(x) un terme pour ¢ = 1,...,n. Dans ce cas

Mo p(a) = (ti(a)", .t (@))€ RM

tM(a), ..., tM(a)) € RM (exercice 2.10)
h(t{\/l(a)) L h(tM(a))) € RV (déf. de morphisme)
N (h(a)), ..., tN (M) € RV (exercice 2.4)

= (t1(a)V ,...,tn(a)NN) € RV (exercice 2.10)

= Ny |= Rty (h(a)) - - - tn(h(a)).

=
=
=

(
(
(
(

Le deuxiéme cas c’est ¢ := ‘t1(x) = ta(x)" pour t1,ts des termes. Dans ce cas

M | p(a) = ti(@)M = ta(a)M) € RM
= t(a) = t1"(a)) € RM (exercice 2.10)
=tV (h(a)) = t) (h(a)) (exercice 2.4).
= t1(a)"N = ty(a)"V € RV (exercice 2.10)
= N = t1(h(a)) = t2(h(a)).
Cela montre que h préserve des formules atomiques. Pour ’autre direction, soit h : M — N
une application qui préserve les formules atomiques. Pour montrer la condition (M1) de
la définition de morphisme (voir 1.4.2), soit R € L' d’arité n et a € M"™. Alors pour la
formule atomique Rz1---x, on a
a € RM = My = Ra
= Ny E Rh(a)
= h(a) € RV
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Pour la condition (M2) soit f € £% d’arité n, a € M™ et b = fM(a). Pour la formule
atomique f(x1,...,2,) =y on a que
fMa)y=b= My E fla)=b

= Nn = f(h(a)) = h(b)

= N (h(a)) = h(b) = h(F*(a)).
Cela montre que h est un morphisme. Pour la partie (2), supposons d’abord que h préserve
des formules sans quantificateurs. En particulier h préserves des formules atomiques, donc
par la premiere partie h est un morphisme. Il nous reste & montrer que h est injective et
la condition (M1’) donnée dans la Section 1.4.2. L’injectivité suit de préserver la formule

x # y. La condition (M1') suit de préserver Rz - - - x,, et sa négation = Rx1 - - - 2,,. On laisse
au lecteur faire la preuve de la direction manquante. O

Dans le cas particulier des sous-structures on a :

Corollaire 3.4. On suppose que M C N. Alors

(1) si p est sans quantificateurs alors M = p & N = ¢;

(2) si p est une formule existentielle, alors M = = N = ¢;

(3) si p est une formule universelle, alors N = ¢ = M = ¢.
Démonstration. La partie (1) suit du Lemme 3.3 en sachant que Iinclusion est un plonge-
ment. Soit ¢(x) une formule sans quantificateurs telle que M = Jxp(z). Soit a € A telle
que M E ¢(a). Par la partie (1), N' = ¢(a), ce qui implique N |= Jzp(z). La partie (3)
se démontre de fagon similaire. (]
Corollaire 3.5. . On suppose que L contient au moins un symbole de constante. Alors

(1) h s’étend a un morphisme h : (A)pr — N si et seulement si h préserve des formules
atomiques ;

(2) h s’étend a un plongement h : (A)p — N si et seulement si h préserve des formules
sans quantificateurs.

Démonstration. L’hypothese garantie que la structure engendrée (A)aq soit bien définie.
La résultat suit du Lemme 3.4, son Corollaire 3.4 et le Lemme 2.5. O

/\ Maintenant qu’on est “a ’aise” avec le passage de M vers M, on se permettra ’abus
de notation M = ¢(a) pour dire M = ¢(a). Cela nous évitera les indices qui commencent
a étre un peu encombrants.

On dit que h : A — N est une application élémentaire si elle préserve toute formule,
c’est-a-dire, pour toute formule ¢(x) et a € Al*l,

M = ¢(a) = N | ¢(h(a)).
En particulier, par le Lemme 3.3, toute application élémentaire M — N est un plongement
M — N, donc en particulier elle est injective. De plus, comme elle préserve la négation

des formules on a que
M ¢(a) & N = o(h(a)).

Chaque isomorphisme entre L-structures est une application élémentaire. L’observation
suivante sera souvent utilisée :



20 INTRODUCTION A LA THEORIE DES MODELES

Observation 3.6. Soit X C M™ un ensemble A-définissable. Alors tout automorphisme
qui fixe A ponctuellement, fixe X globalement. En effet, soit ¢(z,y) une L-formule et
a € A tel que X = (M, a), c’est-a-dire, X est définit par la £(A)-formule ¢(x,a). Pour
o € Aut(M/A) on a que

be X &M ¢b,a)
& M= ¢(o(b),o(a))
& M= ¢(a(b),a)
< o(b) € X,
donc X = o(X).
Cette observation nous donne directement un corollaire tres utile :

Corollaire 3.7. Soit b € M et soit W := {o(b) : 0 € Autpc(M/A)} Uorbite de b par
Autp(M/A). Alors

(1) b e dc(A) =W = {b};
(2) be acl(A) =W est fini.
Les implications inverses sont fausses. On peut remarquer cela dans I’exemple suivant :

Exemple 3.8. Soit M = (R,L40), les réels avec la structure d’anneau ordonné. Pour
A C R on note que dcl(A) = acl(A). En effet, si b € acl(A), soit X = {a1,...,a,} un
ensemble fini A-définissable tel que b € X et défini par la formule p(x). Comme R est
totalement ordonné, on peut supposer que a; < as < --- < a,. On définit par récurrence
pour i € {1,...,n} les formules

o U1(x) :="p(x) AVy(p(y) = = <y),

o Yip1(x) :="p(x) AVy((e(y) A =thr A+ Apy) = = < ).

On remarque que ¥(R) = a;, donc chaque a; € dcl(A). Notons que |Lao| = N, ce qui
entraine que |dcl(f))| = Rg. Comme R est de cardinalité 2}, il existe a € R\ dcl(@). Or, le
groupe d’automorphismes Autz, (R) est trivial, donc a est fixé par tout automorphisme
de Autg,,(R) mais n’appartiens par ni a la cléture définissable ni a la cloture algébrique
du vide.

Dans le chapitre 5 on caractérisera les clotures définissable et algébrique en utilisant le
groupe d’automorphisme d’une extension de M. L’Observation 3.6 nous donne aussi un
premier outil pour montrer qu'un ensemble n’est pas définissable. Voyons des exemples :

Exemples 3.9.

(1) Considérons encore un ensemble infini dans le langage vide, par exemple, R. Dans
I’exemple 2.1 on a montré que les singletons ne sont pas 0-définissables dans cette
structure. Pour montrer cela, on a du décrire d’abord tous les ensembles définissables.
Ici un donne une autre preuve. Le groupe d’automorphismes de cette structure cor-
respond tout simplement au groupe de permutations. Mais pour chaque 71,72 € R, il
existe une permutation h telle que h(ry) = ro; donc {r1} n’est pas 0-définissable.

(2) La relation d’ordre n’est pas définissable dans la Lga-structure (R,0, —, +). En effet
pour tout r1,...,r, € R il existent un automorphisme o de cette structure tel que
o(ri) =ripour i = 1,...,n et r € R tel que o(r) < 0 < r (cela utilise 'axiome du
choix).
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3.3. Equivalence élémentaire. Soient M et A' deux L-structures. On dit que M et
N sont élémentairement équivalentes (notation : M = N) si elles satisfont les mémes
L-énoncés. En particulier, par le Lemme 3.3 on a

MEN=M=N.

On montrera qu’il existent des structures non-isomorphes qui sont élémentairement équivalentes.
C’est le cas par exemple des ordres linéaires (Q, <) et (R, <), dans lequel leurs cardina-
lités nous imposent déja qu’elles ne peuvent pas étre isomorphes. Pour montrer qu’elle
sont élémentairement équivalentes on utilise une méthode appelé le ‘vas-et-viens” qu’on
introduit maintenant.

Définition 3.10. Un isomorphisme partiel de M vers A est une bijection v : A — B avec
AC M et BCN, telle que

(1) pour chaque R € L* d’arité m et a € A™,
a € RM < ~(a) € RV
(2) pour chaque f € LT d’arité n et a € A", b € A,
M a) =be N ((a) = 1(b)

Notons que dans cette définition on ne suppose pas que A et B soient des sous-structures
de M et de N, respectivement. Dans le cas ol ils le sont, alors un isomorphisme partiel
A — B est aussi un isomorphisme entre les structures A et B. Etand donné v:A— Bun
isomorphisme partiel de M vers N, on écrit dom(v) := A pour le domaine de Papplication
7, et cod(y) := B son codomaine. Soit (7;);c; une famille d’isomorphismes partiels indexée
par en ensemble dirigé (I, <) telle que si ¢ < j alors ~; étend ~;. Alors il existe un unique
isomorphisme partiel v := (J;c; v tel que dom(y) = J,c; dom(v;).

Exemple 3.11. Soient M = (M, <) et N' = (N, <) des ensembles ordonnés, et aq, . .., a, €
M et and by,...,b, € N avec a1 < ag < -+ < ap et by < by < --- < b,. Alors 'application
v:{ai,...,an} — {b1,...,by} qui envoie a; — b; est un isomorphisme partiel de M vers

Une démonstration de routine montre le Lemme suivant

Lemme 3.12. Soit vy : A — B un isomorphisme partiel de M dans N et t(x) un L-terme.
Alors pour chaque a € A* etb € A,

tM(a) =b & N (y(a) = 7(b).
Définition 3.13. Un systéme de vas-et-viens de M dans N est une collection non-vide I’
d’isomorphismes partiels de M vers N telle que :
(1) (“vas”) pour chaque v € T et chaque a € M, il existe v’ € T" qui étend ~y et a € dom(~").
(2) (“viens”) pour chaque v € T et chaque b € N, il existe v/ € T" qui étend v et b € cod ().

On dit que M and N sont vas-et-viens équivalentes (notation : M =,, N) §’il existe un
systéme de vas-et-viens de M dans N.

Proposition 3.14. Si M et N sont dénombrables et M =,, N, alors M = N .
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Démonstration. Soit T’ un systéme de vas-et-viens de M dans N. Soient (a;)i<w et (bi)i<w
des énumérations de M et N respectivement. Ce systéeme nous permet de définir par
récurrence une famille (y;);<,, d’isomorphismes partiels dans I' telle que

(1) a; € dom(v2i) (vas);

(2) b; € COd(’)/QH_l) (Viens).

Donc v =J est un isomorphisme v : M — N. (]

i<w

Pour utiliser la proposition précédente et aussi la proposition suivante, la clé reste trouver
un systeme de vas-et-viens entre les structures. C’est la ou ’expérience et I'imagination
jouent un role important. Dans la proposition suivante il n’y a pas d’hypothese sur la
cardinalité des ensembles.

Proposition 3.15. Si M =,, N alors M = N.

Proof of Proposition 3.15 : Soit I' un systéme de vas-et-viens de M dans N. Soit ¢(z) une
L-formule. On montre que pour tout a € M? et tout v € I’

M= ¢(a) & N | p(v(a)).

Cela implique, par le Lemme 3.3 pour les énoncés, que M = N. On démontre le résultat par
récurrence sur la complexité de ¢. Pour cela on a besoin d’abord de I'affirmation suivante :

Affirmation 3.16. pour tout L-formule ¢(z) de la forme t1(x) = ta(z) avec t1,ty des
termes, pour tout a € M* et y €I

t'(a) = 5" (@) & 1 (v(a) = &' ((a)).
Soit b = t31(a) et 7' € T telle que elle étend v et b € dom(y'). Par le Lemme 3.12, on a que
(@) = b =15"(a) & 1/ (7/(a)) = 7/ (b) = ¥ (" (+(a))).

Comme ~'(t31(v(a))) = 5 (y(a))), ceci montre I'affirmation.

Par l'affirmation, la Proposition est vrai si ¢(z) est une formule atomique de la forme
t1(x) = to(x) avec t1,ty des termes. Supposons que ¢(z) soit de la forme Rti(x)---t,(z)
pour t1(z),...,t,(x) des termes. Soient b; = tM(a) et v/ € T telle que elle étend v et
chaque b; € dom(y'). Alors par le Lemme 3.12, pour b = (by,...,by,)

M E Rti(a)--tp(a) & be RM < y(b) € RV
& (B1(y(a)), ..., 5" (v(a)) € RV
& N | Rti(v(a)) -+ ta(y(a)).

Si p(x) et ¥(z) sont des formules pour lesquelles la proposition soit vrai, alors il est facile
a voir que la proposition reste vrai pour =y, ¢(x) A (x) et p(z) V ¥(z). Il nous reste
les cas des quantificateurs. On fait le cas de 3 (l'autre cas peut se déduire avec avec la
négation). Donc supposons que ¢(x) est de la forme Jyi)(x,y). On peut supposer que la
variable y est disjointe de la multivariable z. Supposons M = Jyp(y,a). Soit b € M tel
que M | ¢(b,a) et 7/ €T telle que elle étend ~ et b € dom(y’). Alors, par ’hypotheése de

récurrence, N = ¢(7/(b),~'(a)). Done, N' = Jo(y, v(a)). O
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Exercice 3.17. Soient M = (M,<) et N' = (N, <) des ordres linéaires denses sans
extrémités. Montrer que la collection des isomorphismes partiels finis, c’est-a-dire, ayant
un domaine fini, est un systéeme de vas-et-viens.

FEu utilisant I'exercice précédent et les Propositions 3.14 on peut déduire un résultat clas-
sique de Cantor : tous les ordres denses sans extrémités dénombrables sont isomorphes. De
plus, par la Proposition 3.15 on a que (Q, <) = (R, <), or ils ne sont pas isomorphes. On
peut lire ce résultat comme : les Lo-énoncés ne peuvent pas distinguer (Q, <) de (R, <).

3.4. Sous-structures élémentaires. Soient M C A. On dit que M est une sous-
structure élémentaire de N (et que lextension M C N est élémentaire) si 'inclusion est
une application élémentaire (notation : M < N'). Autrement dit, M < N si et seulement
si M C N et pour tout formule p(z) et a € M*

M= p(a) & N E o(a).

Etre une extension élémentaire est d’habitude plus fort qu’étre seulement une sous-structure
comme le montre ’exemple suivant sur les groupes.

Exemple 3.18. Soient G et H deux groupes vus comme des Lg-structures. Supposons
que G < H et que H est simple. On montre que G est aussi simple. Il suffit de montrer
que pour g;g' € G avec g # 1, ¢’ appartiens au sous-groupe distingué de G engendré par
g. Comme H est simple, cela est vrai dans H, c’est-d-dire, ¢’ = h1g*" hi—1--- h,g*h,—1
pour un entier n > 1, hy,...,h, € H, et k1,...,k, € Z. Alors on a que H satisfait

HE3ry - Fap(g = z1gM -1 'l‘ngk"l‘n—l),
and since G < H, on a aussi que
GE vy Foa(d = 1" z1—1-- -mngk"xn—l),

donc ¢’ appartiens au sous-groupe distingué engendré par g. Comme g, ¢’ était quelconques,
cela montre que G est simple.

La proposition suivantes nous donne un critere tres utilise pour montrer qu’une extension
est élémentaire. En fait, il montre un tout petit peut plus.

Proposition 3.19. (Tarski-Vaught Test). Soit A C N et supposons que pour toute L(A)-
formule (x) avec |x| =1,

N | Jzp(x) = N E ¢(a) for some a € A.

Alors A est l’ensemble de base d’une sous-structure élémentaire de N .

Démonstration. Notons d’abord que comme N # (), A n’est pas vide (méme si L est
le langage vide, on a que N | Jxz(z = z)). Montrons d’abord que A est l’ensemble
de base s’une sous-structure de N. Il suffit de montrer que A est clos par les fonctions
primitives. Soit f un symbol de fonction de £ d’arité n et a € A™. Considérant la formule
o(z) == f(a) = x, on a trivialement que N |= Jzp(z) donc fN(a) € A. On montre
maintenant que la L-structure A ayant A comme ensemble de base est une sous-structure
élémentaire de V. On montre cela par récurrence sur les £(A)-énoncés ¢. Si ¢ est atomique,
alors le résultat suit du Corollaire 3.4. Il reste facile a démontrer sous ’hypothese de
récurrence que le résultat est reste vrai lorsqu’on fait des négations, des conjonctions et
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des disjonctions. Finalement, on suppose que ¢ = Jyip(y) pour 1 (y) une L(A)-formule.
Alors

A E Jyy(y) & A= Y(a) for some a € A
< N = ¢(a) for some a € A
& N E yi(y),

ou la derniére ligne est justifié par I’hypotheése et I’avant derniére par 1’hypothese de
récurrence. O

Corollaire 3.20. Si M C N et pour chaque sous-ensemble fini A C M et tout b € N il
existe un automorphisme o € Aut(N/A) tel que h(b) € M, alors M < N..

Démonstration. On utilise le test de Tarski-Vaught, donc on suppose que N = Jxp(x)
pour une £(M) formule. Comme toute formule est finie, soient A C M ’ensemble fini des
interprétations des symboles de constante qui apparaissent dans ¢. Donc ¢(x) est une £(A)
formule. Dans ce cas, soit b € N tel que N |= p(b). Par hypothese, soit o € Aut(N/A) tel
que h(b) € M. On a bien donc que N = p(o(b)). Par le test de Tarski-Vaught, on a que
M= N. O

Exemple 3.21. Avec le corollaire précédent et un peu de travail on peut montrer que
(@, <) = (R, ).
Cela montre en particulier que ces deux structures sont élémentairement équivalentes.

On utilise le test de Tarski-Vaught pour construire des sous-structures élémentaires “peti-
tes”, on aura besoin ici de la notion de “cardinalité de £” définit dans la section XX :

Proposition 3.22. (Léwenheim-Skolem “descendant”). Soit A C N et k un cardinal tel
que max{|A|,|L]} < k < |N|. Alors, N a une sous-structure élémentaire M telle que
ACM et |M|=k.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que |A| = k (sinon, on rajoute
des parametres). On utilisera la construction suivante. Pour B C N, on définit I’ensemble
® 5 comme l'ensemble de toutes les £(B)-formules ¢(x) telles que N' = Jzp(z) (ici |z = 1).
Pour chaque ¢ € ®p, soit b, € N tel que N = ¢(by,). Soit finalement B’ := {b, : ¢ € ®p}.
Notons ici que B C B’. En effet pour chaque b € B, la formule ¢ := “z = b” est une formule
de ®p, donc b € B'. De plus, |B’'| = max{|B|, |L|} = |£(B)|. On définit maintenant une
suite (A;)i<w de sous-ensembles de N de la fagon suivante :

(1) Ao = A4;
(2) Ai+1 = A;
Pour M := Uz‘gw A;, on a bien que |M| = k. De plus, par construction, le test de Tarski-

Vaught montre que M est I’ensemble de base d’une sous-structure élémentaire de N. [

Exemple 3.23. On en déduit du théoreme de Lowenheim-Skolem descendant et I’exemple
3.18 que tout groupe infini H contient un sous-groupe simple de cardinalité x pour chaque
cardinal k < |H|. En particulier, il contient un sous-groupe simple dénombrable.
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4. THEORIES, MODELES ET COMPACITE

Dans ce qui suit, sauf mention du contraire, ¢ sera un L-terme, ¢, et 8 des L-formules,
et ¥ un ensemble de L£-énoncés. On omet le préfixe £ pour L-terme, L-formule, etc., sauf
si cela peut mener a confusion.

4.1. Théories et modeles.

Définition 4.1.

e M est un modéle de ¥, noté M = 3, si M = ¢ pour tout énoncé ¢ € 3.

e © est une conséquence logique de 3, noté ¥ |= ¢, si M |= ¢ pour tout modele M de X.
On écrira aussi 1 = ¢ au lieu de {¢} = .

e La classe Mod(X) correspond & la classe de tous le modeles de .

e Une sous-partie Xy C ¥ est une aziomatisation de 3 si Mod(Xg) = Mod(X).

e Un ensemble d’énoncés T' est une théorie s’il est clos par conséquence logique, c’est-a-
dire, si pour tout L-énoncé ¢ tel que T |= ¢, alors ¢ € T. On utilise la lettre T pour
les théories et X pour les ensembles d’énoncés qui ne sont pas nécessairement clos par
conséquence logique.

e La théorie engendrée par ¥, noté Th(X), c’est la plus petite théorie qui contient 3.
Autrement dit c’est I'intersection de toutes les théories contenant X.

e La théorie de M c’est I'ensemble de L-énoncés

Th(M) :={¢ : M |= ¢, ¢ un L-énoncé}.

e Une théorie T est complete si elle a un modele et pour tout énoncé ¢ ou bien T' = ¢ ou
bien T' = —p. Une théorie complete qui contient un ensemble d’énoncés 3 est dit une
complétion de X.

Le lecteur peut se convaincre sans difficulté que les ensembles Th(X) et Th(M) sont des
théories. Pour le deuxiéme cas, supposons que Th(M) | ¢. Comme M = Th(M), on a
aussi que M [ ¢, d’ou ¢ € Th(M). Il n’est pas difficile non-plus de voir que

De plus, les modeles d'un ensemble ¥ et ceux de sa théorie engendrée Th(X) sont les
mémes, c’est a dire, les classes Mod(X) et Mod(7T'h(X)) sont la méme. Avant de donner des
exemples ont introduit une notation classique pour les termes. Supposons que £ contient
au moins un symbole de constante 0 et un symbole de function ‘4’ d’arité 2. Etant donné
des termes ty,...,t, on définit le terme ¢; + - - - + ¢,, par récurrence comme :

(1) pour n =0, il correspond & la constante 0;
(2) pour n =1, il correspond au terme ti ;
(3) pour n > 1, il correspond au terme (t1 + -+ tp—1) + ty.

Pour n € N, on écrit nt pour t; + --- +t, avec t; =t pour tout 1 < ¢ < n. En particulier
0t = c et 1t = t (en sachant que les deux occurrences de 0 dans “Ot = 0” dénotent des
objets différents, a savoir, le premier correspond au nombre entier et le deuxieéme correspond
au symbole de constante de £). De méme, pour un langage qui contient un symbole de
constante 1 et un symbole de fonction ‘-’ d’arité 2, on définit de facon analogue ¢y ---- - tn
et t". Dans ce cas t” = 1 and t! =t comme d’habitude. Voyons maintenant des exemples.

Exemples 4.2. Soient z,y et z trois variables de L.
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(1) Les groupes sont les Lg-structures qui sont modeles de
Va(x-1=ux)
Gr:=(Va(z-z7! =1)
VaVyVz((z-y) -z =z - (y - 2))
La théorie Th(Gr) c’est la théorie des groupes! Parfois on 'appelé aussi la théorie de
premier ordre des groupes car on utilise le nom “théorie des groupes” comme un nom
informel et générique pour parler de I’étude des groupes. Ici Th(Gr) est ’ensemble des

La-énoncés qui est satisfait par tous les groupes, voire, une petite partie de ce qu’on
appelle informellement la théorie de groupes.

(2) Les groupes abéliens sont les L5 a-structures qui sont modeles de
VaVyVz((x +y) +z =2 + (y + 2))
Vo(x+0=2x)

Ve(z + (—z) =0)

VaVy(z +y =y + )

Ab =

(3) Les groupes abéliens libres sans torsion sont les £ 4-structures qui sont modeles de
ADbSt := AbU {Vz(nz =0 — x =0) : n > 0}.
(4) Les groupes abéliens divisibles sont les £ 4-structures qui sont modeles de
Gad := AbU {Vz3y(nz = y) : n > 0}.
(5) Les ensembles ordonnés sont les Lo-structures qui satisfont
Va(x < x)
Or:={VaVyVz((x <yAy <z) = x < 2)
VaVy((x <yAy <z) =z =y)
(6) Si l'on abrege z < y Az # y par z < y, les ordres denses sans extrémités sont les
Lo-structures qui satisfont (par son nom en anglais)

DLO :=O0rU{VaVydz(z <y — (z < zAz<y),YeIyIz(y <z Az < z)}.

(7) Les groupes abéliens ordonnés sont les L 40-structures qui sont modeles de
GAO :=O0rUAbU{VaVyVz(z <y sz +2<y+ 2)}.

(8) Les anneaux sont les £ 4-structures qui satisfont

(Vatyvz((zy) 2 =a(y-2))

Ve(z-1=ux)

An:=AbU((Vz(l-z=1x)

VavyVz(z - (y+2) = (z - y) + (z - 2))

VavyVz((z +y) -z = (z-2) + (y - 2))

(9) Les corps seront traités comme des £ 4-structures qui satisfont
Fl:=AnU{VaVy(z-y=y-x),1 #0,Vz(z #0 — Jy(z-y =1))}.
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(10) Les anneaux ordonnés sont les £ go-structures qui satisfont
Ao:=GAOUAnU{VaVy(0 <zA0<y—0<uz-y)},
(11) Les corps ordonnés sont les £ 40-structures qui sont modeles des OF := Ao U Fl.
(12) Soit p un entier premier. Les corps de caractéristique p sont £ 4-structures qui satisfont
Fl, := FlU {p1 = 0},
et les corps de caractéristique 0 celles qui satisfont
Flp:=Flu{nl#0:n > 1}.

(13) Les corps algébriquement clos sont les £ 4-structures qui satisfont (pour son nom en
anglais)

ACF := F1U {Vxo---Va, 1y + 2p 1y '+ +20=0):n>1}.

pour z; des variables distinctes de £ pour tout i > 1 et avec 'abréviation z;y" "

xi-y" Y, pouri=1,...,n.

(14) Pour p en nombre premier ou p = 0, les corps algébriquements clos de caractéristique
p sont les L 4-structures qui sont modeles de

ACF,, := Fl, U ACF.

Par définition, Mod(Gr) est égale & Mod(Th(Gr)) et correspond & la classe de tous les
groupes. De méme, mod (FIl) = mod (Th(F1I)) correspond a la classe de tous les corps,
etc. On sait par exemple que le Lg-énonce

o =Va((Vyzy =y) -z =1),

est une conséquence logique de Gr, car dans tout groupe l'identité est unique. On a donc
que ¢ € Th(Gr). Notons que la théorie Th(Gr) est loin d’étre complete. En effet soient G
un groupe abélien et H un groupe non-abélien. Bien évidement G et H sont modeles de
Th(Gr), or pour I’énoncé p =VaV(x +y =y +z))

GEe H I~ o,
ce qui montre que Th(Gr) [~ ¢ et Th(Gr) [~ —p. On peut se demander si l'une des deux
théories
Th(GrU{p}) Th(GrU {~¢}),

est compléte. Notons que Th(GrU ¢) n’est rien d’autre que Th(Ab) la théorie des groupes
abéliens, et Th(Gr U —y) correspond a la théorie de groupes non-abéliens. Aucune des
deux théories est complete car, par exemple, il y a des groupes abéliens (resp. non-abéiens)
avec et sans torsion. On laisse le lecteur s’amuser pour savoir si rajouter des axiomes pour
la torsion (ou l’absence de torsion) mene a des théories completes. Notons plutot le fait
suivant qu’on vient d’utiliser tacitement :

Observation 4.3. Une théorie T est complete si et seulement si tous ses modeles sont
élémentairement équivalents. En effet, supposons que T soit complete et soient M, N =T
des modeles de T'. Pour ¢ supposons que M |= ¢. Cela contredit que T' = —¢, et comme T’
est complete on a donc T' = ¢, ce qui implique que N/ = ¢ et en prenant des négations que
M = N. Réciproquement, soient M, N = T et ¢ un énoncé etl que M = ¢ et N = —o.
Il est claire dans ce cas que T [~ ¢ et T' [~ —p, donc T n’est pas complete.
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Il est souvent plus difficile de montrer qu’une théorie est complete. Parmi les exemples
donnés dans 4.2 la théorie des ordres denses sans extrémités est complete ainsi que la
théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p pour p en nombre premier ou
p = 0. Le résultat suivant, un théoreme classique de Cantor, nous fourni d’une preuve pour
montrer que la théorie des ordres denses sans extrémités est complete :

Théoréme 4.4 (Cantor). Deux ordres linéaires denses sans extrémités dénombrables sont
isomorphes.

Proposition 4.5. La théorie Th(DLO) est compléte.

Démonstration. Soient N1, No deux modeles de Th(DLO). Par le théoréme de Lowenheim-
Skolem descendant, pour i = 1,2 il existe M; tel que M; < N et |M;| = Ny. Par le
théoreme de Cantor

N = My 2 My = Ns,
d’ott N7 = Ns. Par ’Observation 4.3, Th(DLO) est complete. g

On montrera le résultat analogue pour les corps algébriquement clos a la fin de cette section.

4.2. Compacité. Cette section contient 'un des théorémes fondamentaux de la théorie
des modeles, le théoréme de compacité :

Théoréme 4.6 (Compacité). Soit ¥ un ensemble d’énoncés. Si tous sous-partie finie de
> a un modéle alors ¥ a un modele.

On démontrera ce théoréeme avec I'aide des ultraproduits dans les Section 5. Dans le reste
de cette section on verra quelques applications de la compacité. Tout d’abord, voyons une
réformulation utile en termes de conséquence logique (qu’on appellera aussi “compacité”) :

Théoréme 4.7 (Compacité). Si X = ¢ alors il existe un sous-ensemble fini Yo C X tel
que Xo = .

Démonstration. On montre la contraposée. Supposons que Yy = ¢ pour tous les sous-
parties finies ¥g C X. Alors tout sous-partie finie ¥ U {—¢} a un modele. Par le Théoreme
de compacité 4.6, ¥ U {—¢} a un modele, d’ou X £ . O

Voici une application bien connue :

Proposition 4.8. Un L4-énoncé qui est vrai dans tous les corps de caractéristique 0 est
vrai aussi dans tous les corps de caractéristique p pour p un nombre premier suffisamment
grand.

Démonstration. Soit ¢ un L 4-énoncé qui est vrai dans tous les corps de caractéristique 0,
c’est-a-dire,
Flp =Flu{nl#0:n>1} E ¢.
Par compacité (4.7), il existe une sous-partie finie ¥y de Fly telle que ¥¢ = ¢. 1l existe
donc N € N tel que
Flu{nl#0:n< N} E= ¢,

ce qui montre que Fl, |= ¢ pour tout p > N, donc ¢ est vrai dans tout corps de ca-
ractéristique p > N O
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Cette proposition implique en particulier qu’il n’existe pas une axiomatisation finie de la
théorie des corps de caractéristique 0 dans le langage £ 4. Voici une variante plus sophis-
tiquée de la méme idée :

Proposition 4.9. (Noether-Ostrowski) Soit T = (T1,...,T,) et P € Z[T] irréductible sur
C. Alors il existe N € N tel que pour tout nombre premier p > N et tout corps de F de
caractéristique p, P (mod p) est irréductible sur F.

Pour démontrer cette proposition on utilisera le lemme suivant.

Lemme 4.10. Soit ¢ un L4-énoncé universel tel que C = ¢. Alors F' = ¢ pour tout corps
F de caractéristique 0.

Démonstration. Soit © = (x1,...,x,) une multivariable, et ¥(x) une formule atomique
telle que ¢ = Vai(x). Supposons qu'il existe un corps F' de caractéristique 0 tel que
F £ Vaip(x). Dans ce cas on a que F' |= Jz—)(x). Soit a = (ay,...,a,) € F™ un uplet
tel que F' = —p(a). Or le corps Q(a) se plonge donc dans F' et dans C et cela contredit le
Lemme 3.3. En effet on d’une part que Q(a) = —t(a), et d’une autre que C = —¢(ha) ou
h: Q(a) — C dénote un plongement. Or par hypothese, C = Vi) (x). O

Démonstration de la Proposition 4.9 : On montre d’abord qu’il existe un £ 4-énoncé uni-
versel ¢ tel que pour tout corps F' de caractéristigue 0, P est irréductible sur F' si et
seulement si F' = . Soit m le degré de P et J C N” I’ensemble de tous le uplets ayant
une somme de leurs coordonnées plus petite ou égal a m — 1. L’ensemble J est fini, disons
{j1,...,Jr} et on peut supposer sans perte de généralité que cette énumération respecte
l'ordre lexicographique. En particulier j; = (0,...,0). On pose donc pour z = (z1,..., k)
et y = (Y1, Yk)

k k k k
p = VaVy <\/ a:i#O/\\/yi;éO> — P +# (Zaz,Tﬁ> ZyijTij
i=2 i=1 j=1

=2

Par le Lemme 4.10 et notre hypothese on déduit que P est irréductible sur F' pour tout
corps F' de caractéristique 0. D’ou

Flo = .
Par compacité ¢ est une conséquence logique d’une sous-partie finie de Fly. Le résultat
découle de la méme facon que dans la Proposition 4.8. g

La compacité nous permet de montrer la version ascendante du théoréme de Lowenheim-
Skolem.

Théoréme 4.11 (Lowenheim-Skolem ascendant). Soit M une L-structure infini et k >
max(|L|,|M|) un cardinal. Il existe une extension élémentaire N' de M de cardinalité k.

Démonstration. Soit C' un ensemble de symboles de constante de cardinalité x tel que
C N Ly = 0. On considere I’ensemble de formules

Y =Th(Mpy)U{c#d:c,de C des symboles différents}.

Il suffit de montrer que ¥ a un modele. En effet si N est un modele de X, I'inclusion est
un plongement élémentaire de M dans N car N' |= Th(M ;). D’autre part, tout modele
de ¥ doit avoir k éléments distinctes qui interpretent les symboles de constante de C'. Par
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compacité, il suffit donc de montrer que toute partie finie ¥y de ¥ a un modele. Mais une
partie finie de 3 contient un nombre fini de symboles de constante de C'. Donc comme M est
infini, on peut toujours les interpréter dans M. Dans ce cas, M est toujours un modele de
Yo lorsqu’on interprete les constantes qui apparaissent dans ¥ par des éléments distinctes
dans M. 0

Avec ’aide du suivant théoréme de Steinitz on verra comment les théoremes de Lowenheim-
Skolem nous donnent une preuve de la complétude de la théorie de corps algébriquement
clos de caractéristique p pour p premier ou O.

Théoréme 4.12 (Steinitz). Tous les corps algébriquement clos de caractéristique p (p
premier ou 0) de cardinalité 2%0 sont isomorphes.

Proposition 4.13. Pour p un nombre premier ou 0, la théorie Th(ACF,) est compléte.

Démonstration. Soient M, N deux modeles de Th(ACF}). Si |[M| < 2% (resp. |N|), par
le théoréme de Lowenheim-Skolem ascendant il existe M (resp. A7) tel que M < M et
|M;| = 280 (vesp. NV < Nj et |Np| = 2%0). Si [M]| > 2% (resp. |N|), par le théoréme de
Lowenheim-Skolem descendant il existe My (resp. Nq) tel que My <X M et |M;| = 2Ro
(resp. N1 < N et [Ni| = 2%). Dans les deux cas on a trouvé des structures M N telles
que M = My, N = Nj et |My| = |Ny| = 2%, Par le théoreme de Steinitz

M=M 2N =N,
d’ot M = N. Par 'Observation 4.3, Th(ACF},) est complete. O

Corollaire 4.14. Soit ¢ un La-énoncé. Il y a équivalence entre :

(1) ClEy;
(2) AFCy = ¢
(8) il existe N € N tel que AFC, |= ¢ pour tout p > N.

Démonstration. L'implication (1) = (2) suit da la Proposition 4.13, (2) = (3) suit du
théoreme de Compacité et (2) = (3) suit encore une fois de la Proposition 4.13 cette fois
si en utilisant la négation de (. O

Voici une application ingénieuse du Corollaire précédent démontré indépendamment par
Ax et par Grothendieck :

Théoréme 4.15 (Ax-Grothendieck). Soit P : C* — C" une application polynomiale.
Alors si P est injective, P est bijective.

On utilisera tout d’abord le Nullstellensatz pour montrer le résultat analogue pour la

cloture algébrique d’un corps fini. On dénotera par Fglg la cloture algébrique du corps fini

F,.

Proposition 4.16. Soit P : (F;lg)" — (Fglg)” une application polynomiale. Alors si P est

injective, P est bijective.

Démonstration. Soient P, ..., P, des polynémes tels que P(z) = (Pi(x),..., P,(x)). Sup-
posons que ’application P soit injective mais pas surjective. Notons que P est injective si
et seulement si pour X = (X1,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,), le systeme d’équations

(X #YIU{R(X) = B(Y) i =1,...,n},
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n’admet pas de solution. Par le Nullstellensatz, il existe R(X,Y") tel que

n

[[(Pi(2) = Py)RX,Y) = (X - Y)"}.
=1

De méme le fait que P soit pas surjective nous dit qu’il existe a € [} tel que P(X)—a=0
n’as pas de solution, donc

(P(X) —a)Q(X) =1}
Soit C' ’ensemble de tous les coefficients qui apparaissent dans P, R, () et a. Alors le corps

engendré par C est un corps fini qui témoigne avoir une application polynomiale qui est
injective mais pas surjective, une contradiction. O

Démonstration du Théoréme 4.15 : Supposons que P soit injective mais pas surjective.
Soient Pp,..., P, € C[X] les polynomes tels que P = (P1(X),...,Py(X)). Pour i =
1,...,n, soit J; C N tel que P; = Zje.}i ci; X7 pour ¢;; € C. Alors il existent a,b € C"
tels que

C |:a7éb/\/n\Zcijaj = Zcijbj~
i=1j€eJ; jeJ;

Alors pour I’énoncé

= JxIyTde(x #y A /\ Z Cijxj = Z cz'jyj,

1=1 jGJi jEJi

on a que C |= . De méme, ’énoncé

Y= Jz2Vx \”/ Z cijxj =+ 2.

i=1j€J;

est vrai dans C. Soit # = ¢ A1p. On a bien que C = ¢ Atp. Comme Th(ACF}) est complete,
cela implique que ACFy |= 6. Par compacité,  est conséquence logique d’une partie finie
Y9 € ACFy. Or cela implique qu’il existent des corps algébriquement clos de caractéristique
p > 0 qui sont modeles de 6, ce qui contredit la proposition 4.16. O

5. ULTRAPRODUITS

5.1. Filtres et ultrafiltres.

Définition 5.1. Soit X un ensemble non-vide. Un filtre sur X est une famille 7 C P(X)
vérifiant les propriétés suivantes :

(F1) 0 ¢ F;
(F2) si A,B € Falors ANB € F;
(F3) Si Ae Fet AC B pour B € F, alors B € F.

Exemples 5.2.
(1) Le filtre trivial sur X est F = {X}.
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(2) Pour A € P(X) non-vide, le filtre engendré par A c’est le filtre F4 := {B € P(X) :
A C B}. On laisse le lecteur se convaincre que F4 est bien un filtre. Quand A = {a},
un appelle un tel filtre un filtre principal et on le note aussi par F,. Notons aussi
que le filtre trivial correspond au filtre Fx.

(3) Pour X infini, le filtre de Fréchet sur X, noté Fr,, est la famille des sous-ensembles
cofinis de X. De méme, on laisse le lecteur se convaincre qu’il s’agit bien d’un filtre.
Notons aussi que ce filtre n’est pas engendré par aucun sous-ensemble de X.

Exercice 5.3.
(1) Monter que si X est un ensemble fini alors tout filtre sur X est un filtre engendré.
(2) Soit X un ensemble infini. Montrer que le filtre de Fréchet n’est pas un filtre
engendré.
Notons qu’un filtre F sur X satisfait toujours la propriété des intersections finis FIP (par
son nom en anglais) :

(FIP) Toute intersection finie d’éléments de F est non-vide.

On peut se demander si une sous-partie S C P(X) peut engendrer un filtre. Le candidat
naturel c’est le plus petit ensemble contenant S qui est clos par rapport aux conditions
(F2) et (F'3). Il est facile & voir que cet ensemble, qu’on notera F(S), correspond a

F(S) = J Fa,
Aes’

ou S’ est la cloture de S par intersections finies. Le lemme suivant nous donne une ca-
ractérisation des S pour lesquels F(S) est un filtre. Notons bien que avec cette notation
on a Fq = F({A}).

Lemme 5.4. Soit S C P(X). Alors F(S) est un filtre si et seulement si S a la FIP.

Démonstration. De droite a gauche, le résultat est trivial car tout filtre a la FIP et F(S)
contient S. De gauche & droite, la FIP implique que () ¢ F(S) et par construction F(S)
satisfait bien les conditions (F2) et (F3). O

Dorénavant X sera un ensemble infini et tous les filtres seront des filtres sur X sauf mention
du contraire.

Définition 5.5. Un filtre F est un wultrafiltre s’il est maximal par rapport a l’inclusion,
c’est-a-dire, si pour tout filtre G on a

FCG=F=4G.
Exercice 5.6.
(1) Monter que tout filtre principal est un ultrafiltre.

(2) Montrer que si F est un ultrafiltre non-principal alors il contient le filtre de Fréchet.

Existent-ils des ultrafiltres non-principales 7 Leur existence est équivalente a une version
faible de ’axiome du choix, est elle découle du lemme suivant :

Lemme 5.7 (Lemme de l'ultrafiltre). Tout filtre F est contenu dans un ultrafiltre.
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Démonstration. On peut vérifier que ’ensemble des filtres contenant F ordonné par l'in-
clusion est un ensemble ordonné inductif. Par le lemme de Zorn il existe donc un élément
maximal qui est bien un ultrafiltre contenant F. U

Le lecteur intéressé sur la relation entre le lemme de 'ultrafiltre et I’axiome du choix peut
lire plus dans [?]. Par lemme de 'ultrafiltre il existent en effet donc des ultrafiltres non-
principaux sur tout ensemble infini X, puisqu’il existent des ultrafiltres contenant le filtre
de Fréchet sur X.

Voici les propriétés principales qu’on va utiliser par la suite sur les ultrafiltres :

Proposition 5.8. Soit F un filtre. On a équivalence entre
(1) F est un ultrafiltre ;
(2) si AUB € F alors soit Ac F ou Be F;
(3) pour tout A C X on a ou bien A € F ou bien X \ A € F.

Démonstration.

(1) = (2) : on montre la contraposée, donc supposons qu’il existent A, B C X tels que
AU B € F mais ni A ni B appartiennent a F. Il suffit de montrer que soit S; = F U {A}
soit Sy = FU{A} a la FIP. En effet, si 'un des S; pour ¢ = 1,2 a la FIP alors par le
Lemme FIP et le lemme de 'ultrafiltre il existe un ultrafiltre contenant S;, ce qui montre
que F n’est pas un ultrafiltre. Supposons par ’absurde ni S ni S3 a la FIP. Donc il existent
C1,0 e Ftelsque ANC1 =0et BNCo=0.0r C=C1NCy e Fet (AUB)NC =),
ce qui contredit que AU B € F.

(2) = (3) : cela suit directement car AU (X \ A) = X € F.

(3) = (1) : on montre la contraposée, donc supposons qu'il existe un filtre G contenant
strictement F. Considérons A € G\ F. On ne peut pas avoir X \ A € G puisque G est un
filtre, d’ou X \ A ¢ F. Cela montre que ni A ni X \ A appartiennent & F, or leur union
est X qui appartient a tout filtre. O

La section suivante est une parenthese pour motiver la notion d’ultrafiltre. Aucune définition
ni aucun résultat de cette section sera requis par la suite.

5.2. Ultraproduits.

Définition 5.9. Soit (M;);cr, une famille de L-structures. On définit une L-structure M

sur le produit cartésien [[,.; M; de la facon suivante :

e pour ¢ est un symbole de constante, ¢ est la suite (c(i)™i);er;

e pour f un un symbole de fonctions d’arité n > 0, et des suites ay,...,an € [[;c; M;
fM(alv cee aan) = (fMl(al(Z)v cee an(i)))iej
e pour R un un symbole de relation d’arité n et des suites ay,...,a, € [[;c; M;

(a1,...,an) € RM & (a1(i),...,a,(i)) € R™ pout tout i € I.
On dénote aussi la structure M par [[;c; M.

Le lecteur peut se convaincre sans difficulté du lemme suivant. On démontrera plus tard
un résultat plus général qui 'implique (voir 5.15).
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Lemme 5.10. Soit (M;);er une famille de L-structures.

(1) Soit p(z) une formule atomique avec |x| =n et ay,...,a, des éléments de [[ M;.
Alors,
HMi Eo(al,...,an) < M; Eelai(i),...,an(i)) pour tout i € I.
i€l

(2) Pour chaque i € I, la projection canonique [[,c; M; — M; est un morphisme.

Notons qu’on ne peut pas généraliser la partie (1) a ’ensemble de toutes les formules.
Considérons par exemple deux anneaux intégres non-triviaux Mjp et Ms. On a donc que

M; EVzy(zy=0— (z =0Ay =0)),

pour i = 1,2, mais que leur produit M; x My n’est pas integre car (0,1)(1,0) = (0,0).
On ne peut méme pas généraliser la partie (1) a 'ensemble des formules sans quantifica-
teurs. On laisse le lecteur chercher un example. Les filtres et les ultrafiltres sont introduits
précisément pour éviter se probleme.

Lemme 5.11. Soient I un ensemble non-vide, F un filtre sur I et (M;);er une famille
d’ensembles non-vides. La relation sur [[ M; définit par

a~rbe{icel:a(i)=0b()}eF,
est une relation d’équivalence.

Démonstration. Elle est réflexive car I’ensemble I appartiens a tout filtre sur I. Elle est
trivialement symétrique. Supposons a ~r bet b ~x ¢, donc A={i €1:a(i) =b(i)} € F
et B={iel:b(i)=c(i)} € F.Onabienque ANBe Fet ANBC{iel:a(i)=c(i)}
ce qui montre que a ~r c. Il

Pour a € [] M; on dénotera a/F la classe d’équivalence de a par la relation ~r. Etant donné
a=(ay,...,an) € ([[;c; M;) on écrira a/F pour dénoter l'uplet ((a1)/F,..., (a,)/F). De
meéme, pour i € I, a(i) dénotera l'uplet (a1(7),...,an(7)).

Définition 5.12. Soient I un ensemble non-vide, F un filtre sur I et (M;);cs une famille
de L-structures. On définit une L-structure M sur I'ensemble [], ; M;/ ~F par :

e pour ¢ un symbole de constante, cM = (M) /F;

e pour f un un symbole de fonctions d’arité n > 0, et a = (a1,...,an) € ([[;c; Mi)"
M a/F) = (fMi(ai)/F
e pour R un un symbole de relation d’arité n
a/Fe R < {iel:a(i)e RMY e F.

la structure M est appelé le produit réduit de (M;) sur F. On la dénote par [[,.; M;/F.
S’il existe une structure N telle que pour tout i € I la structure M; est A/, alors on appelle
[Tic; Mi/ ~F la puissance réduite et on la dénote aussi par N7 /F.
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On montre que la définition ci-dessus ne dépend pas des représentants. Soient a,b €
(ILic; Mi)" telles que a; ~F bj pour j =1,...,n. Alors A; ={i € I : a;(i) = b;(i)} € F
pour tout 5 = 1,...,n. Leur intersection ﬂ?zl Aj est aussi dans F et ainsi :

ﬁ A; C{iel:aj(i) =0bj(i), pour tout j € {1,...,n}} € F.
j=1
Cela montre que
FMan)z, - (an)F) = (F(ar @), - an(i)) 7
= (fMi(ba (i), (D)) 7
= fM((bl)}—v [ (bn)}')v

donc f7 est bien définie. De méme, on a
((a1)F,...,(an))F) € RM o {i € T : (a1(i),...,an(i)) € RMi} e F
e {iel:(b(i),...,by(i) e RMi} e F
& ((b1) 7,5 (ba)F) € RM.

Définition 5.13. Soient I, F et (M;);c; comme dans la définition précédente. Si F est un
ultrafiltre alors le produit réduit [[i € IM;/ ~F est appelé un ultraproduit. La puissance
réduite N1 /F est appelé dans ce cas une ultrapuissance de N

Lemme 5.14. Soient I, F et (M;)icr comme dans la définition précédente, M = [[;c; Mi/F

le produit réduit, t(x) un terme avec |v| =n et a = (a1,...,a,) € ([[;c; Mi)". Alors,
tM(a/F) = (tM (a(i)))/F.
Démonstration. Par induction sur les termes. O

Voici une premiere généralisation du Lemme 5.10 :

Lemme 5.15. Soient I, F et (M;)icr comme dans la définition précédente, ¢(x) une

formule atomique avec |x| =n et a = (a1,...,a,) € ([[;c; Mi)". Alors,
[[Mi/F £ ela/F)) & {i € I: Mi = p(a(i))} € F.
i€l

Démonstration. Les cas T and L sons triviaux. Si p(z) est la formule Rzy, . . . z,, le résultat
suit de la définition. Finalement, si p(z) est la formule ¢1(x) = to(x) pour t1,to des termes,
par le Lemme 5.14 on a que

[IMi/F E t1(a/F) = ta(a/F) < tM(a/F) = tsM(a/F)
i€l
& (17" (a(0)/F = (" (a(i))/F
e {iel: Mi =" (ali) =t (al0)}.
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Notons que le Lemme 5.10 deviens un cas particulier en prenant le filtre trivial 7 = {I}. Le
cas plus intéressant correspond au cas ou F est un ultraproduit. La bonne généralisation
de la partie (1) du Lemme 5.10 c’est le résultat suivant.

Théoréme 5.16 (Théoreme de Los). Soient I un ensemble, F un ultrafiltre sur I, (M;);cr
une famille de L-structures, o(x) une formule avec |z| =n eta = (a1,...,a,) € ([[;c; Mi)".
Alors,

HMZ-/}' Eola/F)e{icel: M; =p(ai))} € F.
i€l
En particulier si ¢ est un énoncé on a que
[[Mi/FEeeficl: Mi=p}eF.
el

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur ¢(z). Le cas atomique est déja compris
dans le Lemme 5.15. Supposons que ¢(z) soit de la forme —)(z). Alors, par la proposition
5.8 et I’hypothese de récurrence

[IMi/F = —~ela/F)) & T Mi/F ¥ ela)F)
i€l i€l
e {iel: Mk e(ali)} & F.
sI\{iel: M;E=¢(a(i))} € F.
s{iel: M;=-p(a(i))} € F.
Supposons que ¢(x) soit de la forme (1) A 6)(x). Ici on utilise juste le fait que F est un

filtre et la preuve et rutinaire. Pour finir, supposons que ¢(z) soit une formule de la forme
Jy(x,y). Encore une fois on utilise que F soit un filtre

[[Mi/F & 3yita/F),y) & [[Mi/F E ¢(a)F),b/F) pour un b € [ [ M;
el el el

s A={iel: M; = ¢(a(i),b(i))} € F.
S AC{iel: M; E=3yp(ali),y)} € F.

O

Démonstration du théoréme de Compacité : Soit I I'ensemble des parties finies de 3. Par
hypothese, pour tout A € I, il existe une L-structure Ma telle que Ma = A. Pour chaque
énoncé ¢ € X, soit

Uy, ={Ael:pecA}
Prenons S = {U, : ¢ € ¥£}. On montre que S a la FIP. En effet, si ¢1,...,¢, € X, alors
pour chaque 1 << n
{o1,-., on} € U,
car il contient ¢;, d’olt
{01,y pn} €Up N N U,
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ce qui montre que S a la FIP. Soit F un ultrafiltre contenant S, qui existe par les Lemmes
5.4 et 5.7. On montre que M := [Jr.; Ma/F est un modele de X. Pour ¢ € ¥ et le fait
que Ma = A,

Us={Aecl:pc A} C{Aecl: Ma ¢}
Comme U, € F, alors {A € I : Ma = ¢} € F, et par le théoreme de Los, cela montre
exactement que M = . O

ANNEXE A. ECRITURE UNIQUE

Dans cet annexe on démontre on résultat générale d’écriture unique pour les mots admis-
sibles sur un alphabet F'. Etant donné un ensemble F', les mots sur F' c’est ’ensemble
F* des suites finies fifo--- fn ou chaque f; est un élément de F. La longueur du mot
fifa--+ fn correspond a lentier n et sera noté par I(fi - - f,) = n. Le mot vide correspond
a 'unique mot de longueur n = 0. L’ensemble F™* peut étre traité comme un monoide muni
de I'opération de concaténation en prenant le mot vide comme 1’élément neutre.

Soit F' un ensemble et a : F' — N une fonction. Pour f € F, on appelé Uentier a(f) l’arité
de f ou le poids de f. Finalement, on définit I’ensemble des mots admissibles sur (F,a)
comme le plus petit sous -ensemble de F™* tel que :

(1) tout f € F tel que a(f) = 0 est un mot admissible sur (F,a);
(2) si f € F est d’arité n > 0 et t1,...,t, sont des mots admissibles sur (F,a), alors la
concaténation ft;---t, est un mot admissible sur (F),a).

Par la suite on omet la mention ‘sur (F,a)’ en écrivant juste “mot admissible”. Notons que
le mot vide n’est pas admissible.

Exemple A.1. Pour £ un langage, les L-termes correspondent aux mots admissibles sur
I'alphabet F' := £F U Var, ot la fonction a : F — N est définit par

a(x) =0 pour x € Varg
a(f)=n pour f € LN d’arité n.
Proposition A.2. Soient t1,...,t,, et ui,...,u, de mots admissibles et w un mot quel-

conque sur F tel que t1...tpow = up...uy. Alors m < n, t; = u; pour i = 1,...,m et
W= Um+1-.-Unp-
Démonstration. Par récurrence sur la longueur [ de uy ... uy. Sil =0, alors m=n =0 et
w c’est le mot vide. On suppose [ > 0 et que le lemme est vrai pour les mot de plus petite
longueur. Notons que n > 0. Si m = 0, le lemme est trivial donc supposons m > 0. Le
premier symbole de t1 est égal au premier symbole de u;. Supposons que ce symbole soit
h € F d’arité k. Alors t1 = hay...ap et uy = hby...bg o aq,...,ar et by,...,b; sont des
mots admissibles. Supprimer le symbole h nous donne

ay...apts. .. tpw =by...bgpus ... Uy,
(attension : ici k, m — 1 et n — 1 peuvent étre 0). La longueur du mot

by...bgug...up) =1—1,

donc par récurrence, on aque k+m—1<k+n—1(doum <n)eta; =by,...,a, = by
(donc t1 = uy), ta = ug, ..., tym = Up €6 W = Upg1, ..., Up. O
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En particulier, si t1,...,t, et ui,...,u, sont des mots admissible tels que t1...t,, =
Ul ...Up, alors m =n et t; = u; pour 1 = 1,..., m. Cela nous donne :

Corollaire A.3. (Ecm'ture unique) Chaque mot admissible t est égal a fty...t, pour un
unique uplet (f,t1,...,t,) ou f € F est d’arité n et t1,...,t, sont des mots admissibles.

Ce corollaire nous permet de définir “la complexité” ou “la hauteur” des mots admissibles
de la fagon suivante :

Définition A.4. Pour un mot admissible ¢ la complexité (ou la hauteur) de ¢, notée h(t),
est un entier non-négatif défini par récurrence sur la longueur [(¢) du mot ¢ par :
(1) Sil(t) =1, alors h(t) = 0.
(2) Sil(t) > 1, alors par I’écriture unique, t = ft;---t, avec f d’arité n et t1,...,t,
des mots admissibles. Dans ce cas on définit h(t) = 1 + max{h(t1),...,h(t,)}.

Une récurrence sur la complexité des mots admissibles ou sur la hauteur des mots admis-
sibles sera par définition une récurrence sur h(t). On appelle cet entier la hauteur car il
correspond & la hauteur d’'un arbre fini qu'on peut associer a chaque mot admissible. On
laisse au lecteur définir formellement cette correspondance entre mots admissibles et arbres
finis et en faisant juste un exemple.

Exemple A.5. Soit F':= {c,d,+, f} et a : FF — N donné par a(c) = a(d) =0, a(+) = 2
et a(f) = 4. Considérons les mots

(1) t1 = + + cdcd,
(2) to =+ + fdddc + ccc,
(3) ts = f + cdcdd.

Il n’est pas difficile de se convaincre que t1 n’est pas admissible et que 9, t3 sont des mots
admissibles. Les arbres finis qu’on peut leur associer sont :
+

ta f

d d d c c c c c d c d d

On peut voir que la hauteur de chaque arbre (les feuilles étant de hauteur 0) est égale aux
valeurs respectives de la fonction h.



INTRODUCTION A LA THEORIE DES MODELES 39

REFERENCES

. Joris van der Hoeven Matthias Aschenbrenner, Lou van den Dries, Asymptotic differential algebra and
model theory of transseries, arXiv :1509.02588, 2015.

2. J.R. Shoenfield, Mathematical logic, Ak Peters Series, Association for Symbolic Logic, 2001.
3. A. Tarski and R. Vaught, Arithmetical extensions of relational systems, Compositio Math 13 (1956).

4. Alfred Tarski, Finige methodologische Untersuchungen tber die Definierbarkeit der Begriffe, Erkenntnis

5 (1935), 80-100, Translated as ‘Some methodological investigations on the definability of concepts’
in [5] pp. 296-319.

. , Logic, Semantics, Metamathematics : papers from 1923 to 1938, Hackett Publishing Company,
Indianapolis, Indiana, 1983, (John Corcoran, Ed.).



