Vorlesung Analysis [ im Sommersemester 2009

Wilhelm Singhof



1. Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind eine Menge R zusammen mit zwei Rechenvorschriften, die
je zwei Elementen z,y € R ein Element x +y € R und ein Element z -y € R
zuordnen, wobei ferner eine Teilmenge von R ausgezeichnet ist, deren Elemente die
positiven Zahlen heien (wir schreiben x > 0, wenn z eine positive Zahl ist), so dass
die folgenden drei Gruppen I, II, III von Axiomen erfiillt sind:

I. Algebraische Axiome:

IL.a) Kommutativgesetze: z+y=y+z und z-y=y-z .

Lb) Assoziativgesetze: (z+y)+z=2+ (y+2) und (xy)z = z(yz) .

I.c) Null und Eins: Es gibt Elemente 0,1 € R mit 0 #1 und x4+ 0=z und
z-1=x firalle x € R.

I.d) Inverse Elemente: Zu jedem 2z € R gibt es eine Zahl —z € R mit
v+ (—2) =0 ;zujedem z € R mit z # 0 gibt es eine Zahl 27! € R mit
-z =1

Le) Distributivgesetz: z(y + z) = a2y + 2z .

Statt ,, R erfiillt die Axiome La) - I.e)” sagt man kurz: ,, R ist ein Kérper 7.
I1I. Anordnungsaxiome:

IL.a) Ist x € R, so gilt genau eine der folgenden 3 Moglichkeiten:
z>0,xz=0, —z>0.
II.b) Ist z >0 und y > 0,s0ist z+y >0 und zy > 0.

Bevor wir IIT formulieren kénnen, miissen wir einige Bemerkungen zu den Axio-
mengruppen I und IT machen:

(1) 1>0.

(2) Die Elemente z € R mit —z > 0 heiflen negativ. Sind z,y € R, so schreiben
wir < y oder y > z, falls y —x > 0.
Insbesondere bedeutet x < 0, dass —x > 0, also dass x negativ ist.
Sind z,y € R, so gilt nach II.a) genau eine der folgenden Moglichkeiten:

>y, r=y,x<Yy.

Ist x <0Ound y <0, soist xy > 0.
Ist z € R und = # 0, so ist 22 > 0 .

3)

(4)

(5) Ist & > 0, soist x71 > 0.

(6) Sind z,y,z € Rmit z < y und y < z, so ist = < z.
(7)

Ist <y und 2>0,s0 2z < yz.
Ist <y und 2<0,s0 xz>yz.

(8) Ist 0 < x <y, so ist 2% < y2.
Sind x,y > 0 und ist 22 < 32, so ist z < y.

(9) Ist 2 < y und z € R beliebig, so ist x + 2z < y + 2.

(10) Ist 0 < = <y, soist y~* <z~ L.



(11) Sind z,y € R, so schreiben wir < y, falls x < y oder x = y. Fir x < y
schreiben wir auch y > x.

Def. Ist x € R, so sei

|z |= x , falls >0,
1 —x , falls z <0.

| z | heifit der Absolutbetrag von x.

(12) Ist x e R, s0ist |z | > 0;ist  # 0, so ist |z | > 0.
| £ — y | ist, anschaulich gesprochen, der Abstand zwischen x und y.

(13) Sind z,y € R, soist |zy|=|x ]| |y ]
(14) Dreiecksungleichung: |z+y|<|z|+|y]|-

(15) Esist 0 <1 <2=1+4+1<3=2+1 < .... Diese Zahlen sind also alle
voneinander verschieden. Die Menge {1, 2,3, ...} wird mit N bezeichnet; ihre
Elemente heiflen natirliche Zahlen.

Ny := NU{0}.

Die Menge Z := NU{0}U{—n | n € N} heifit die Menge der ganzen Zahlen,
und Q := {} | z € Z,y € N} heifit die Menge der rationalen Zahlen. Q erfiillt
die Axiome I und II.

Def. Sei M C R. Dann heifit M nach oben beschrinkt, wenn es ein ¢ € R gibt mit
x < ¢ fur alle x € M. Ein solches ¢ heifit eine obere Schranke von M.

M heiit nach unten beschrdankt, wenn es ein d € R gibt mit x > d fiir alle z € M.
Ein solches d heifit eine untere Schranke von M.

M heifit beschrinkt, wenn es nach oben und unten beschrankt ist.

Wenn es eine kleinste obere Schranke ¢ von M gibt (d.h. ¢ ist obere Schranke und
jedes ¢’ € R mit ¢’ < ¢ ist keine obere Schranke von M, so heiit ¢ das Supremum
von M; schreibe ¢ =: sup M. Wenn es eine grofite untere Schranke d von M gibt,
so heilt d das Infimum von M; schreibe d =: inf M.

ITI. Vollstindigkeitsaxiom: Ist M eine nicht-leere nach oben beschrankte Menge,
so besitzt M ein Supremum.

Satz 1: Ist a € R, so existiert ein n € N mit n > a.
Satz 2: Ist b€ R und b > 0, so existiert ein n € N mit % <b.

Satz 3: Ist & € R und a > 0, so existiert genau ein b > 0 mit b*> = a. Wir schreiben
b=/a.
Def. Sei M C R. Wenn es ein z, € M gibt mit x < z, fiir alle x € M, so heifit

x, das Mazimum von M; schreibe z, =: max M. Entsprechend definiert man das
Minimum min M.

Bem. a) Wenn max M existiert, so ist M nach oben beschrinkt, und max M =
sup M.

b) Wenn M nach oben beschrinkt ist und sup M € M gilt, so ist sup M das
Maximum von M.

Bez. Seien a,b € R mit a < b.

[a,b] ={z eR|a<z<b} (abgeschlossenes Intervall)
la,b:={zeR|a<z<b} (offenes Intervall)
[a,b[:={ze€R|ja<z<b} (halboffenes Intervall)
la,b] :={z €eR|a <z <b} (halboffenes Intervall)



2. Folgen und ihre Grenzwerte

Def. Sind X und Y Mengen, so ist eine Abbildung von X in Y eine Vorschrift f,
die jedem Element = € X ein Element f(z) € Y zuordnet. Man schreibt dafiir

f: X—>Y.

Def. Ist Y eine Menge, so ist eine Folge in Y eine Abbildung a : N — Y; man
schreibt oft a,, statt a(n) und spricht von der ,, Folge (a,)” statt von der Folge a.
Statt ,, Folge in R” sagen wir kurz ,, Folge”.

Gelegentlich lassen wir auch zu, dass eine Folge a auf einer Teilmenge
{No,mo+1,n,+2,...} von Z statt auf N definiert ist und reden dann von der Folge

(@n)n>n,-

Def. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und sei b € R. Die Folge heifit konvergent
gegen b, falls gilt:

Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so dass | a, — b |< € fir alle n > N.

Man nennt dann b den Grenzwert oder den Limes der Folge (ay) und schreibt
lim a, =b oder,,a, — bfirn — c”.

n—oo

Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent.
Satz 1. Eine Folge besitzt hochstens einen Grenzwert.

Beispiel (1): Sei @ € R und a,, := a V n € N. Dann heifit (a,,) eine konstante Folge.
Esist lim a, = a.

1

Beispiel (2): lim — =0.

n—oo n
Beispiel (3): Sei a,, := (—1)". Dann konvergiert (a,,) nicht.
Beispiel (4): lim SE—Y

n—oo 27
Def. Eine Folge (a,,) heifit beschrinkt, wenn die Menge {a, | n € N} beschrinkt
ist.
Bem. Genau dann ist (a,) beschrénkt, wenn es ein M € R gibt mit
|an |[<K MVneN.
Satz 2. Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Def. Eine Folge (a,,) mit lim a, = 0 heifit eine Nullfolge.
n—oo

Bem. Sei (ay,) eine Folge. Genau dann ist a,, — a, wenn (a,, — a) eine Nullfolge ist.
Satz 3. Ist (a,) Nullfolge und (b,) beschrinkte Folge, so ist (a,by,) Nullfolge.

Satz 4. (Rechenregeln fiir Grenzwerte) (a,,) und (b,,) seien Folgen mit a,, — a,
b, — b.
) a,+b,—a+b,a, —b, —>a-—0.
2) apb, — ab.

)

3) Ist b # 0, so ist b, # 0 fiir fast alle n, und —Z"H%.
n2—2m+3 1-2+3 1

Beispiel (5): a, = = no_n- o, —

cispiel (5): a 3n? +1 3+ 4 3

Satz 5. Seien (ay), (b,) konvergente Folgen, a, — a , b, — b. Falls a,, > b, fiir
fast alle n, so ist a > b.



Satz 6. (Bernoullische Ungleichung) Sei z > —1. Dann gilt:
(I14+2)" > 1+ na fiir allen € N.

Satz 7. Fiir |a |[<1ist lim a" =0, und fiur | a |> 1 divergiert die Folge (a™).

n—oo

Def. Eine Folge (a,,) heiit monoton wachsend, wenn a,, < a,41 V n. Sie heiit streng
monoton wachsend, wenn a,, < an+1 ¥ n. Entsprechend: (streng) monoton fallend

Satz 8. Ist (a,) monoton wachsend und beschrinkt, so ist (a,) konvergent und
lim a, = sup{a, | n € N}.
n—oo

Beispiel: Neuer Beweis fiir lim 2" =0, falls 0 < z < 1:

n—oo

Sei a,, := ™. Dann ist (a,) eine monoton fallende beschrinkte Folge, die nach Satz
8 gegen ein a konvergiert. Fiir jedes n ist a,, 41 = x-a,. Ubergang zum Limes liefert
a==x-a,alsoa=0.

Def. Sei (ng)r>1 eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Ist
(an)n>1 eine Folge in einer Menge X, so erhélt man durch k — ap, eine neue
Folge (an,,)r>1 in X, die eine Teilfolge von (a,) heifit.

Bem. a) Eine Teilfolge einer beschrénkten Folge ist beschrinkt.
b) Wenn (a,,) gegen a konvergiert, so auch jede Teilfolge von (a,).

Satz 9. Jede Folge (a,,) reeller Zahlen enthélt eine monotone Teilfolge.

Beweisidee: Wir nennen eine natiirliche Zahl m eine Gipfelstelle, wenn a,, < a.,
fir alle n > m. Wenn es unendlich viele Gipfelstellen gibt, so bilden diese eine
monoton fallende Teilfolge. Wenn es nur endlich viele Gipfelstellen gibt, so gibt es
eine monoton wachsende Teilfolge.

Satz 10. (Bolzano-Weierstraf3) Jede beschriinkte Folge besitzt eine konvergente
Teilfolge.

(Satz 10 folgt sofort aus Satz 8 und Satz 9.)

Satz 11. (Konvergenzkriterium von Cauchy)
Sei (ay) eine Folge. Dann sind dquivalent:

(1) (ay) ist konvergent.

(2) Zu jedem € > 0 existiert N € N, so dass | a,, — ay, |< € fir alle m,n € N mit
m > N und n > N.

(Die Implikation (1)=-(2) ist ganz leicht. Ist umgekehrt (2) erfiillt, so zeigt man
zuerst, dass die Folge beschrénkt ist und wendet dann den Satz von Bolzano-
Weierstrafl an, um die Konvergenz zu folgern.)



3. Reihen

Das Summenzeichen: Ist n € N und sind ay,...,a, € R, so schreibt man
n
Zak =ay+...+ay,.
k=1

Statt k darf man auch jeden anderen Buchstaben (auer @ und n) nehmen.

Allgemeiner: Sind m,n € Z mit m < n und sind a,,, @41, ..., a, € R, so schreibt
man

n
Z Ok = Qm + Qm+1 + ... +ap -

k=m

Noch allgemeiner: Ist M eine endliche Menge und ist fiir jedes k € M eine reelle
Zahl aj gegeben, so ist Z ap die Summe aller Zahlen aj mit & € M.
kEM

Def. Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen und s,, := ay +... +a,. Wenn die Folge (s,,)

o]
konvergiert, so sagt man, dass die Reihe > a, konvergiert und schreibt Y a,, fiir
n=1 n=1

o0
ihren Grenzwert. Wenn (s,,) divergiert, so sagt man, dass die Reihe Y a,, divergiert.

n=1
o0
Die Zahlen s, heifilen die Partialsummen von Y a,.
n=1
Hat man allgemeiner eine Folge (a,)n>n, reeller Zahlen, so spricht man von der
(oo}
Reihe > ap.
n=no

Satz 1. Wenn ) a, konvergiert, so ist (a,) eine Nullfolge.

n=1
Konvention: Wir setzen z° := 1 fiir alle € R, insbesondere auch fiir z = 0.
[ee]
Beispiel (1): Die geometrische Reihe Y x™ konvergiert fiir | z | < 1 und divergiert

n=0

fiir | | > 1. Denn fiir x € R, x # 1 ist

k
1—=
n=0
Deswegen gilt fiir | z |< 1:
oo
Yoo =
n=0 -t
> 1
Beispiel (2): Die harmonische Reihe Y — divergiert, denn
n=1

1+1+1+1+1+1+1+1+1+
2 3 4 5 6 7 8 9
A e ——

N |

>1 >
2
1 1 1 1

11
LI ...=1.Demn — =~ — .
12 237332" M+l n n+l

Beispiel (3)



Satz 2. (Kriterium von Leibniz) Sei (b,),>n, €ine monoton fallende Nullfolge.

Dann konvergiert > (—1)"b,.
n=0

Der Beweis geht folgendermaflen: Ist s,, die n-te Partialsumme, so iiberlegt man,
dass
s1<83<s5< ..., S < 854 < 59 < 80

Daraus folgert man, dass die Folge der s,, konvergiert und dass sie den Grenzwert
einschachteln.

1 1 1
Beispiel (4): 1 — 3 + 371 + — ... konvergiert nach Satz 2.

&) o0
Def. Eine Reihe ) ay heifit absolut konvergent, wenn > | ay | konvergiert.

n=1 n=1

Satz 3. Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.
(Dies folgt aus dem Konvergenzkriterium von Cauchy.)

Bem.1. ) a, konvergiert genau dann absolut, wenn die Folge der Partialsummen
von Y | a, | beschrénkt ist.

Bem.2. Wenn ) a, absolut konvergiert, so ist | > an [< > | ay |-
Satz 4. (Majorantenkrlterlum) Seien (an) und (¢,,) Folgen mit | a,, |< en v n.

Wenn Z ¢, konvergiert, so konvergiert Z ay, absolut. (Man nennt dann Z Cn
n=1 n=1 n=1

o0
eine konvergente Majorante von . ap.)
n=1

x 1
Beispiel (5): Die Reihe ) — konvergiert, denn die Reihe aus Beispiel (3) ist eine
n=1"N

konvergente Majorante.

o0

1
Beispiel (6): Sei k € N fest mit k& > 2. Dann konvergiert > —-
n

Satz 5. (Quotientenkriterium) Es gebe ein ¢ € R mit 0 < ¢ < 1, so dass a,, # 0
und ||a"+1|| < ¢ fiir fast alle n . Dann ist > a, absolut konvergent.

QA n=1
Beispiel (7): Fir n € N setzt man n! :=1-2-...-n (gelesen: n-Fakultit) und

1
0! := 1. Die Reihe >’ — " konvergiert nach Satz 5 absolut fiir jedes = € R.
n=0 T

exp i i'

Bem.3. Sind ) a, und > b, konvergent, so ist > (a, + b,) konvergent und
Z(an+bn) = Zan+zbn'
Ist > a, konvergent und A € R, so ist > (Aa,,) konvergent und > (Aan) =AD" ap.

Beispiel (8): Die Dezimalzahldarstellung:

1. Ist (¢p) eine Folge in {0,1,2,...9}, so ist die Reihe Y ¢, - 10~™ konvergent

n=1

und 0< Y ¢, - 107" < 1.

n=1



2. Ist X die Menge aller Folgen in {0, 1,2,...9} und definiert man ¢ : X — [0, 1]
durch
o((cn)) = ch -107™,
so ist ¢ surjektiv.(Die Begriffe ”surjektiv” und ”bijektiv” werden in §4 erklért.)

3. Ist n € Nund ¢ = (¢1,...,6,,9,9,9,...) € X mit ¢, < 9, so ist ¢(c) =
o(cry ..oy Cna1,0n +1,0,0,0,...).

4. SeiY :={(¢,) € X | fur unendlich viele n ist ¢, # 9}. Dann erhélt man eine

Bijektion
P Y —[0,1]
durch ¢((cn)) = @((cn,)) = > ¢y - 107" Man schreibt 0,cjcocs ... statt
S e, 107
o 1 1 1 1 1 1 _ .
Beispiel (9): - — -+ - — -+ - — — + — -+ ist konvergent und hat die Summe

2 2 3 3 4 4
0. Die Umordnung

LI I L
42 6 37 '8 4
——
1 1 1
4 6 8

ist nach dem Leibniz- Kriterium ebenfalls konvergent, hat aber eine Summe, die
> % ist. Und die Umordnung

1+1+1 1+1+ +1+1+ +1 1+1+
2 3 4 2 5 8 9 16 3 17
——"
1 1 1
> — > Z > -
-2 -2 -2

ist divergent.

oo}
Satz 6. (Kommutativitéit absolut konvergenter Reihen) Sei > a, eine ab-

n=1
solut konvergente Reihe und o eine Bijektion von N auf sich. Setze b, := ag(y)-
o0 o0 o0
Dann ist Y b, absolut konvergent und > a, = >_ by.
n=1 n=1 n=1

Bem. Man kann beweisen: Ist 3 a,, eine Reihe, die konvergiert, aber nicht absolut
konvergiert, so gilt:

a) Es gibt eine Bijektion 0 : N — N, so dass ) a,(y,) divergiert.
b) Ist w € R beliebig, so gibt es eine Bijektion o : N — N, so dass > Og(n) = W.

Bem. Man kann fiir absolut konvergente Reihen auch Assoziativitdt und Distribu-
tivitidt zeigen; siche etwa W. Walter: Analysis I.
Ein wichtiger Spezialfall der Distributivitét ist der folgende Satz:

Satz 7. (Ausmultiplizieren absolut konvergenter Reihen) Seien ) a, und
n=0

o0
>~ b, absolut konvergent, und sei
n=0

n
Cp = E arbp_k.
k=0



&)
Dann ist auch die Reihe Y ¢, absolut konvergent und
n=0

Yoo () (3%)

Binomialkoeffizienten: Man definiert fiir n,k € Z mit n > k und 0 < k < n den
Binomialkoeffizienten (Z) durch

(&) = wm
oo () =1 ()= () = (L)

n) :n~(n—1)-(n—2)-...-(n—k—|—1)
k 1-2-3-...-k

o ()= () -5

1
d) Fiir n,k € Z und 0 < k < n gilt (n—]l— > = (k) + (k ﬁ 1). Insbesondere ist

3

b)Fﬁrk>Oist(

(Z) € 7Z. Pascalsches Dreieck!

e) (Z) ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Satz 8. (Binomischer Lehrsatz) Fiir n € NU {0} und z,y € R gilt:

n __ - n k, n—k
k=0
(Auch richtig, wenn z,y in einem beliebigen Kérper liegen.)
Satz 9. (Additionstheorem fiir die Exponentialfkt.)

exp(z +y) =expzrexpy Va,y€R.

Dies folgt aus Satz 7 und Satz 8.



4. Mengen und Abbildungen

I. Sei X eine Menge, A, B,C C X.
ANB:={zx € X|x € Aund x € B} (Durchschnitt von A und B.)
AUB :={z € X|x € Aoder x € B} (Vereinigung von A und B.)
ANB:={z € X|z € Aund x ¢ B} (Differenz von A und B.)

Eigenschaften:
ANBCACAUB.
Kommutativitét: ANB=BnNA,
AUB=BUA.
Assoziativitét: (AnB)NC=An(BNC),
AUuB)UC =AU(BUCQC).
Distributivitét: ANB)UC=(AUC)N(BUC),

de Morgansche Regeln: (X N A)N(X\B)=X\(4A4UB),

(

(
(AUB)NC=(AnC)u(BnQC).
(
(XNAUXNB)=X~(ANB).

Allgemeiner: Ist I eine weitere Menge und ist fiir jedes i € I eine Teilmenge A; von
X gegeben, so schreibt man

J 4 := {2 € Xles gibt eini € I mit z € A;}

i€l

ﬂAi = {x € X|fiir jedes i € I ist x € A;}

iel
II. Seien X,Y Mengen und sei f : X — Y eine Abbildung. Dafiir schreibt man
auch: ”Die Abbildung « — f(x) von X in Y.” Zum Beispiel sagt man: ”Die Ab-

bildung = — 22 von R in sich.” Damit erspart man sich manchmal, der Abbildung
einen Namen zu geben.

e f heilit surjektiv oder Abbildung von X auf Y, wenn es fiir jedes y € Y ein
x € X gibt mit f(z) =y.

e f heiBt injektiv oder eineindeutig, wenn gilt: Sind z, 2" € X mit x # 2/, so ist
fz) # f(@).

o f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist, wenn es also fiir jedes y € Y

genau ein x € X gibt mit f(z) = y.

e Ist X eine Menge, so bezeichnet man mit idyx oder id die Abbildung = — =
von X in sich (identische Abbildung von X ).

e Sind X,Y,Z Mengen und f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen, so erhilt man
eine Abbildung go f : X — Z durch go f(z) := g(f(x)).

e Sind X,Y Mengen und ist f : X — Y eine Bijektion, so bezeichnet man das
Element von X, das von f auf y abgebildet wird, mit f~!(y). Damit erhlt
man eine Bijektion f~': Y — X. Es gilt

[l f=idx,
fof~t =idy,



(=1

ITI. Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung.
Ist AC X, sosei f(A) :={f(v)|r € A} ={y € Yles gibt ein x € A mit f(z) = y}.
Ist UCY,sosei f7HU):={z € X|f(x) e U}.
Isty € ¥, 50 sei f1(y) i= £ ({y}) = {w € X|f(x) = }.
Das schreibt man auch, wenn f nicht bijektiv ist!
e Sind U,V CY, so ist
FAUAY) = FAO) N V),
fFHUuv) =1 o) u ).
e Sind A, B C X, so ist

f(ANB) € f(A)N f(B), @
f(AUB) = f(A) U f(B).

o Ist U CY,soist f(f~1(U)) CU. Ist f surjektiv, so gilt Gleichheit.

o Ist AC X, soist f~1(f(A)) D A. Ist f injektiv, so gilt Gleichheit.

IV. Sind X,Y Mengen, so ist
X xY ={(zx,y)lre X ,yeY}.

Man schreibt X2 := X x X. Insbesondere ist R? = R x R die Ebene.
Ist DC X und f: D — Y eine Abbildung, so heifit

Graph(f) :=={(z, f(z))lr e D} C X xY

der Graph von f.

V. Eine Menge X heifit endlich, wenn es ein n € Ny und eine Bijektion von
{1,2,...,n} auf X gibt. Insbesondere ist () eine endliche Menge.

X hei3t abzdhlbar, wenn es eine Bijektion von N auf X gibt.

X heif3t hochstens abzdhlbar, wenn X endlich oder abzéhlbar ist, d.h. wenn es eine
Folge (ay) in X gibt mit X = {a,|n € N}.

Beispiele: Z, N x N und Q sind abzdhlbar, R ist nicht abzahlbar.

10



5. Stetige Funktionen

Ist D C R, so heifit eine Abbildung f : D — R eine auf D definierte Funktion.

Def. Sei f : D — R eine Funktion und xy € D. Dann heif3t f stetig in xo, wenn es
zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass gilt: Ist € D und | 2 — 20 |< 4, so ist
| f(z) — f(xzo) | < e. Die Funktion f heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt von D
stetig ist.

Bem. f ist genau dann in zq stetig, wenn gilt: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0
mit folgender Eigenschaft:

| f(zo+h) = f(zo) [<e
fiir alle h € R, fiir die | h |< § und o+ h € D.
Beispiel (1): Ist ¢ € R eine feste Zahl und f : R — R definiert durch
f(z) =cVx eR, soist f stetig.
Beispiel (2): Ist f =idg, also f(z) =xVa € R, so ist f stetig.

0 firxz <0

Beispiel (3): Definiere f : R — R durch f(x) := { 1 firz > 0

. Dann ist f
nicht stetig in 0.

Bezeichnung: Sei f : D — R eine Funktion, zop € D und a € R. Wir schrei-
ben lim f(z) = a, wenn fiir jede Folge (z,,) in D mit lim z, = zo gilt, dass
r—Xo

n—oo
lim f(z,)=a.
n—oo

Satz 1. Sei f: D — R eine Funktion, zg € D. Dann sind #quivalent:

(a) f ist stetig in zg.

(b) Jim f(z) = f(xo).

Bez. Seien f,g: D — R zwei Funktionen. Dann definiert man f+g¢g: D — R durch

(f + 9)(x) := f(x) 4+ g(z); entsprechend f — g, fg, 5 (letzteres, falls g(z) # 0
Vz e D).

Satz 2. Sei D C R und seien f,g : D — R stetige Funktionen. Dann sind f + g,
f — g, fg und, falls g keine Nullstellen in D hat, auch 5 stetig.

Beispiel (4): Sind ag, ..., a, € R feste Zahlen und definiert man f : R — R durch
f(x) == ag + a1z + azx? + ... + a,a™, so ist f stetig. Eine solche Funktion heifit
Polynom(funktion,).

Beispiel (5): Sind aq, . ..,a, und by, ..., b, € R fest und ist
D:={x€R| bg+biz+...+b,x™ # 0},s0 erhiilt man durch

ag+ a1+ ...+ a,x”

@) = b
eine stetige Funktion f: D — R. Sie heiflt gebrochen-rationale Funktion.
o0 :L’n
Beispiel (6): Die Funktion exp:R — R mit expx = Z — st stetig.
n!
n=0

Dafiir benutzen wir:

n

Satz 3. Ist Ry11(z) :=expx — Z 7 50 ist
n=0
N+1
N
| Ryt1(z) | < 2(|Nx|+1)! fir alle z mit |2 | <1+ 5
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Def. e := exp(1).
N

1 2
Aus Satz 3. folgt: | e — — | < ——— fiir alle N € NU {0}. Damit kann man
nZ:o n! (N +1)!

e mit gewiinschter Genauigkeit berechnen:
e=2,71828... .

Satz 4. Seien D,F C Rund f : D — R, g : E — R stetige Funktionen mit
f(z) € E fiir alle z € D. Definiert man h : D — R durch h(z) := g(f(z)), so ist h
stetig.

Satz 5. (Zwischenwertsatz) Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R stetig.
Sei «y eine reelle Zahl, die zwischen f(a) und f(b) liegt. Dann gibt es ein ¢ € [a, b]
mit f(¢) =~.

Bezeichnungen: Aufler den bisher betrachteten (offenen, abgeschlossenen oder
halboffenen) Intervallen, die wir auch als eigentliche Intervalle bezeichnen, betrach-
tet man auch uneigentliche Intervalle, ndmlich die Mengen der Form (mit a € R):

[a,00[:={z €R | a<z} , abg. uneigentliches Intervall
] —o0,a]:={ze€R | x<a} , abg. uneigentliches Intervall
Ja,o[:={x €R | a<z} , offenes uneigentliches Intervall
| —oc,a[:={x€R | x<a} , offenes uneigentliches Intervall
] —00,00[:=R , offenes und abgeschl. uneigentliches Intervall.

Als Intervall bezeichnen wir ein eigentliches oder ein uneigentliches Intervall.
Ein eigentliches abgeschlossenes Intervall heifit kompaktes Intervall.

Satz 6. Ist I ein kompaktes Intervall und f : I — R eine stetige Funktion, so
nimmt f auf I sein Maximum und sein Minimum an. (D.h.: Es gibt zo,z1 € I mit
flxo) < f(x) < f(ay) fiir alle z € 1.)

Satz 7. Sei I ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f(I) ein Intervall oder
eine einpunktige Menge.

Def. Sei D € R und f: D — R eine Funktion. Dann heifit f monoton wachsend,
wenn gilt: Sind 21, 29 € D mit z1 < a2, so ist f(x1) < f(x2). Entsprechend definiert
man monoton fallende, streng monoton wachsende und streng monoton fallende
Funktionen.

Bem. Eine streng monotone Funktion ist injektiv. Ist I ein Intervall und f: I — R
stetig und streng monoton, so ist J := f(I) ein Intervall nach Satz 7. Die Abbildung
x — f(z) ist eine Bijektion von I auf J. Die Umkehrabbildung ist eine Abbildung
f~t:J — 1. Schreibe g(z) := f~!(z) ,g: J — R. Graph(g) entsteht aus Graph(f)
durch Spiegeln an der Geraden {(x,z) € R? | x € R}.

Ist f streng monoton wachsend (fallend), so auch g.

Satz 8. Die Umkehrfunktion einer auf einem Intervall definierten streng monotonen
stetigen Funktion ist stetig.

Beispiel (7): a) Ist n eine ungerade natiirliche Zahl, so ist die Abbildung

f R =R, f(x) = a", streng monoton wachsend und stetig. Sie nimmt beliebig
grofle und kleine Werte an, ist also bijektiv. Die Umkehrabbildung g : R — R ist
nach Satz 8 stetig. Schreibe: g(x) =: {/x =: x¥.

b) Ist n eine gerade natiirliche Zahl, so ist die Abbildung f : [0, co[— [0, oo,

f(z) = a™ streng monoton wachsend, stetig und bijektiv. Die Umkehrabbildung
T (/T =axw ist stetig,

Beachte: Fiir gerades n ist {/z nur fiir x > 0 definiert, und dann ist Yz > 0.
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6. Die komplexen Zahlen

Auf R? = {(x,9) | x,y € R} definiert man eine Addition und eine Multiplikation
durch
(z,y) + (u,v) == (z +u,y +v)
(337 y) : (% U) = (xu — Yv,Tv + yu)

Damit wird R? zu einem Korper, den man mit C bezeichnet und dessen Elemente
die komplexen Zahlen heiflen.

Bemerkungen und Bezeichnungen:

(1) Esist (z,0) + (u,0) = (x +u,0) und (z,0) - (u,0) = (2u,0). Indem man z mit
(2,0) identifiziert, wird R zu einem Teilkérper von C. Schreibe von nun an immer
x statt (z,0) fir z € R.

(2) Ist i := (0,1), soist i% = (—1,
Daher gilt fir (z,y) € C: (x,y)
immer x + iy statt (z,y).

0)=—-1.FiryeRisti-y=(0,1)-(y,0) = (0,y).
= (z,0) + (0,y) = = + iy. Schreibe von nun an

(3) Man stellt sich die Punkte von C als die Punkte der Ebene vor.
(4) Ist z € C, z = o + iy mit x,y € R, so schreibe

Re(z) ==z (Realteil von z)
Im(z) =y (Imaginarteil von z.)

Beachte: Der Imaginérteil einer komplexen Zahl ist eine reelle Zahl!
Ist z € C, so gilt: z € R & Im(z) =0 < Re(z) = 2.

(5) Ist z = 44y € C mit x,y € R, so heifdit Z := x — iy die zu z konjugiert kompleze
Zahl. Sie entsteht aus z durch Spiegeln an der reellen Achse. Eigenschaften:

(a)

(b) z+w=zZ+4+w

(¢) ZW=ZW

(d) Re(z) = (2 4+ %), Im(z) = (2 — 2)

(6) Ist z =z +iy € Cmit z,y € R, so ist

2Z = (z +iy)(z — iy) = 2% —i%y? = 22 + o>

eine nicht-negative reelle Zahl. Sei
| 2 [:== vz = Va2 + 42 = V/(Re(2))? + (Im(2))?

Dann heiit | z | der Absolutbetrag von z; er ist der Abstand zwischen 0 und z.
. . z 2Z |z |2
Fir z#01ist | z|> 0 und z - B = B = B

=1, also

—1 z

COTEP

Insbesondere gilt: Ist | z |= 1 (das heift, dass z auf dem Kreis mit Radius 1 um 0
liegt), so ist 27! = 7.

Fiir jedes z € Cist | Z |=]| z |.

Satz 1: Fiir z,w € C gilt:

a) | zw|=]z |- [w]

13



b) | z4+w|<| 2|+ | w]| (Dreiecksungleichung).

Def. Sei (z,) eine Folge komplexer Zahlen und zy € C. Dann heifit (z,,) konvergent
gegen zo, falls es zu jedem € > 0 ein N € N gibt mit | z, — zo |< € fiir alle n > N.
Schreibe dann lim z, = zg oder z,, — 2.

n—oo

Satz 2. Sei (z,) eine Folge in C. Genau dann ist (z,) konvergent, wenn die reellen
Folgen (Re (z))r und (Im (z,)), konvergieren, und dann gilt:

lim z, = lim Re(z,)+¢ lim Im(z,).

n—oo n—0o0 n—oo

Satz 3. (Cauchy-Kriterium fiir Folgen komplexer Zahlen)
Fiir eine Folge (z,) in C sind &quivalent:

(1) (2n) ist konvergent.

(2) Zu jedem € > 0 ex. N € Nmit | z, — 2z, |[< €V ,m > N.

Bem. Die Rechenregeln fiir Grenzwerte reeller Folgen (§2, Satz 4) gelten fiir kom-
plexe Folgen unveréndert.

Def. Sei (a,,) eine Folge in C und sy :=a; + ... + an.

a) Wenn die Folge (sy)n konvergiert, so heifit die Reihe Y a, konvergent.

n=1

o0 o0
b) Wenn die Reihe Y | a, | konvergiert, so heifit die Reihe ) a, absolut konver-
n=1 n=1

gent.

Bem. Auch in C gilt: Absolut konvergente Reihen sind konvergent. Majoranten-

kriterium, Quotientenkriterium und die Sétze 6 (Komm.) und 7 (Ausmult.) von §3
o0

L2 ab-
ni

bleiben unverdndert richtig. Insbesondere ist fiir jedes z € C die Reihe

n=0

18

solut konvergent; durch exp(z) := 2™ erhélt man eine Abbildung exp: C — C.

n=0

Fiir z,w € C ist
exp(z + w) = exp(z) - exp(w).
Def. Sei D C C und zg € D. Sei f : D — C eine Funktion. f heifit stetig in zo,
wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt:
Ist z€ Dund | z — 2z |< J, soist | f(2) — f(z0) |< €.
f heifit stetig, wenn es in jedem Punkt von D stetig ist.
Beispiel: Definiere f : C — C durch f(z) :=z. Dann ist fstetig.
Satz 4. Fiir eine Funktion f: D — C und 2y € D sind dquivalent:
(1) f ist stetig in zp.
(2) lima..y £(2) = f(0):
D.h.: Fiir jede Folge (z,,) in D mit z,, — 2o ist lim,, o0 f(2zn) = f(20)-

Bem. Die Rechenregeln fur stetige Funktionen (§5, Sdtze 2 und 4) bleiben im
Komplexen richtig. Insbesondere sind Polynomfunktionen (mit komplexen Koeffi-
zienten) stetige Funktionen auf ganz C, und gebrochen-rationale Funktionen sind
iiberall dort stetig, wo sie definiert sind.

Der Beweis der Stetigkeit der Exponentialfunktion zeigt, dass auch exp : C — C
stetig ist.
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7. Die wichtigsten Funktionen

Bezeichnungen: a) Sei (z,,) eine Folge in R.

lim z, = 00 < Zu jedemC € R ex. N € Nmitz,, > Cfiir allen > N.

n—oo

lim z, = —00 & Zu jedem C € R ex. N € Nmit z,, < C'fiir allen > N.

n— o0 -

b) Sei D eine Teilmenge von R, die nicht nach oben beschrankt ist, und sei f : D — R
eine Funktion. Ist a € RU {co, —oo}, so sei

lim f(z) = a:< Fir jede Folge (x,,) in Dmit lim x, = ocoist lim f(z,) = a.

r—00 n—oo n—oo

Entsprechend definiert man, was lim f(z) = a bedeutet.

Bem. Ist a € R, so bedeutet lim f(x) = a, dass es fiir jedes ¢ > 0 ein M € R gibt,

so dass | f(x) —a|< € fir alle x € D mit x > M.
lim f(z) = oo bedeutet, dass es fiir jedes C' € R ein M € R gibt, so dass f(z) > C

fir alle x € D mit x > M.
7.1. Die Exponentialfunktion. Die Abb. exp : C — C ist def. durch

=1
i) =3

Wir wissen bereits:
Diese Reihe konvergiert absolut;
exp(z + w) = exp(z) - exp(w) Vz,w € C;
exp ist stetig;
o0
e=exp(l)= Y L =2718...
n=0

Durch Einschréankung erhélt man eine ebenfalls mit exp bezeichnete Funktion
exp: R —R.

(1

exp(0) = 1.

2) Fiir z € C ist exp(z) # 0 und exp(—z) = —2

exp(z)

4) exp: R — R ist streng monoton wachsend.

)
)
3) Fir z € R ist exp(z) > 0.
)
5)

(
(
(
(5) exp(R) =0, 00[.

= oo fiir alle m € N.

(6) lim exp(2)

r—oo X

(7) lim z™exp(x) =0 fiir alle m € N.

(8) Fiir z € C ist exXpz = expZ.
(9) Ist x € R, soist | exp(iz) |= 1.

Also liegt exp(iz) fir € R auf der Kreislinie K mit Radius 1 und Mittel-
punkt 0.

Wir werden spéter sehen: Legt man auf K von 1 aus im Gegenuhrzeigersinn
einen Weg mit der Linge = zuriick, so endet man im Punkt exp(iz).
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7.2. Der Logarithmus

Da exp : R — R streng monoton wachsend und stetig ist mit exp(R) =] 0, oo, so
ex. nach §5 die Umkehrfunktion log :] 0, oo[— R; sie ist ebenfalls stetig.

1) Fiir z € R ist log(exp(z)) = z; fiir 2 > 0 ist exp(log(x)) = z.

2) log(]0, oof) =R.

3) log ist streng monoton wachsend.

5) log(1) =
6) Fiir z > 0 ist log(1) = —log(x).

(1)
(2)
(3)
(4) Fir z,y > 0 ist log(zy) = log(z) + log(y).
(5)
(6)
(7)

lim logx = oo und lim logz = —c.
N0

r— 00

(8) Tim 98T _ .

r—oo I

7.3. Die allgemeine Potenz. Sei a > 0 eine feste Zahl.
(1) Fiir n € N ist exp(nloga) = exp(log(a™)) = a™.
(2) Fiir n € Nist exp(—nloga) = exp(nlog 1) = ()" =a™".
(3) Seiz € Q, also = > mit n € Z,m € N,

Dann ist (exp(zloga))™ = exp(mzloga) = exp(nloga) = a™ = (a®)™.
Weil die Funktion ¢ — ¢™ von [0, 00| in sich streng monoton wachsend ist,
folgt:

exp(zloga) =a” V€ Q.

Def. Sei a > 0. Fiir z € C sei a® := exp(zloga).

(4) Fiir z € C ist e* = exp(zloge) = exp z.

(5) Ist @ > 0 und sind =,y € R, so ist (a*)¥ = a™ und a**¥ = a”aV.

(6) Sind a,b > 0 und ist « € R, so ist (ab)* = a®b” und (1)* =a~".
7.4. Die trigonometrischen Funktionen.
Def. Fiir z € R sei cosz := Re (¢'®) und sinz := Im (e'®).

(1) € =cosz +isinz.

(2) cosz = L(e™ +e7)

sinz = 5 (e — ™).

Weil die Exponentialfunktion im Komplexen stetig ist, sind die Funktionen
cos : R — R und sin : R — R stetig.

3) Fiir z € R ist |sin®z + cos?z = 1.
(

2 2

(Dabei schreibt man sin® x := (sinz)* usw.)

(4) cos(—x) = cosx und sin(—z) = —sinx.
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(5) Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus:
cos(x +y) =cosz-cosy —sinz - siny ,
sin(z +y) =sinx - cosy + cosx - siny .

(6) Fiir alle z € R gilt:

cosx:ki;()(—l)k(g:!:l—z?—yi—+ ,
Sinx:li(—l)k(;:ji)lzx—g—i—g——i-... .
(7) Restgliedabschitzung: Ist 0 < z < 2, so ist
s = kgn:_o(l)k (;:::)! = (222?:;)! firn 2 0,
cosT — kzn:_o(—l)k é:' < (;:T:_;)' fiirn > 1.

Beispiel (1) Fir 0 <z < 2ist | sinz —z |< % , also insbes.

. 3 2
sinz >z -2 =z(1-%2)>z(l-3)=3z>0.

4

Beispiel (2) Fiir 0 <z < 2ist | cosz — (1 — ﬁ) 1< %1

2
16 _ 2 1
|cos2+1 [< 53 =35 =cos2< —3.

also insbes.

(8) Die Funktion cos hat im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle.

Dies folgt mit Beispiel (1) und (2) aus dem Zwischenwertsatz und aus der Tatsache,

dass cos in [0,2] streng monoton fallend ist. Diese Tatsache ergibt sich aus dem
folgenden Lemma.

Lemma. Fiir z,y € R ist cosx — cosy = —25sin %ﬂ’ - sin £5¥

Def. Die Zahl 7 € R ist dadurch definiert, das 7 die Nullstelle von cos im Intervall
[0,2] ist. (m = 3,14...)

(9) sing =1,cosm=—1,sinm =0, cos2m =1, sin2r = 0.

(10) cos(z + 2m) = cosz und sin(z + 27) =sinz Vo € R.
,,cos und sin haben die Periode 27”.

(11) cos(x 4+ m) = —cosz und sin(z + 7) = —sinx Vz € R.
(12) cosx = sin(§ — ) und sinz = cos(§ —z) Vo € R.
(13) {x €eR | sina =0} ={kn | k € Z}.
(14)

{xeR | cosx =0} ={kn+ 75 | ke€Z}.

Def. Fiir 2 € R\ {km + % | k € Z} sei tanx := S2Z.
Fiir 2 €e R\ {km | k € Z} sei cotx := B8

sina *

7.5. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen.

(1) Die Funktion cos ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend und bildet dieses
Intervall bijektiv auf [—1, 1] ab. Sei arccos : [—1,1] — R die Umkehrfunktion.
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(2) Die Funktion sin ist im Intervall [-Z, 7] streng monoton wachsend und bildet
dieses Intervall bijektiv auf [—1,1] ab. Sei arcsin : [-1,1] — R die Umkehr-
funktion.

(3) Die Funktion tan ist im Intervall | - 7, 7 [ streng monoton wachsend und bildet

dieses Intervall bijektiv auf R ab. Sei arctan : R — R die Umkehrfunktion.
7.6. Noch einmal die Exponentialfunktion.
(1) exp(2mi) =1, exp(mi) = —1, exp(3mi) = i, exp(37i) = —i.

(2) Fiir alle z € C ist exp(z + 27mi) = exp(z).
,,exp hat die Periode 27i.”

(3) Ist z € R, so gilt: exp(iz) =1 < x = 2wk mit k € Z.

(4) Ist z € C, so existieren ¢ € R und r > 0 mit
2 =rel?.
(5) Seien r,s > 0 und ¢, ¥ € R. Setzt man
z:= rei‘p, w = sew},

so ist zw = rset(P V) Das heifit: ,, Komplexe Zahlen werden multipliziert,
indem ihre Betrége multipliziert und ihre Winkel addiert werden.”

(6) exp(C) = C\ {0}.

(7) Ist z € C\ {0} und n € N, so gibt es genau n verschiedene Zahlen w € C mit
w" = z.

(8) Insbesondere gibt es fiir jedes n € N genau n Zahlen w mit w™ = 1. Sie heiflen
die n-ten Finheitswurzeln und sind von der Form
2mik
en ,k=01,...,n—1.

Sie bilden die Ecken eines regelméfiigen n-Ecks.
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8. Differenzialrechnung

Def. Eine Teilmenge D von R heiflt offen, wenn es zu jedem x € D ein € > 0 gibt
mit Jz — e,z +€[C D.

Beispiele. Ein offenes Intervall ist eine offene Teilmenge von R.
Ist A eine endliche Teilmenge von R, so ist R \. A offen.

Bem. Eine Teilmenge D von R ist genau dann offen, wenn D die Vereinigung von
offenen Intervallen ist.

Def. Sei D eine offene Teilmenge von R, g € D und f : D — R eine Funktion.

Wenn
lim f(@) = f=o)
o250 T — xo

existiert (in R), so heiit f im Punkt zq differenzierbar; man schreibt f’(x¢) fiir die-
sen Grenzwert und nennt ihn die Ableitung von f im Punkt zg. Manchmal schreibt
man %(mo) oder f(xg) o.4. statt f'(xq).

Ist f in jedem Punkt von D differenzierbar, so heifit f differenzierbar in D. Dann
ist f': D — R eine Funktion.

Beispiel (1) Sei ¢ € R fest und f : R — R die konstante Funktion mit dem Wert
c. Dann ist f differenzierbar und f’ = 0.

Beispiel (2) Sei f : R — R definiert durch f(z) = z. Dann ist f differenzierbar
und f/ = 1.

Beispiel (3) exp’ = exp.

Beispiel (4) cos’ = —sin.

Satz 1. Wenn f in xg differenzierbar ist, so ist f in xg stetig.

Satz 2. (Rechenregeln fiir das Ableiten) Sei D offen in R, und f,g: D — R
seien differenzierbar.

a) f + g ist differenzierbar und (f +g) = f' + 4.
b) fg ist differenzierbar und (fg)' = f'g + f¢'.
¢) Ist c € R, so ist ¢f differenzierbar und (cf)’ = cf’.

, r
d) Ist g(x) #0V x € D, so ist g differenzierbar und (i) = u

g 9
Beispiel (5) Fiir n € Z sei p,, : D,, — R definiert durch p,, () := 2", wobei D,, = R
fiir n > 0, D, = R\{0} fiir n < 0.
Dann ist p,, differenzierbar und p,, ' (x) = nz" L.

Folgerung. Polynome sind differenzierbar. Gebrochen rationale Funktionen sind
iiberall, wo sie definiert sind, differenzierbar.

Satz 3. (Kettenregel) Seien D, F offen in R und seien f: D — R und

g : E — R Funktionen mit f(D) C FE, so dass man go f : D — R bilden kann.
Sei f differenzierbar in 2y und g differenzierbar in f(zp). Dann ist g o f in xq
differenzierbar, und

(g0 f) (x0) = g'(f(w0)) - f' (o).

Beispiel (6) sin’ = cos

Beispiel (7) tan’(z) = =1+ tan*(2)

cos?(x)
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Satz 4. (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei D ein offenes Intervall und
f : D — R stetig und streng monoton. Sei xyg € D, sei f in xg differenzierbar und
f'(zo) # 0. Sei g die Umkehrfunktion von f. Dann ist g in yg := f(z¢) differenzierbar
und
"(yo) = 1
I P et

1
Beispiel (8) log'(r) = - fiir > 0.

Folgerung. ¢ = lim (1 + %)n

1
Beispiel (9) arctan’(z) = o2
1
Beispiel (10) arcsin’(z) = T fir -1 <z <1.
—x
Beispiel (11) Sei o € R fest und f :]0,00[— R definiert durch

f(z) := 2* = exp(alogz). Dann ist f'(z) = (exp(alogx)) - g
x x

a—1
Beispiel (12) Ist f : D — R differenzierbar mit f(z) > 0 Vo € D. Definiert
f'(x) f

. Man nennt ? die

man ¢g : D — R durch g(z) = log(f(x)), so ist ¢'(z) =
logarithmische Ableitung von f.

Def. Sei D offen in R, xg € D. Ist f differenzierbar in D und f’ differenzierbar in
xo, so heiBt f zweimal differenzierbar in xo; schreibe f”(z¢) := (') (x0). Und so
weiter.

fO = ¢ fO = f@ =
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9. Anwendungen der Differenzialrechnung

Def. Sei D C R, f : D — R eine Funktion und zy € D. Wir sagen, dass f in
xq ein lokales Maximum hat, wenn es ein € > 0 gibt, so dass gilt: Ist x € D mit
| © —xo |<€,s0ist f(zg) > f(z).

Entsprechend: f hat in x¢ ein lokales Minimum.

Wenn f in x( ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum hat, so sagen wir,
dass f in xzq ein lokales Extremum besitzt.

Satz 1. Sei f : ]a,b[— R eine Funktion und sei o €]a,b| eine Stelle, an der f
differenzierbar ist und ein lokales Extremum besitzt. Dann ist f/(z¢) = 0.

Def. Ist D offen in R, f: D — R differenzierbar, g € D und f’(z¢) = 0, so heifit
xo eine kritische Stelle von f.

Bem. Satz 1. besagt also: Wenn f an der Stelle zg ein lokales Extremum besitzt,
so ist xg eine kritische Stelle von f. Die Umkehrung gilt nicht: Ist f(z) = 23, so ist
f'(0) = 0, aber f hat in 0 kein lokales Maximum oder Minimum.

Satz 2. (Satz von Rolle) Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf ] a,b|
differenzierbar ist, und sei f(a) = f(b). Dann gibt es ein x €]a,b[ mit f'(z) = 0.

Satz 3. (Mittelwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig; f sei differenzierbar auf | a,b|.
Dann gibt es ein z € | a, b[ mit

—a

Satz 4. Sei f : ]a,b[— R differenzierbar und f’(z) = 0 V& € ]a,b[. Dann ist f
konstant.

Satz 5. Sei f :]a,b[— R differenzierbar. Dann gilt:
a) f'(x) >0Vaz €]a,b] = f ist streng monoton wachsend.
b) f/(z) >0Vx € ]a,b[ < f ist monoton wachsend.

Satz 6. Sei f :]a,b[— R differenzierbar. Sei « € ] a,b], und sei f zweimal differen-
zierbar in x mit

f(x)=0,f"(x) >0 [bzw.f"(z) <0].
Dann besitzt f in « ein lokales Minimum [bzw. lokales Maximum].

Def. Eine Teilmenge M von R2 heiit konvez, wenn gilt:
Sind P,Q € M, so ist die Verbindungsstrecke von P und @ eine Teilmenge von M.

Def. Sei I ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit konvez, wenn die Menge
My = {(z,y) eR* [z € I,y > f(x)}
konvex ist.

Beispiel: Sei f(z) =| x| Yo € R. Dann ist f konvex.

Satz 7. Sei f : [a,b] — R stetig und zweimal differenzierbar auf | a,b[. Genau dann
ist f konvex, wenn f"(z) >0Vx €la,b].

Satz 8. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,g : [a,b] — R stetig;
beide seien differenzierbar in ] a, b[. Dann existiert x €] a, b [ mit

(f(0) = f(a)) - g'(2) = (9(b) — g(a)) - '(2).

Bem. Ist g(x) = Yz, so erhélt man den gewohnlichen Mittelwertsatz.
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Satz 9. (1. Regel von ’Hopital) Seien f,g :]a,b[— R zwei stetige Funktionen,
xo €]a,b[und f(zo) = 0= g(xo). f und g seien in | a,b[\{zo} differenzierbar, und
es sel ¢'(x) # 0 fiir x €] a,b[\{zo}.

f'(x) f(x)

Wenn lim existiert, so existiert auch lim “——=, und die beiden Grenzwerte
z—wo g' () a—wo g(x)
stimmen iiberein.
Bem. Dabei ist auch lim ... = £o0o zugelassen. Ein entsprechender Satz gilt fiir
T—x(
lim ... und lim
rT—00 Tr— —0oQ

Ahnliche Bemerkungen gelten fiir den folgenden Satz.

Satz 10. (2. Regel von I"'Hépital) Sei xg €] a,b[, und seien f,g:]a,b[\{zo} — R
differenzierbar mit lim g(x) = oo. Ferner sei ¢'(z) # 0 Vz €]a,b[\{zo}. Wenn
Tr—xo
!
f/(m) existiert, so existiert auch lim @, und die beiden Grenzwerte stim-
T—z0 § (1‘) T—To g(fE)
men iiberein.
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10. Integralrechnung

Def. Seien a,b € R mit a < b. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Wenn es ein n € N
und Zahlen zg,z1,...,2, mita =zg < 21 < ... <z, = b gibt, so dass f auf jedem
Intervall |zp_1,2x[,k = 1,...,n, konstant ist, so heifit f eine Treppenfunktion auf
[a,b]. Mit T [a, b] bezeichnen wir die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b].

Bem.1. a) Ist f € T [a,b] und ¢ € R, so ist ¢f € T [a, b].
b) Sind f,g € T [a,b], soist f+ g € T [a, b].

Daher ist 7 [a,b] ein Untervektorraum des R-Vektorraums aller Abbildungen von
[a,b] in R.

Def. Ist f € T [a,b],ista=2¢g <z < ... <y = b und f konstant auf |xg_1, xg|

mit dem Wert ¢, fiir K = 1,--- , n, so schreibt man/f ) dx —ch Tp—Tp—1)-
k=1

b

Bem.2. a) Ist f € T [a,b] und ¢ € R, so /(cf)(x) dox = c/f(ac) dx
b b b

b) Sind f,g9 € T [a, b], so ist /(erg)(a:)dx: /f(x) der/g(z) dx.

a a a

b
Also ist die Abbildung 7 [a,b] — R, die durch f — [ f(z)dx gegeben ist, R-linear.

) Sind f,geT[a bl mit f < g (d.h. f(z) < g(z) Yz € [a,b]), so ist

/f da:</()d

Def. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. (Es gibt also ein M € R mit
| f(z)|< M fiir alle z € [a,b].)

b b

/*f(x)dx ::inf{/cp(x)dz | ¢ € T [a,b], gozf},

a a

b b
A f(x)dz == sup{/tp(x)dx | ¢ €T a,0], @Sf}-

Diese beiden Zahlen heiflen das Ober- bzw. Unterintegral von f.

Bem.3. Die Menge M, := {¢ € T[a,b] | ¢ > f} ist nicht leer, z.B. enthélt
sie die konstante Funktion mit Wert M. Fiir jedes ¢ € My ist ¢ > —M. Daher

b b
ist {fgp(x) dr | ¢ € Tla,b], ¢ > f} # 0, und nach Bem.2.c) ist [ ¢(z)dz >
—M(b—a) Ve Mg,
by b
Daher existiert [ f(z)dz = inf { Jo(z)dz | p € /\/lf}.
b

Ebenso existiert [, f(z)dz.

a

Def. Eine beschréinkte Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann- integrierbar wenn

*
| flz)dx = f* x)dz. Den gemeinsamen Wert bezeichnet man mit f f(z)dx

a
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und nennt ihn das (bestimmte) Integral von f (iiber [a,b]).
Statt  kann jeder andere Buchstabe (aufler f,d,a,b) verwendet werden.

Bem.4. Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn
es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen ¢, € T [a, b] gibt mit ¢ < f < ¢ und

/ ((z) — p(2)) do < .

a

Satz 1. Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und sei ¢ € R.

a) cf ist Riemann-integrierbar und

b b

/(cf)(x)dx:c/f(a:)dx.

a a
b) f + g ist Riemann-integrierbar und

b b

/(f‘f'g)(x)dx:/f(x)dx—i—/bg(a:)dm.

a a

b

b
c) Ist f < g, soist /f(as) dx < /g(x) dx.

Satz 2. Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar.

a) max{ f, g} ist Riemann-integrierbar.
b) f? ist Riemann-integrierbar.
¢) f - g ist Riemann-integrierbar.

Satz 3. Sei f : [a,b] — R integrierbar und M := sup{|f(x)| ‘a <z < b}. Dann ist
| f | integrierbar und

b b
’/f(x)dm|S/\f(x)|dw§M-(b—a).

Satz 4. Sei a < ¢ <bund sei f: [a,b] — R.
Genau dann ist f integrierbar, wenn f | [a,c] und f | [c, b] integrierbar sind, und dann

ist
jf(z)dx/cf(x)dx+jf(z)dx.

Bez. Man setzt [ f(z)dz := 0 und fir a < b :

/af(x)dx :——/bf(m)dx.
b a

Bem.5. Eine beschriinkte Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar, wenn
es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen ¢, 1 € 7 [a,b] gibt mit ¢ < f < ¢ < p+e.
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Satz 5. Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Def. Sei D C R und f : D — R eine Funktion. Sie heiflt gleichmdfig stetig, wenn
gilt: Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0, so dass |f(z) — f(y)| < € fir alle x,y € D
mit |z —y| < 4.

Bem. Eine gleichmifig stetige Funktion ist stetig.
Die Funktion f :]0,00[— R, f(z) := % ist stetig, aber nicht gleichméfig stetig.

Satz 6. Eine auf einem kompakten Intervall stetige Funktion f : [a,b] — R ist
gleichméfig stetig.

Dieser Satz wird benutzt, um zu zeigen:
Satz 7. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.
Satz 8. Sei f : [a,b] — R integrierbar und ¢ € [a, b]. Definiere F : [a,b] — R durch

F(x) ::/f(t)dt.

Dann ist F' stetig.

Satz 9. Sei I ein offenes Intervall und f : I — R stetig. Ist ¢ € I und definiert man
F: I — R durch

F(x) :z/f(t)dt

(was nach Satz 7. moglich ist), so ist F' differenzierbar und F’ = f.

Def. Sei I ein offenes Intervall und f : I — R. Eine differenzierbare Funktion
F : I — R heifit Stammfunktion oder unbestimmies Integral von f, wenn F’ = f.

Bem. Nach §8, Satz 4. unterscheiden sich zwei Stammfunktionen von f um eine
Konstante.

Satz 10. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei I ein offenes Intervall, f : I — R stetig und F' eine Stammfunktion von f. Dann
gilt fiir alle a,b € I:

b
/f(x) dx = F(b) — F(a).

Bez. Ist F' eine Stammfunktion von f, so schreibt man [ f(z)dx = F(z).

Satz 11. (Partielle Integration) Sei I ein offenes Intervall, a,b € I. Seien
f,g : I — R differenzierbar und f’, ¢’ stetig. Dann ist

b b

/f(w)g'(w) da = f(b)g(b) — f(a)g(a) — /f’(x)g(w) du,

/fg’=fg—/f’g~

Jaxetdr=(z—1)e”
logxdr = xlogx — x
Jlog g

Beispiele:

[sin’zdx = % (z —sinx cosx)
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Satz 12.(Substitutionsregel) Seien I,J offene Intervalle, f : I — R sei stetig.
Sei ¢ : J — I differenzierbar und ¢’ sei stetig.

a) Ist F' eine Stammfunktion von f, so ist die Funktion F' o ¢ Stammfunktion von
z = flp(@)) - ¢ (2).
b) Sind a,b € J, so gilt:

|
\
~
—~
&
U
8

b
/ Fo)g' (1) dt

Wichtiger Spezialfall: Ist ¢ : I — R\ {0} differenzierbar, ¢’ stetig, so

P e e ot
£ do = tozleta)l.

Beispiel: [tanzdz = —log| cosz|.

xdz 1
Beispiel: | —— = =1 24).
eispie /x2+1 5 og(z” +1)

xdr 1 1
(z2+ 1)  2(n—1) (22 +1)n1

Beispiel: [v1—22dz = (21— 22 — arccosz).

Deswegen hat ein Halbkreis vom Radius 1 die Fliche 7.

dx
— fiir n > 1 bestimmen. Es ist

@+ 1)

1 1 z?

2+ (@241 (@2+1)

Beispiel: Ist n € N, n > 1, so /

Beispiel: Wir wollen /

1
Wir nehmen induktiv an, dass wir schon eine Stammfunktion von ————— ken-
(3?2 + 1)n—1

— finden. Mit partieller

oz
@ +1)

nen; dann miissen wir noch eine Stammfunktion von

Integration finden wir

/ r?dx B 1 x _ 1 / dz
@2+ 1) 2(1—n) @2+t 2(1-n)) (@2+1)n1"°
und wir sind fertig nach Induktion.

Durch solche Uberlegungen sieht man: Ist f eine gebrochen-ratinale Funktion und
kann man die Nullstellen des Nenners finden, so findet man eine Stammfunktion
von f. Sie setzt sich zusammen aus gebrochen-rationalen Funktionen und den Funk-
tionen log und arctan.

26



11. Uneigentliche Integrale

Def. 1. Seien a,b € R mit a < b, und sei f :]a,b] — R stetig. Ist 0 < d < b—a, so

b
b
kann man [ f(z)dz bilden. Wenn %i{‘r(l) / f(z)dx in R existiert, so schreibt man

)
at a+9d

b b
J f(z)dz fir den Grenzwert und sagt, dass das uneigentliche Integral [ f(z)dx

a a

b
konvergiert. Andernfalls sagt man, dass [ f(z)dz divergiert.

a

1 1
Beispiel: Fiir ¢ > 1 divergiert [ 9 fiir 0 < ¢ < 1 konvergiert [ 2% und ist = ;.
0 0

b—5
b
Def. 2. Ist f : [a,b[— R stetig, so schreibt man [ f(z)dz := %i\r% / f(z) dx, wenn

dieser Grenzwert existiert.

€,0\,0
a-+e€

b—5
b
Def. 3. Ist f :]a, b[— R stetig, so schreibt man [ f(z)dz := lim / f(x)dx , wenn

dieser Grenzwert existiert.

Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir ein (und damit jedes) ¢ €la, b gilt, dass

c b
J f(z)dz und [ f(z)dz im Sinne von Def.1 und Def.2 existieren; es ist dann

/bf(a:)dx:/cf(:c)dx—i—/bf(x)dx.

c
. b—5
Wenn [ f(x) dz konvergiert, so ist es = }i{r%) / f(z) dx , aber dieser Grenzwert kann
a
a+o

b
existieren ohne dass [ f(x) dx konvergiert.
a

Beispiel: Fiir —1 <z < 1ist [ -2 do = log(1 — z?).

1-6 1
Fir0<é <1listalso [ ) —F2dx = 0, aber fl —#%- du existiert nicht.
14+ =

b

Def. 4. Ist f : [a, 0o[— R stetig, so schreibt man [ f(z)dx := blim /f(x) dx, wenn

a
a

dieser Grenzwert existiert.

b

Beispiel: [e % dr = —e"®. Also [e ®dr = —e®+1 und
0

[e"dr = Jim (—e P +1)=1.

0 —00

Def. 5. Ist f :]a, co[— R stetig, so schreibt man

oo b
[s@ae = [ j@ .
a b—0o0 g+§
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wenn dies existiert.
b

Def. 6. Ist f : R — R stetig, so schreibt man [ f(z)dz := lim /f(x) dx , wenn
a——0o0

— 00

b—oo
dies existiert.
a
a o0
Beispiel: Fiira > 0ist [ zdr =0, also lim [ xdz =0, aber [ zdx konvergiert
—a a—0o0 — 00

—a

nicht.

Satz 1. Sei f : [a, 00[— R stetig. Genau dann konvergiert [ f(z)dx, wenn gilt: Zu

a

¢
jedem € > 0 gibt es ein M > a, so dass | [ f(z)dz| < € fiir alle s,t mit M < s <t.

o0
Beispiel: [ #LZ dz konvergiert.
0

sinx
(Wegen lim —— =1 ist dieses Integral an der unteren Grenze nicht uneigentlich.
T

x—0

Spéter: = 7.)

Def. 7. Das Integral | f(x)dx heiBt absolut konvergent, wenn [ |f(z)|dx konver-

giert.
o0

Satz 2. Wenn [ f(z)dz absolut konvergiert, so konvergiert es.
a

o0

Beispiel: f % dx konvergiert nicht absolut.
a

Satz 3. (Majorantenkriterium) Seien f, g : [a,c0[— R stetig mit

lg(z)] < f(x) V x € [a,00[. Wenn [ f(z)dz konvergiert, so konvergiert [ g(x)dx
a a
absolut.

Satz 4. (Integralkriterium fiir Reihen) Sei f : [1, co[— R eine monoton fallende
Funktion mit f(z) > 0 V z. Dann sind dquivalent:

118

(1)

f(n) konvergiert.
1

3
Il

(2)

f(z) dx konvergiert.

oo
d
Beispiel: Fiir ¢ > 0 konvergiert / —f genau dann, wenn ¢ > 1. Nach Satz 3
x
1

o0
konvergiert E — genau dann, wenn ¢ > 1.
n

n=1
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12. Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Def. Sei D eine Menge und seien f, : D — R Funktionen, n € N. Ist f : D —
R eine Funktion mit lim f,(x) = f(z) fiir jedes z € D, so sagen wir, dass die

Funktionenfolge (f,) punktweise gegen fkonvergiert.

Def. Sei D eine Menge und seien f und f,, Funktionen von D nach R, n € N. Die
Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichmdfiig gegen f, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, so dass fiir alle € D und alle n > N gilt: |f,,(z) — f(z)| <e.

Satz 1. Sei D C R und sei (f,) eine gleichméBig konvergente Folge stetiger Funk-
tionen f, : D — R. Dann ist die Grenzfunktion f von (f,,) stetig.

Beispiel: Definiere f, : [0,1] — R durch f,(x) := 2™. Die f,, sind stetig und
0 fire <1

1 firp — 1 die nicht

konvergieren punktweise gegen die Funktion f(z) = {
stetig ist.

Def. Seien f,, Funktionen, die auf einer Menge D definiert sind. Fiir x € D sei
n

Sn(x) := > fu(x). Wenn die Folge (s,) gleichmifig konvergiert, so sagen wir, dass
k=1

[e.e]
die Reihe Y f, gleichmdfig konvergiert.

n=1
Folgerung aus Satz 1. Eine gleichméflig konvergente Reihe stetiger Funktionen
hat eine stetige Summe.

Satz 2. Seien f, auf D definierte Funktionen (n € N). Fiir jedes n gebe es ein
ap € R mit |f,(2)] <a, Vo€ D. Wenn > a, konvergiert, so konvergiert > f,

n=1 n=1
gleichméBig.
Satz 3. Fiir n € N sei f,, : [a,b] — R stetig. Die Folge (f,,) konvergiere gleichmiifig
gegen f : [a,b] — R. Dann gilt:

b

b
/f(:z:) dr = lim [ fu(x)dz.

n—oo
a

Satz 4. Fiir n € N sei f, :]a,b[— R differenzierbar, und f], :]a,b[— R sei stetig.
Die Folge (f,) konvergiere punktweise gegen die Funktion f :]a,b[— R, und die
Folge (f}) sei gleichméBig konvergent. Dann ist f differenzierbar und

fl(x) = nl:n;o fi(z) ¥z €la,bl

Beispiel: Definiere f,, : R — R durch f,(z) := + sin(na). Dann ist
|fa(@)] < & Va2 € R, dh. (f,) konvergiert gleichméBig gegen 0. Alle f,, sind
differenzierbar; es ist f, (x) = cosnz. Insbesondere ist f) (7) = cos(nm) = (—1)".

Daher konvergiert (f/) nicht punktweise gegen 0.
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13. Potenzreihen und die Taylor-Formel

Def. Sei I ein offenes Intervall, f : I — R und n € N. Dann heifit f n-mal stetig
differenzierbar oder von der Klasse C", wenn f n-mal differenzierbar und f(™ stetig
ist.

Ist f unendlich oft differenzierbar, so sagt man, dass f von der Klasse C™ ist.
Man sagt: f ist von der Klasse C°,wenn f stetig ist.

Satz 1. (Taylor-Formel) Sei I ein offenes Intervall und f : I — R von der Klasse
C"*! Sind a,z € I, so gilt:

f'(a) f"(a)

(") (a
1! (& —a)+ o1 (w—a)2+...+f (a)

n!

f(x) = f(a) + (x —a)" + Rnya(2),

x

wobei Ry 41 (x) = % / (@ — )" F D (1) dt.

Def. Unter einer (reellen) Potenzreihe verstehen wir eine Funktion der Form

oo
x— ch(x—a)" ,
n=0

wobei a, ¢g, ¢1, C2, . . . feste reelle Zahlen sind. Der Definitionsbereich dieser Funktion
ist die Menge aller = € R, fiir die diese Reihe konvergiert.

Bez. Fiir a € R und r > 0 sei
By(a) :={z € R| |z —a| <1},

B,(a) == {z €R||z —a| <r}.
Ferner sei Boo(a) := R und By (a) :=R
Satz 2. Sei (c,) eine Folge reeller Zahlen und a € R. Sei 271 € R, so dass die Reihe
io: cn(x1 — a)™ konvergiert. Ist 0 < p < |x1 — al, so konvergiert die Potenzreihe

n=0
Y- cn(z — a)™ absolut und gleichméBig auf B,(a).

Def. Sei > c¢p(z — a)™ eine Potenzreihe. Dann heifit
n
r:=sup {|z —al| Z cn(z — a)™ ist konvergent }
n

der Konvergenzradius der Potenzreihe.
(Dabei sind auch r = 0 und r = oo zugelassen. Letzteres bedeutet, dass {...} nach
oben unbeschrinkt ist.)

Satz 3. Sei r der Konvergenzradius von Y_ ¢, (z — a)™. Dann gilt:

a) Die Potenzreihe Y ¢, (x — a)™ konvergiert absolut auf B,(a).

n

b) Ist 0 < p < r, so konvergiert sie gleichmiBig auf B,(a).
c) Sie konvergiert fiir kein z, das nicht in B,(a) liegt.

d) Auf B, (a) ist die Funktion z — > ¢, (z — a)™ stetig.

30



Beispiele:

o0
(1) > 4 2™ hat den Konvergenzradius oc.
n=0

o0
(2) Die geometrische Reihe > 2™ konvergiert genau dann, wenn |z| < 1. Sie hat
n=0
den Konvergenzradius 1.

(3) Die Reihe 20 %x" konvergiert fiir alle z mit |z| < 1.
Sie konvergiert fiir z = —1 und divergiert fiir x = 1. Nach Satz 2 divergiert

sie fiir alle z mit |z| > 1. Sie hat also den Konvergenzradius 1.

o]

(4) > nla™ hat den Konvergenzradius 0.
n=0

118

Satz 4. Sei f(z) :=

> 0.
a) Auf B, (a) ist f unendlich oft differenzierbar und

cn(z—a)™ eine reelle Potenzreihe mit dem Konvergenzradius

n=0

F@) =3 meale —a)
n=1

(,,Potenzreihen diirfen gliedweise differenziert werden.”)

b) cn:%f(")(a) VneNuU{o}.

Satz 5. Fir —1 <z < 1 gilt:

x2 3 gt
log(1 = r——+—=———+—....
og(l+x)== 2+3 4+
Satz 6. Fir —1 <z < 1 gilt:
3 25 27
tanz = — — 4+ — — — 4+ —....
arctanx = x 3+5 7—|—

Satz 7. (Binomische Reihe) Fiir « € R und —1 < z < 1 ist

(142)* = ni_o% <z> ",

Dabei setzt man () :=1und (¢) :== Fa(a—1)...(a —n+1) VneN.
Beispiel: Fiir —1 < x < 1 ist

1 1
Vitor=1+-z—-a%+...,

2 8

1 1 3
=1—ax+-22+....

1+ 2 8
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