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NACHKLAUSUR ZU ANALYSIS I - LOSUNGEN

1. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.

Hier sind nur die Antworten "richtig” oder ”falsch” oder Enthaltungen moglich.
Bitte auf dem Aufgabenblatt ankreuzen!

(a) Jede beschrénkte Funktion f :[—1,1] — R besitzt ein Maximum und ein Minimum.

Antwort: richtig () falsch ® Enthaltung () (2/1/0 P.)
(b) Alle Nullstellen der Funktion sin : C — C sind reell.

Antwort: richtig ® falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)
(c) Ist f: R — R stetig und periodisch, so ist f gleichméfig stetig.

Antwort: richtig ® falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)
(d) Die Gleichung e® - 27 = 17 besitzt genau eine reelle Losung.

Antwort: richtig ® falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)
(e) Ist f : R — R Lipschitz-stetig und differenzierbar, so ist die Ableitung von f beschrankt.

Antwort: richtig ® falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)

2. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
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3. Untersuchen Sie, fiir welche x € R die folgenden Reihen konvergieren, absolut
konvergieren bzw. divergieren. Begriinden Sie Thre Aussagen!
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Reihe fiir alle © € R absolut.

= 0 fiir alle n > 4711, d. h. die Reihe ist ein Polynom, also konvergiert die
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Fiir a,, = v ist lim a, = % und damit nach der Formel von Cauchy-Hadamard
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R = 2. Daraus folgt, dass die Reihe fiir |x| < 2 absolut konvergiert und fiir |x| > 2
divergiert.

Ist |z| =2, so ist |apx™| = n, also ist a,x™ keine Nullfolge und die Reihe divergiert.
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Definiere z := e, x € R, dann gilt |z| = 1. Nach dem verallgemeinerten Leibniz-
Kriterium konvergiert die Reihe fiir alle solche z # 1 (< x # 2nk, k € Z), aber nicht

absolut, da die harmonische Reihe divergiert. Aus demselben Grund divergiert die
Reihe fiir z = 1, d.h. fiir x = 27k, k € Z.

4. Fiir x € R sei f(z) = (23 — 622 + 14z — 14) exp ().
(a) Berechnen Sie f'(x) und f”(x).

Vereinfachen Sie Thre Ergebnisse so weit wie moglich. (4P.)

fl(x) = (322 — 12z + 14)e” + (23 — 622 + 14z — 14)e” = (23 — 32° + 22)e”

f(x) = (322 — 62+ 2)e” + (2° — 322 + 22)e” = (2® — 4z + 2)e”



(b)

Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen von f und deren Typ. (6 P.)

f(x) = 0 (die notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) ist dquivalent zu: x =0
oder v = 1 oder x = 2. Es ist f”(0) > 0, f”(1) < 0 und f”(2) > 0. Also liegen in
den Punkten x = 0 und x = 2 (isolierte) lokale Minima und in x = 1 ein (isoliertes)
lokales Maximum vor.

Berechnen Sie sup {f(z) : € R} und inf {f(x) : x € R}.
(Hinweis: Es ist e? ~ 7,389.) (3P.)

lim f(z) = +o0, also ist sup {f(x) : x € R} = 4o0.

r—r-+00

lim_f(z) =0, £(0) = —14e% = 14 < 0, und f(2) = —2¢%* < —14. Somit ist
inf {f(z) : x € R} = f(2) = —2¢2.
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Zeigen Sie: Fiir x > 0ist In (1 +2) > 2 — 5. (3P)
Sei f(z) :=In(l+x)—x+ %2 Diese Funktion ist definiert und stetig fiir alle

x € (—1,00). Behauptung: f(x) > 0 fiir alle z > 0.

Beweis. Wir finden f'(x) = 19-%7 also ist f'(x) > 0 fiir x > 0. Somit ist f auf [0, 00)

streng monoton steigend und f(0) = 0, d.h. f(x) > 0 fiir alle x > 0. (Genauer:

f(z) > 0 fiir alle x > 0 und f(0) =0.)

Gilt eine entsprechende Ungleichung fiir z € (—1,0]?
Formulieren Sie eine Behauptung und beweisen Sie diese. (3P)

f(z) = IT'): > 0 auch auf (—1,0), also ist f(x) streng monoton steigend auch auf

(—=1,0] mit f(0) = 0, d.-h. f(z ) < 0 fiir alle z € (—1,0]. Somit ist die folgende
Behauptung bewiesen:
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Fir z € (—1,0] gilt ln(l—i—x)gx—%.

6. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

(a)
()

——

(a) =
(b)
()
(d) =

Die

2% cos(z)da (3P.) (b) /mcos(wz)dx (2P)
(cos?(z) — sin®(z)) dx (3P.) (d) /sin(x) cos?(z)dx (2P)
(2% — 2) sin(z) + 2z cos(z) + C (zweimal partielle Integration)
= 1sin(2?) +C (Substitutionsregel mit o(z) = x2)
= [cos(2z)dx = & sin(2z) + C (Substitutionsregel mit p(z) = 2x)
—1cos’(z) +C (Substitutionsregel mit p(z) = cos(x))

Klausur gilt mit 28 (bzw. mit 23) Punkten als bestanden. Viel Erfolg!



