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Aufgabe 1: (Abbildungen und Verkettungen)

a) Berechnen Sie für die Abbildungen

f : Z −→ Z, f(n) :=

{
n + 1, falls n ungerade,

n− 1, falls n gerade,
g : Z −→ Z, g(n) :=

{
n− 1, falls n ungerade,

n + 1, falls n gerade

die Verkettungen f ◦ g : Z −→ Z und g ◦ f : Z −→ Z.

b) Seien X, Y und Z nichtleere Mengen und f : X −→ Y sowie g : Y −→ Z bijektiv. Zeigen Sie, dass
g ◦ f : X −→ Z bijektiv ist mit (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Aufgabe 2: (Ungleichungen, 1 + 1 + 1 + 1 Punkte)B
Seien x, y ∈ R mit 0 < x ≤ y. Zeigen Sie, dass

x2 ≤
(

2xy

x + y

)2

≤ xy ≤
(
x + y

2

)2

≤ y2,

wobei alle diese Ungleichungen strikt sind, es sei denn x = y.

Aufgabe 3: (Der Betrag reeller Zahlen, 2 + 2 Punkte)B
Seien x, y ∈ R. Zeigen Sie, dass

(i) |x|+ |y| ≤ |x + y|+ |x− y| und (ii)
|x + y|

1 + |x + y|
≤ |x|

1 + |x|
+
|y|

1 + |y|
.

Aufgabe 4: (Infimum und Supremum, Minimum und Maximum, 2 + 2 + 2 Punkte)B
Bestimmen Sie, falls vorhanden, jeweils Infimum, Supremum, Mimimum und Maximum von

A =

{
1

n + 1
+

1 + (−1)n

2n
: n ∈ N

}
, B =

{
x2 − 2

x2 + 1
: x ∈ R

}
,

C =
{
x ∈ R : ∃y ∈ R : (x + 1)2 + 5y2 < 4

}
als Teilmengen von R.

Aufgabe 5: (Vollständige Induktion, 2 + 2 Punkte)B
Zeigen Sie durch vollständige Induktion:

a) Für alle n ∈ N ist
∏n

k=1(1 + 1
k ) = n + 1.

b) Für alle n ∈ N ist n3 + 5n durch 6 teilbar.


