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Übungen zu Analysis II

1. Ist V ein normierter Raum und sind v, w ∈ V , so gilt

| ||v|| − ||w|| | ≤ ||v − w||.

2. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Ist α ∈ IR, α > 0, so definiere d′: X ×X −→ IR durch d′(x, y): = αd(x, y).
Zeigen Sie, dass d′ eine Metrik auf X ist und dass die metrischen Räume
(X, d) und (X, d′) dieselben offenen Mengen besitzen.

(b) Wir definieren d′′: X ×X −→ IR durch

d′′(x, y): =
d(x, y)

1 + d(x, y)
.

Zeigen Sie, dass d′′ eine Metrik auf X ist und dass (X, d) und (X, d′′)
dieselben offenen Mengen besitzen.

Für alle x, y ∈ X ist d′′(x, y) < 1.

3. Eine Teilmenge A eines reellen Vektorraumes V heißt konvex, wenn gilt: Sind
x, y ∈ A, so enthält A auch die Verbindungsstrecke {λy + (1− λ)x | 0 ≤ λ ≤ 1}
von x und y.

(a) Ist V ein normierter Raum, a ∈ V und r > 0, so sind die Mengen Br(a) und
B̄r(a) konvex.

(b) Ist 0 < p < 1 und definiert man

‖v‖p: = (|x1|p + . . . + |xn|p)1/p

für v = (x1, . . . , xn) ∈ IRn, so ist ‖ . ‖p keine Norm auf IRn, falls n ≥ 2.

4. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊆ X eine nicht-leere Teilmenge.
Man definiert den Durchmesser δ(A) ∈ [0,∞] durch

δ(A) := sup
x,y∈A

d(x, y).

(a) Sei a ∈ X und r > 0. Was kann man über den Durchmesser der Kugeln Br(a)
und Br(a) sagen?

(b) Die Teilmenge A von X heißt beschränkt, wenn δ(A) < ∞. Zeigen Sie: Sind
A und B beschränkte Teilmengen von X, so ist A ∪B beschränkt.

(c) Zeigen Sie: Eine Teilmenge A eines normierten Raumes V ist genau dann
beschränkt, wenn es ein M ∈ IR gibt mit ||v|| ≤ M für alle v ∈ A.
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