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Aufgabe 1: (Normen auf C([a, b]), 2+ 2+ 2 Punkte)

Sei a < b. Die Abbildungen || - ||1, || - ||eo : C([a, b]) — R seien gegeben als
b
1= [ 1@z, 7l = max. [£(a)]. € Cla, ).

Zeigen Sie, dass || - ||, fiir p € {1, 0o} eine Norm auf C([a, b]) definiert, d. h. dass gilt
(i) Fir alle f € C([a, b]) ist || f]l, > 0 und || f||, = 0 genau fiir f = 0;

(ii) Fiir alle @ € R und alle f € C({a, b)) ist |laf]l, = ||| fllp;

(i) Fiir alle £, g € C((a, b]) ist [1f + gllp < [ fly + gl

Aufgabe 2: (Normen und Konvergenz in C([0, 1]), 2+ 2 + 2 Punkte)
Seien || - |l1, || - [leo : C(]0, 1]) — R definiert wie in Aufgabe 1.

a) Zeigen Sie, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass || f|l1 < C||f||~ fiir alle f € C([0, 1]).
b) Betrachten Sie die Funktionenfolge (fx)ren € C([0, 1]), die gegeben ist als
fr(z) == a*, 0<z<1, keN,
und zeigen Sie, dass || fx||1 — 0 fiir &k — oo.

c) Zeigen Sie, dass es keine Konstante C' > 0 gibt, so dass || f]leo < C'||f|1 fiir alle f € C([0, 1]).

Aufgabe 3: (Stetigkeit, 2 + 2 + 2 Punkte)
Betrachten Sie die Funktionen f, g : R? — R, die gegeben sind als

f(z) :=sin(zy) + 3, g(x) = 22 + cos(zz), r = (1, 22) € R%,
Zeigen Sie:
a) Die Abbildungen 7; : R? — R, die gegeben sind als 7;(z) := x;, sind stetig fiir j = 1, 2.
b) Die Funktionen f und g sind stetig.

¢) Die Menge A := {z € R? : sin(z1) + €*2 = 1, 22 + cos(x2) < 2} ist eine abgeschlossene Teilmenge von R2.
Ist A auch kompakt?

HINwEIS: Fiir Teil ¢) beachten Sie Aufgabe 4 von Blatt 3.

Aufgabe 4: (Stetigkeit und partielle Differenzierbarkeit)
Betrachten Sie die Funktion g : R? — R aus Beispiel 1.24 (b), d.h.

oo, y) = { (0700 (z, y) € B2,

die nach Prisenzaufgabe 3 b) unstetig in (0, 0) ist, und zeigen Sie, dass g partiell differenzierbar in (0, 0) ist.
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Aufgabe 1: (Normen auf R™)
Firl1<p<ooist|-|,:R" — R gegeben als

n 1/p
Iz, == (;; |ka> (1<p< o), 20 := Jnax |2k, r € R™

Zeigen Sie, dass so fiir jedes 1 < p < oo eine Norm auf R™ gegeben ist, d. h. dass gilt
(i) Fir alle z € R™ ist ||z||, > 0 und ||z||, = 0 genau fir = 0;

(ii) Fir alle o € R und alle x € R™ ist |lazx||, = |af [|z||p;

(i) Fiir alle @, y € R ist 2+ yll, < |l + lyllp-

HINWEIS: || - ||]2 = | - |- Bei (iii) sollten zunéchst die Félle p € {1, co } betrachtet werden. Fiir die iibrigen Fille
ist die Holder’sche Ungleichung

n n p s n 1/a
Z|xkyk‘ < (Z |xk|p) (Z |yk|q> ) xayGRna 1<p,q<00, %+$:1’
k=1 k=1 k=1

niitzlich.

Aufgabe 2: (Normen und Konvergenz in R™)

a) Zeigen Sie, dass alle in Aufg. 1 definierten Normen #quivalent sind, d.h. dass fiir alle 1 < p, ¢ < oo ein
Cp,q > 0 existiert mit

cpallzlle < llzllp < cpqllzlly, z € R™

b) Sei 1 < p < oo. Zeigen Sie, dass eine Folge (ai)reny € R™ genau dann gegen a € R™ konvergiert, wenn
llax — all, — 0 fur £ — oo gilt.

HINWEIS: In Teil a) kann man o. E. ¢ = co annehmen.

Aufgabe 3: (Verkettung stetiger Funktionen)
a) Seien D CR™, ECR"und f: D — E, g: E — RF stetig. Zeigen Sie, dass go f : D — RF stetig ist.

b) Betrachten Sie fiir a € R die Funktion f, : R — R? mit f,(z) := (z, ax) fiir * € R sowie die Funktion
g :R? — R aus Beispiel 1.24 (b), d. h.

(. (@) £0.0), 2
gz, y) = { 0. (o 4)=(0.0) (z, y) € R%.

Zeigen Sie, dass f, fiir jedes o € R stetig ist und folgern Sie mit Hilfe von Teil a), dass g nicht stetig ist.



