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Aufgabe 1: (Lineare Differentialgleichungen, 6 +3 + 1 + 1 + 2 Punkte)
Betrachten Sie das lineare Anfangswertproblem

y'(t) = Ay(t) +b(t), teR, y(0) = wo,
wobei
200 1 1
A=111 2], bty=11¢ |, =11
103 t2 0

1. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenrdume von A.
2. Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A.
Entscheiden Sie, ob A diagonalisierbar ist.

Bestimmen Sie et fiir t € R.

orok W

Bestimmen Sie mit Hilfe der Variation der Konstanten eine Losung zu obigem Anfangswertproblem.

Aufgabe 2: (Lineare Differentialgleichungen, 3 + 2 Punkte)
Betrachten Sie das lineare Anfangswertproblem

y'(t) = Ay(t), teR, y(0) = yo,

() ()

1. Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem (z;(t), z2(t)) der homogenen Gleichung.

wobei

2. Bestimmen Sie eine Losung zu obigem Anfangswertproblem.

Aufgabe 3: (Lineare Differentialgleichungen, 3 Punkte)
Bestimmen Sie alle Lésungen y € C1(R, R) der Differentialgleichung

y"' (t) + 6y (t) + 11y (t) + 6y(t) = 0, teR.

HINWEIS: Verwenden Sie den Ansatz y(t) = e, y(t) = teM, y(t) = t2e M, ...

Aufgabe 4: (Die Exponentialreihe fiir Matrizen)
Beweisen Sie Satz 6.11 aus der Vorlesung:

a) Fiir A € C"*" ist die Reihe >~77 H ‘2—]: H konvergent — d. h. die Exponentialreihe Y - ‘2—? ist normkonvergent
und damit konvergent.
b) Fiir A, B € C™" mit AB = BA ist eAT8 = e4eP.

c¢) Fiir A € C™*™ ist durch Z(t) := €' fiir t € R die eindeutige Losung des (Matrix-) Anfangswertproblems
Z'(t) = AZ(t), Z(0) = I,, gegeben. Eine Funktion y € C!'(R, C") ist genau dann Lésung der Differential-
gleichung y'(t) = Ay(t), wenn y(t) = Z(t)yo fiir ein yo € C™ ist.
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Aufgabe 1: (Multiple Choice)
Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind:

a) Lineare gewohnliche Differentialgleichungen sind immer lésbar.
b) e kann fiir nicht diagonalisierbare Matrizen A nicht definiert werden.

c) Ist die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A einer Matrix A echt kleiner als seine algebraische
Vielfachheit, dann ist A nicht diagonalisierbar.

Aufgabe 2: (Lineare Differentialgleichungen)
Betrachten Sie das lineare Anfangswertproblem

y'(t) = Ay(t) +b(t), teR, y(0) = wo,
wobei
200 t 1
A=1011], bt)=|t* |, yo=1|1
00 2 t2 0

1. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume von A.

2. Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A.
3. Entscheiden Sie, ob A diagonalisierbar ist.

4. Bestimmen Sie !4 fiir t € R.

5. Bestimmen Sie mit Hilfe der Variation der Konstanten eine Loésung zu obigem Anfangswertproblem.

HiNnwEIS: In diesem Fall bedeutet Variation der Konstanten, dass

¢
y(t) = e | yo +/e*SAb(s) ds |, tcR.

to

Aufgabe 3: (Lineare Differentialgleichungen)
Betrachten Sie das lineare Anfangswertproblem

y'(t) =Ay(t), teR, y(0) = vo,
wobei
A -1 1 1
- 0 —1 ) Yo = 1 .
1. Bestimmen Sie einen Eigenvektor v € R? zum Eigenwert A = —1 von A.

2. Ergiinzen Sie die Losung 21 (t) = ve* der homogenen Gleichung durch eine Losung 23(t) = (w + tv)er
mit w € R? zu einem Fundamentalsystem.

3. Bestimmen Sie eine Losung zu obigem Anfangswertproblem.

HiNnwers: Aufgrund der Struktur von A ist A = —1 der einzige Eigenwert von A. Die Matrix A ist offenbar in
Jordan-Normalform; A hat also algebraische Vielfachheit 2 und geometrische Vielfachheit 1.



