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Klausur zu Analysis II

1. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Hier sind nur die Antworten
"richtig“, ”falsch“ oder Enthaltungen moglich. Bitte auf dem Aufgabenblatt ankreuzen!

(a) Sind (X, d) und (X', d’) kompakte metrische Raume und §((x, 2’), (v,v")) = d(z,y)+d' (2, )
die Produktmetrik auf X x X', so ist auch (X x X’ §) ein kompakter metrischer Raum.
Antwort: richtig () falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)

(b) Ist f, : R — C eine Folge gleichméafig stetiger Funktionen, die gleichméafiig gegen eine
Funktion f : R — C konvergiert, so ist f ebenfalls gleichmif8ig stetig.

Antwort: richtig () falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)

(c) Jede konforme Abbildung f : R™ D Q — R" ist iiberall lokal invertierbar.

Antwort: richtig () falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)

(d) Ist (X, d) ein metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion, so ist f gleichméfig stetig.
Antwort: richtig () falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)

(e) Ist f:R™ D 2 — R in jede Richtung ¢ differenzierbar mit stetigen Richtungsableitungen g—é,
so ist f total differenzierbar.

Antwort: richtig () falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)

2. (2424342 P.) Gegeben sei die Funktion
f:R2\{(0,00"} = R, (z1,22) " = f(x1,29) :=In (2% + 22).

Berechnen Sie
(a) den Gradienten V f(x1,z2),
(b) die Richtungsableitung g—fg(xo) von f nach € = 1(3,4)" im Punkt zo = (1,2) ",
(c) alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f,
und iiberpriifen Sie,

(d) ob f harmonisch ist.

3. (Banachscher Fixpunktsatz, 5 + 8 P.)
(a) Formulieren Sie den Banachschen Fixpunktsatz genau!

(b) Untersuchen Sie, ob das nichtlineare Gleichungssystem

1 ..
655111332 1
== x2:§\/%+7

eine eindeutige Losung (z%,25)T € R? besitzt. Formulieren Sie eine Behauptung, und be-

weisen Sie diese.



4. (3414141 P.) Geben Sie die definierenden Eigenschaften einer Norm auf einem K-Vektorraum

X an und entscheiden Sie, ob durch die nachstehenden Formeln Normen auf R? definiert werden:

(a) [lz| = /32% + 23 + Ta3,

(b) llzll = z1 + /w2l + |23,
(©) llzll = ¥/lz1w2ws|.
Eine Begriindung ist nicht erforderlich.
5. (243+4+2+34+4 P.) Es sei
[i(0,00) x (0,00) = B, (w,y) = f(,y) := 6x7ys — 3z — .

(a) Berechnen Sie V f(z,y).
(b
(c
(d) Berechnen Sie detHessf(x,y) fiir ein beliebiges Paar (x,y) € (0,00) x (0, 00), und untersuchen

Sie Hessf(z,y) auf Definitheit.

)
) Bestimmen Sie die kritische Stelle (z.,y.) von f. (Es gibt nur eine.)

) Berechnen Sie Hessf(z,y).

)

(e) Welche Folgerung beziiglich der lokalen Extrema von f ergibt sich aus Ihren bisherigen
Ergebnissen?

(f) Berechnen Sie f(x.,y.), und untersuchen Sie, ob es sich bei (x,, 3.) um eine globale Extrem-

stelle handelt.

6. (4+7 P.) Gegeben sei die Hyperbel H := {(x,y) € R? : zy = 1} und die Funktion
1
x4+ 4y

(a) Begriinden Sie, dass die Funktion f ihr Maximum und ihr Minimum annimmt.

f:H—=R, (z,y) = f(z,y) :==

(b) Bestimmen Sie - z.B. mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators - max {f(x,y) : (z,y) € H}
und min {f(z,y) : (z,y) € H}.
Hinweis: Beachten Sie, dass H aus zwei Zusammenhangskomponenten, den sogenannte Hyperbel-

dsten, besteht.

7. (8 P.) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems y(0) = 1 fiir die inhomogene lineare

Differenzialgleichung 1. Ordnung

Die Klausur gilt fiir Mathematiker mit 37 (von 75 erreichbaren) Punkten als bestanden, fiir Neben-

fachler mit 30 Punkten. Viel Erfolg!



