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'Allgemeine Hinweise: Als Hilfsmittel sind (aufier Kugelschreiber und Papier) lediglich ein beidseitig
handbeschriebenes DIN A 4 Blatt mit Notizen und eine Liste unbestimmter Integrale gleichen Umfangs
zugelassen. Die Klaﬁsur ist auf den ausgeteilten Formuiaren zu bearbeiten, und nur diese sind abzugeben.
Am Ende sind zwei Bogen Sch'mierpapier angeheftet, sollte.dies nicht ausreichen, kdnnen Sie noch eigenes

benutzen, was aber nicht eingesammelt wird. Die Aufgabenverteilung ist die folgende:

A1 (Multiple Choice, bitte auf dem Blatt ankreuzen) _ 10 Punkte
A2 (Partielle Ableitungen) - ' 9 Punkte
A3 (Banachscher Fixpunktsatz) | o 13 Punkte
A4 (Normern) 7 _ | 6 Punkte
A5 (Extremwertaufgabe) | o 18 Punkte
AG (Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung) : : 11 Punkte
A7 (Inhomogene lineare Dgl; 1. Ordnung) ‘ 8 Punkte

{
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Die Klausur gilt fiir Mathematiker mit 37 (von 75 erreichbaren) Punkten als bestanden, fir Neben- -

féchler mit 30 Punkten. Viel Erfolg!
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1. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Hier sind nur die Antworten

"richtig®, " falsch* oder Enfhaltungen méglich. Bitte auf dem Aufgabenblatt ankreuzen!

(é,) Sind (X, d) und (X', d’) kompakte metrische Réume und §((z, 2'), (y,9)) = d(a:,y)%d’ (', 4"
die Produktmetrik auf X x X', so ist auch (X x X, §) ein kompakter metrischer Raum.
Antwort: richtig &  falsch ()  Enthaltung () (2/1/0 P.)
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(b) Ist fn : R — C eine Tolge gleichmiiBig stetiger Funktioneﬁ, die gleichmiBig gegen eine
Tunktion f: R — C konvergiert, so ist f ebenfalls gleichméBig stetig: ‘
Antwort: richtig ® falsch () Enthaltung () (2/1/0 P.)

(c) Jede konforme Abbildung f: R* D Q — R ist, tiberall lokal invertierbar.
Antwort: richtlg &)  falsch ()  Enthaltung () - (2/1/0P)

" (d) Ist (X,d) ein metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion, so ist f gleichm#Big stetig.
Antwort: richtig &)  falsch ()  Enthaltung () (2/1/0 P.)

(e) Ist f:R" D — R in jede Richtung ¢ differenzierbar mit stetigen Richtungsableitungen %é,
so ist f total differenzierbar. .
Antwort: richtig &  falsch ()  Enthaltung () (2/1/0 P.)



2. (242432 P.) Gegeben sei die Funktion

FIRN{(0,0)} =R, (2,9)" = fl3,y) == In(2® +1?).
Berechnen Sie

(a) den Gradienten V f(z,¥),

TExyd = (Zk,sz) (¢ rsaxts A7)

};’f“[

(b) die Richtungsableitung %é(ﬂlo,’yg) von f nach ¢ = £(3,4)T im Punkt (zo,30) = (1,2)7,
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(c) alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f,
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3. (Banachscher Fixpunktsatz, 5 -- 8 P.)

(a) Formulieren Sie den Banachschen Fixpunktsatz genaul £S e .
4>
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(b) Untersuchen Sie, ob das nichtlineare Gleichungssystem
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'1,12 \/E’

1
= 5 .‘L‘% - 7
eine eindeutige Losung (z%,2%)7 € R? besitzt. Formulieren Sie eine Behauptung, und be-

weisen Sie diese.
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4, (3414141 P.) Geben Sie die definierenden Eigenschaften einer Norm auf einem K-Vektorraum
X an ’ .
(N4) Ixli=0O <= Xx=0

ya B b

(v2 ) dAxdl= 1Al ixi e, xeX 4P

(Ng'> I[)(«—(tj{/é_uxuflaq/f \7/&47(-_-_)(

und entscheiden Sie, ob durch die nachstehenden Formeln Normen auf R? definiert werden:

.A JD
(a) ||_‘a;|| = /327 + 2% + T3, _ Jg. . A}

| s 4P
(b) llall = 1 + VTl T ol Mesor
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Eine Begriindung ist nicht erforderlich.
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5. (2+’3+4+2+3J}4 P.) Es sei

710,00 % (0,00) 2R, (3,9) > f(2,9) = 6oy} 30—y,

(a) Berechnen Sie V f(z,y).
(b) Bestimmen Sio die kritische Stelle (2, ¥c) von f. (Es glbt nur eine. )

{¢) Berechnen Sie Hess f(z,y).
(d) Berechnen Sie detITess f(a,y) fiir ein beliehiges Paar (z,y) € (0, 00) x (0, 00), und untersuchen

Sie Hess f(x,y) auf Definitheit. -
(e) Welche Folgerung besztiglich der lokalen Extrema von f ergibt sich aus Ihren bisherigen

Ergebnissen?
(f) Berechnen Sie f(zc,yc), und untersuchen Sie, ob es sich bei (¢, 1) um eine globale Extrem-

stelle handelt. :
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6. (447 P.) Gegeben sei die Hyperbel H := {(z,y) € R? : ay = 1} und die Funktion

1
z+4dy

FH=R, (my)— flay) =

(a) Begriinden Sie, dass die Funktion f ihr Maximum und ihr Minimum annimmt.
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(b) Bestimmen Sie - z.B. mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators - max {f(z,y) : (z,y) € H }:

und min {f{z,y) : (z,y) € H}. -
. Hinweis: Beachten Sie, dass H aus zwei Zusammenhangskomponenten, den sogenannte Hyperbel-

dsten, besteht.
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7. (8 P.)' Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems y(0) = 1 fiir die inhomogene lineare
Differenzialgleichung 1. Ordnung '
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