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Allgemeine Hinweise: Als Hilfsmittel sind (auler Kugelschreiber und Papler) lediglich ein beidséitig
handbeschriebenes DIN A 4 Blatt mit Notizen und eine Liste unbestimmter Integrale gleichen Umfangs
zugelassen. Die Klausur ist auf den ausgeteilten Formularen zu bearbeiten, und nur diese sind abzugeben.
Am Ende sind zwei Bogen Schmierpapier angeheftet, sollte dies nicht ausreichen, k6nnen Sie noch ecigenes

benutzen, was aber nicht eingesammelt wird. Die Aufgabenverteilung ist die folgende:

Al (Multiple Choice, bitte auf dem Blai;t‘ankreuzen) | : 10 Punkte
A2 (Offene und abgeschlosséne Mengen) - ' - - 8 Punkte
A3 (Banachscher Fixpunktsatz) ' 7 Punkte
A4 (Metrik) o o 9 Punkte
Ab (Extremweftaufgabe)' ‘ ' | 16 Punkte
A6 (Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung) . | ' 13 Punkte
A7.(Ir}homogenes System linearer Dgln. 1. Ordnung) : 12 Punk.te

Die Klausur- gilt fiir Mathematiker mit 37 (von 75 erreichbaren) Punkten als bestanden, fiir Neben--

fiichler mit 30 Punkten. Viel Erfolg!
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1. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind, Hier sind nur die Antworten

"richtig®, *falsch® oder Enthaltungen méglich. Bitte auf dem Auf;gabenblatt ankreuzen!

(a) Das Anfangswertproblem y'(z) = y(x)2, y(0) = 1 besitat genau eine auf der ganzen reellen
Achse definierte Losung. o :
Antwort: vichtig (). falsch )  Enthaltung O (2/1/0 P.)

(b) Das Anfangswertproblem y'(2) = y(z)%, y(0) = 0 besitzt genau eine auf der ganzen reellen
Achse rdeﬁnielrte Losung. '
Antwort: richtig @ ~ falsch ()  Enthaltung O - (2/1/0 P.)

(c) Sind y1 2 € C*(R,R) nichttriviale Losungen einer Dgl. der Form

y' +py +ay=0
mit p, ¢ € R und gilt fiir ein a9 € R, dass y1(zo) = y2(2o) = 0, so existiert eine reelle Zahl A,

fiir die y1 = Ayn. :
Antwort: richtig &) falsch () Enthaltung O ' (2/1/0P.)

{d) Die Hesse-Matrix einer zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion ist symmetrisch.

Antwort: richtig @)  falsch O Enthaltung () _ (2/1/0 P.)

(e) Ist f: R™ — R™ stetig, und ist A C R™ kompakt, s0 ist F~1(A) C B™ ebenfalls kompakt,.
Antwort: richtig (O falsch ¢  Enthaltung O (2/1/0 P.)



2. Offene und abgeschlossene Mengen (2--6 P.) ‘
(a) Geben Sie die Definitionen der Begriffe "offen” und "’abgeschlossen’-’ fiir Teilmengen eines
metrischen Raumes,an, ' |
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(b} Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilmengen ‘des R? (versehen mit der {iblichen, d.h. euk-

lidischen Metrik)' offen bzw. abgeschlossen sind (Fine Begriindung ist nicht erforderlich.):
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a[><g-eso,&(cb<;<§-e,u : C /P

tebd ohben o | 4P

@) {(@y) eR?:a® +y* >n} = &
nelN .

sonsol . offec ; | : S |
alg cmc:f., ab T sol lo S e ; | AP,

(itl) {(z,2°) € R? :'2 < z < 17}
Meu- O'fﬂf*“‘* ‘ {;-‘3

teerol - bos oA @.E)cf-e's,p(’b ST I P



3. (Banachscher Fixpunktsatz, 7 P.) Zeigen Sie, dass das nichtlineare Gleichungssystem

1 1
r = 3 \/ m% +1, g = 30 ?032 (531 +e)

eine eindeutige Losung {2}, 23)T & R? besitzt,
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4. (544 P.) Es sei

d:RxR— R, (z,y) v+ d(z,y) := |arctan z - arctanyl.
(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik ist.
(¢) dexyg) = 0 t=» Gt tawm(x) = ave bauly)
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(b) Untersuchen Sie (zB anhand der Folge (Za)nenw mit zn = n), ob (R,d) mit der oben

definierten Metrik d vollstdndig ist. Formulieren Sie eine Behauptung und begriinden Sie

diese.
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5. (24342434442 P.) Es sei |

[ R* 2R, _ (:L',y)r—-}f(cc,y)::w2+my+y2m9w—3y+24.

(a) Borechnen Sie Vf(z,y).
. (b) Bestimmen Sie die kritische Stelle (2¢, ) vonr f. (Es gibt nur eine.)
(c) Berechnen Sie Hessf(z, ). '
(d) Untersuchen Sie Hessf(z,y) auf Definitheit.
(e) Zeigen Sie mit Hilfe der Taylor’ schen Formel, dass f in (z¢, yc) ein isoliertes globales Minimum

annimmt.

(f) Berechnen Sie min{f(z,¥) : (2, y) € R%}.
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" 6. (2424148 P.) Fiir (z,y) € R? sei f(z,9) = 32° — ay%.

(a) Begriinden Sie, dass die Funktion f auf B{0) = {(z,y) € R*: 2? +y? < 4} ihr Maximum

und thr Minimum annimmt. -
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(b) Berechnen Sie V f(2,y) und Af(z,y).
Vpoags = Oy -2y )

A~f(x‘a):= 2}(“"2—“{ = 0

(c) Begfﬁnden Sie, dass max{f(:c,y) : (2,9) € B2(0)} = max{f(z,y) : (z,y) € 8B,(0)} und
ebenso min {£(2,7) : (,y) € By(0)} = min {f(2,) : (z,y) € 052(0)}. |
Folpt aues oo fa )}(A‘LLLL&.G..J-AP%‘ L %;fa Lo L rteendad Saly
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(d) Bestimmen Sie alle Extremstelien von f auf &#B2(0) und berechnen Sie |
max {f(2,9) : (2,y) € Ba(0)} sowie min {f(2,9) : (=2,9) € B2(0)}

(Hinweis: Die Aufgabenteile (a) und (c) sind im wesentlichen durch das Zitat passender Sitze aus der
" Vorlesung zu erledigen.)
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7. (646 P.) Gegeberi sel das inhomogene lineare Diffei'ehzialgleichungssystem y' = Py+ @, wobei

22 cosz x
P(z) = ( ) und Qz) = ( 2)
0 2z et

(a) Bestimmen Sie dasjenige Losungsfundamentalsystem Y™ von ' = Py, fiir das Y(0) = Ey

gilt, (F, bezeichne die 2 x 2-Einheitsmatrix.)
(b) Berechnen Sie diejenige Losung ¥, des inhomogenen Systems 3’ = Py + @, die der Anfangs-

bedingung y,(0) = (0,0)7 gentigt.
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