Kapitel I: Maf3- und Integrationstheorie

1. Quader und Figuren

Bez. Sei X eine Menge. Mit P(X) bezeichnen wir die Potenzmenge von X, also die
Menge aller Teilmengen von X.
Seien a = (ay,...,a,), b=(by,...,b,) € R™

a<b: & g <bhfiri=1,...,n
a<b: & aq<bfiri=1,...,n.

Ist a < b, so sei [a,b[:= {z € R"|a < z < b}. Eine solche Menge heifit ein
(achsenparalleler, halboffener) Quader in R™.

Ist a < b, aber nicht a < b, so ist [a,b[= 0.

Die Menge aller Quader im R™ wird mit Q™ bezeichnet.

Fiir [a,b[e Q™ sei

A" ([a,b]) o= (b1 —a1) - ... (bn — an).

Eine Vereinigung von endlich vielen Quadern in R™ heifle Figur in R™. Es sei F"
die Menge aller Figuren in R™.

Def. Sei X eine Menge und R C P(X).
R heifit ein Ring von Teilmengen von X, falls gilt:

(1) 0 eRrR.
(2) Sind A,BeR,soist AUB € R.
(3) Sind A,Be R, soist A\ Be€R.
Satz 1. F" ist ein Ring von Teilmengen von R".

Def. Sei X eine Menge, R ein Ring von Teilmengen von X. Eine Abbildung
1R — RU{oo} heiit ein Pramafl auf R, falls gilt:

(1) u(®) = 0.
(2) W(A)>0 VAER.

(3) Sind Ay, As,... € R paarweise disjunkt und ist U A, € R, so ist

u(UAn) = 3 n(An). i

Satz 2. Es gibt genau ein Pramafl \™ auf F" mit

A ([a, b)) =1 —a1) ...  (bp —an) V]a,b[e Q™



2. 0-Algebren und Mafle

Def. Sei X eine Menge und A C P(X). Dann heifit A eine o-Algebra in X, wenn
gilt:

(1) 0 e A
(2) Ist Ae A, soist X\ A€ A

(3) Al,AQ,...EAi U AmG.A

m=1
Bem. Eine o-Algebra ist ein Ring.
Lemma 1. a) Der Durchschnitt von beliebig vielen o-Algebren in X ist eine o-
Algebra in X.
b) Zu jeder Teilmenge B von P(X) gibt es eine kleinste o-Algebra in X, die B
enthélt.
Bezeichnung: Die kleinste o-Algebra, die B enthilt, wird mit A(B) bezeichnet.

Beispiel: Sei X ein metrischer Raum, 7" die Menge aller offenen Teilmengen von
X. Die Elemente der o-Algebra A(7) heiflen die Borel-Mengen von X.
A(T) enthiilt alle offenen, alle abgeschlossenen und sehr viele weitere Mengen.

Def. Sei A eine o-Algebra in X. Ein Maf auf A ist eine Abbildung p : A — RU{o0}
mit folgenden Eigenschaften:

(1) u(0) =0
(2) w(A)>0vVAcA

(3) Sind Ay, As,... € A paarweise disjunkt, so u (UAm) = Z,u(Am).

Bem. Ein Pramafl auf einer o-Algebra A ist ein Maf} auf A.

Def. a) Ein Paar (X,.A), bestehend aus einer Menge X und einer o-Algebra A in
X, heiflt ein Messraum.

b) Ein Tripel (X, A, i) heit ein Mafraum, wenn (X, A) ein Messraum und g ein
Maf auf A ist.

Satz 1. (MaSlfortsetzungssatz von Carathéodory)

Sei X eine Menge, R ein Ring von Teilmengen von X, p ein Prdmafl auf R. Dann
kann p zu einem Maf} auf der o-Algebra A(R) fortgesetzt werden.

Diese Fortsetzung ist folgendermafen definiert: Ist A € A(R), so sei U(A) die Menge
aller Folgen (B,,) in R mit A C By U By U.... Ist U(A) = 0, so sei u(A) := oo,
andernfalls

M(A) := inf { Z M(Bm) | (Bm) € U(A)} :
m=1
Def. Ein Pramaf} ;1 auf einem Ring R von Teilmengen von X heifit o-endlich, wenn

es eine Folge Ay, Aa, ... in R gibt, so dass gilt:
(1) Ay C Ay CA3C ...

2) X=JAnm

(3) w(lAn) <o VmeN.

Satz 2. Ist R ein Ring von Teilmengen einer Menge X und p ein o-endliches
Prémafl auf R, so kann p auf genau eine Weise zu einem Mafl auf der o-Algebra
A(R) fortgesetzt werden.



3. Das Lebesgue-Maf3

Mit 7™ bezeichnen wir die Menge der offenen Teilmengen von R"™, die sogenannte
Topologie von R™. Sei B™ = A(7™). Die Elemente von B™ heiflen die Borel-Mengen
in R™.

Satz 1. A(F") = B".

Auf dem Ring F" haben wir das Pramafi A™. Dieses ist o-endlich und durch seine
Werte auf Quadern eindeutig festgelegt. Nach 2 ldsst es sich zu einem eindeutig
bestimmten Maf§ A” auf A(F™) = B" fortsetzen. Also:

Satz 2. Es gibt genau ein Mafi A" auf der Menge B™ der Borel-Mengen in R", so
dass fiir jeden Quader [a,b [€ Q™ gilt:

A'([a,b])= (b1 —ay) ...  (by —ap).
A" heifit das Lebesgue-Mafl auf R™.

Def. Eine Abbildung 7" : R™ — R"™ heifit Bewegung oder Kongruenz, wenn bzgl.
der Euklidischen Norm gilt:

[T(z) =T |l=lz-y | Vz,yeR"
Satz 3. Das Lebesgue-Mafi \" ist bewegungsinvariant, d.h.: Ist B € B™ und ist T
eine Bewegung, so ist T'(B) € B” und A\*(T(B)) = \"(B).

Def. Sei H C R™. Dann heifit H eine affine Hyperebene in R™, wenn es einen (n—1)-
dimensionalen linearen Teilraum V von R™ und ein a € R™ gibt mit H =a+ V :=
{a+v|veV}

Satz 4. Ist H eine affine Hyperebene in R", so ist A"(H) = 0.

Folgerung 1. Alle Borel-Mengen, die in einer offenen Hyperebene liegen, haben das
Lebesgue-Maf} 0. Insbesondere haben die einelementigen Mengen das Mafl 0 (falls
n > 0), und daher haben alle abzdhlbaren Mengen das Maf 0.

Folgerung 2. Das Lebesgue-Ma#f eines offenen oder abgeschlossenen, nicht notwen-
dig achsenparallelen Quaders ist das Produkt der Kantenléngen.

Satz 5. Ist A € GL(n,R) und B € B", so ist A(B) € B™ und

N"(A(B)) = | det A| - \'(B).



Exkurs iiber abzidhlbare Mengen

Def. Eine Menge M heiit endlich, wenn es ein m € NU {0} und eine Bijektion von
{1,...,m} auf M gibt. Andernfalls heit M unendlich.

Def. Eine Menge M heif3t abzdhlbar, wenn es eine Bijektion von N auf M gibt.
Satz 1. Eine Teilmenge M einer abzidhlbaren Menge A ist abzéhlbar oder endlich.

Satz 2. Fiir eine Menge M sind dquivalent:
a) M ist abzihlbar oder endlich.
b) Es gibt eine surjektive Abbildung von N auf M.

Satz 3. Sind X;, Xo, X3, ... abzdhlbare oder endliche Teilmengen einer Menge Z,

S0 ist UX 1 abzihlbar oder endlich.
k

Beispiel 1: Q ist abzahlbar.

Beispiel 2: Sind X, Y abzihlbar, so ist X x Y abzéhlbar.
Beispiel 3: Fiir alle n € N ist Q™ abzédhlbar.

Satz 4. R ist iiberabzihlbar (d.h. weder endlich noch abzihlbar).

Def. Wir sagen, dass zwei Mengen X und Y die gleiche Kardinalzahl haben, wenn
es eine Bijektion von X auf Y gibt. Wir sagen, dass X eine kleinere Kardinalzahl
als Y hat, wenn es eine Bijektion von X auf eine Teilmenge von Y, aber keine
Bijektion von X auf Y gibt.

Beispiel: R™ hat die gleiche Kardinalzahl wie R.
Satz 5. P(N) hat die gleiche Kardinalzahl wie R.

Bem. Aus Satz 4 und Satz 5 folgt, dass N kleinere Kardinalzahl als P(N) hat.
Allgemeiner kann man zeigen: Jede Menge M hat kleinere Kardinalzahl als P(M).
Insbesondere gibt es unendlich viele verschiedene unendliche Kardinalzahlen.

Kontinuumshypothese: Jede iiberabzihlbare Teilmenge von R besitzt die gleiche
Kardinalzahl wie R.



4. Messbare Abbildungen

Def. Seien (X, Ax) und (Y, Ay) Messrdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit
messbar (bzgl.Ax und Ay ), wenn gilt:

Ist B € Ay, so ist f~}(B) € Ax.

Wir schreiben dann auch f: (X, Ax) — (Y, Ay).

Satz 1. Seien X, Y metrische Rdume, Bx und By seien die Mengen der jeweiligen
Borel-Mengen. Ist f: X — Y stetig, so ist f: (X, Bx) — (Y, By) messbar.

Bem. Sind f : (X, Ax) — (Y, Ay) und g : (Y, Ay) — (Z, Az) messbar, so ist
gof:(X,Ax) — (Z, Az) messbar.

Bezeichnungen: a) R := R U {—o0, +00}.

b) Ist X eine Menge, so nennen wir eine Abbildung f : X — R eine numerische
Funktion auf X.

c) Sei B := {A € PR)|ANR € B'}. Dann ist B! eine o-Algebra in R. Ihre
Elemente heilen die Borel-Mengen in R. Die Elemente von B! sind von der Form
B oder BU{cc} oder B U {—o0} oder BU {00, —oo} mit B € B.

d) Ist (X,.A) ein Messraum, so heifit eine numerische Funktion f auf X messbar,
wenn f: (X, A) — (R, B') messbar ist.

Im Folgenden sei (X, .A) ein Messraum.

Beispiel: Sei A € P(X). Die charakteristische Funktion x4 von A ist definiert

durch
1 falls ze€ A

Xa(@) = { 0 . falls z¢A
Es gilt: x4 ist messbar <= A € A.
Satz 2. Sei f eine numerische Funktion auf X. Dann sind dquivalent:
a) f ist messbar.
b) Fiir alle « e Rist {z € X | f(z) > a} € A
a} € A

>
<a}eA

)
) (z)
c) Fir alle « e Rist {zx € X | f(z)
d) Fiir alle a € Rist {x € X | f(x)

) (@)

e) Firallea e Rist {zx € X | f(z) < a} € A.

Satz 3. Seien f, g messbare numerische Funktionen auf X. Dann gilt:

8) o€ X|f(2) < g()} € A
b) {z € X| f(z) < g(a)} € A
¢) {a € X|f(x) = gla)} € A
d) {2 € X| f(z) # g(a)} € A

Satz 4. Seien f,g: X — R messbar. Dann sind f + g und fg messbar.
Def. Sei (a,) eine Folge in R.

limsupa, := lim (sup{ax |k > n}) € R.

n—oo

liminf a, := lim (inf{ax |k > n}) € R.

n—oo



(Beachte: Die Folge (sup{ax | k > n}), ist monoton fallend, daher existiert ihr Limes
in RU {oo, —00}.)

Bem. Eine Folge (a,,) in R konvergiert genau dann gegen a € R, wenn

limsup a, = a = liminf a,,.
n— o0 n—oo

Satz 5. Seien f, (n € N) messbare numerische Funktionen.

a) Die Funktionen sup f,, und inf f,, sind messbar.
n n

b) Die Funktionen limsup f,, und liminf f,, sind messbar.

n— o0 n—00

c) Die Folge (f,) konvergiere punktweise in R. Dann ist lim f,, messbar.

n—oo



5. Integrationstheorie

Sei (X, A, 1) ein Mafiraum.

Def. Eine Funktion f: X — R heifit mnichi-negative Treppenfunktion auf X, wenn
gilt:

flz) >0 VzelX,

f ist messbar,

f nimmt nur endlich viele Werte an.

Sei 7T = 71(X) die Menge der nicht-negativen Treppenfunktionen auf X.
Bez. Sei f € TT. Ist X die disjunkte Vereinigung von A;,...,A,, € A und sind
a1y ..y € [0,00 [ mit f = Z a; x4, (wobei die a; nicht notwendig verschieden

i=1
sind), so nennen wir dir Zerlegung f = Y «; x4, eine Normaldarstellung von f.

Def. Sei f € 77 und sei f = Z a; X 4, eine Normaldarstellung von f. Dann heifit

i=1

[ fdp:= Zai w(A;) das Integral von f.
j=1

Satz 1. Sei M™ die Menge aller messbaren, nicht-negativen numerischen Funk-
tionen auf X. Fiir jedes f € M gibt es eine wachsende Folge (g,) in 7+ mit

[ =supgn.
n

Def. Sei f € M™. Man wihlt eine wachsende Folge (g,,) in 7+ mit f = sup g, und

/fdu = sup/gndu-

Satz 2. (Satz von der monotonen Konvergenz)
Ist (f,) eine wachsende Folge in M, so ist sup f, € M™* und
n

/sup Jndp = sup / fndp.

(o)
Folgerung: Ist (f,,) eine Folge in M™, so ist Z fn € M und

setzt

n=

1
/(ifn)du—i/fnd#-

Bez. Fiir f : X — Rsei f* := sup(f,0), f~ := (—f)T = —inf(f,0). Dann ist
f=fr=fwmd|f[=fT+f".

f ist genau dann messbar, wenn f und f~ messbar sind.

Def. Eine numerische Funktion f auf X heifit (u—)integrierbar, wenn sie messbar
ist und wenn [ f*dp und [ f~ dp endlich sind. Dann schreiben wir

[tan= [ f@dute) = [ £ au- [ 1 an
X

und nennen diese reelle Zahl das Integral von f.



Satz 3. Sind f, g integrierbare numerische Funktionen auf X, a € R, so sind auch
af, f+ g (falls dies auf ganz X definiert ist), sup(f,g) und inf(f, g) integrierbar,

" /(af)du=a/fdu,/(f+g)du=/fdu+/gdu-

Ist f <g,soist [ fdu< [gdu.
Insbesondere ist | [ fdu| < [ |f]dp.

Beispiel 1. Sei X eine Menge, a € X. Betrachte den Mafiraum (X, P(X), ¢,) mit

1 , fallsae A
€al4) = { 0 , sonst.
Integrierbar beziiglich ¢, ist eine Funktion f genau dann, wenn |f(a)| < oo, und

dann ist [ fde, = f(a).

Beispiel 2. Sei X = N. Es gibt genau ein Ma8l  auf P(N) mit p({n}) =1 Vn e N.
Betrachte den Mafraum (N, P(N), u). B
Die numerischen Funktionen auf X sind die Folgen f = (f(n)), in R.

Integrierbar ist eine solche Folge (f(n)), genau dann, wenn die Reihe Z f(n)

n=1

absolut konvergent ist. Dann ist [ fdu = Z f(n).
n=1

Def. Sei (X, A, 1) ein Mafiraum.

a) N C X heiit u—Nullmenge, wenn N € A und pu(N) = 0.

b) Ist f : X — R eine Funktion, so sagen wir: f = 0 fast diberall, wenn es eine
Nullmenge N gibt mit {z € X | f(z) # 0} C N.

Satz 4. Fiir f € M7 gilt:
/fd,u =0« f =0 fast iiberall.

Folgerung. Zwei integrierbare Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unter-
scheiden, haben dasselbe Integral.

Wir nenne demgeméf eine Funktion integrierbar, wenn sie nach eventueller Ergénzung
oder Abéanderung auf einer Nullmenge integrierbar ist.

Bezeichnungen:
a) Ist f eine A™-integrierbare numerische Funktion auf R™, so heifit f Lebesgue-
integrierbar; statt [ f dA\™ schreibt man auch

/f(x) d\"(z) oder /f(x) dx oder /f(z:l, ooy xp)dey .. dy,
RTL Rn Rn

und nennt dies das Lebesgue-Integral von f.

b) Allgemeiner: Ist Y € B", so sei B"(Y):={B € B"|BCY}.

Dann ist B"(Y") eine o—Algebra in Y. Durch B +— A\"*(B) erhélt man ein Mafi A"| Y
auf B"(Y).

Man hat also einen Mafiraum (Y, B™(Y), A"|Y).

Ist f:Y — R eine numerische Funktion, die integrierbar beziiglich A" | Y ist, so
schreibt man

fd\" oder [ f(z)d\"(xz) oder [ f(x)dz oder [ f(x1,...,2,)dx1...dx,
oo | e |

statt [ fd(A"]Y).



6. Die Vertauschbarkeit des Integrals mit Grenz-
prozessen

Sei (X, A, 1) ein Mafiraum.
Wir kennen bereits den Satz von der monotonen Konvergenz.

Satz 1. (”Lemma von Fatou”) Sei (f,,) eine Folge in M und f := liminf f,.

Dann ist f € M™T und
/fdu < liminf/fn du.

Satz 2. (Satz von der majorisierten Konvergenz)

Sei (f,) eine Folge integrierbarer R-wertiger Funktionen auf X, die fast iiberall
punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare R-wertige
Funktion g auf X mit | f,,(z)| < g(x) Vz € X,n € N. Dann ist f integrierbar und

/fdu:nllrr;o/fndu.

Satz 3. Sei pu(X) < oo. Sei (f,) eine Folge R-wertiger integrierbarer Funktionen
auf X, die gleichméBig gegen die Funktion f : X — R konvergiert. Dann ist f

integrierbar und
/fdu— lim /fndu

Satz 4. Seien a,b € R mit ¢ < b und sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar.
b

Dann ist f Lebesgue-integrierbar, und das Riemann-Integral / f(x)dz und das

Lebesgue-Integral / f(z)d\(x) stimmen iiberein.
[a,b]

Bemerkung. Eine Funktion f : R — R, die uneigentlich integrierbar ist im Sin-
ne von Analysis I, ist nicht notwendigerweise Lebesgue-integrierbar, ndmlich dann
nicht, wenn |f| nicht uneigentlich integrierbar ist, wie es z.B. fiir die Funktion

fla)="2

Bezeichnungen: Ist [ ein Intervall mit den Endpunkten a,b, wobei
—00 < a<b< oo, und ist f eine auf I Lebesgue-integrierbare numerische Funkti-
b

on, so schreibt man /f(x) dz statt /fd)\l.

b

Wenn man irgendwo / f(z) dz liest, ist immer zu kliren, ob es sich um das Integral

a
einer Lebesgue-integrierbaren Funktion oder um ein uneigentliches Integral handelt!

Sei (X, A, p) ein Mafiraum, I ein offenes Intervall in R und f : T x X — R eine
Abbildung.

Fiir t € I sei f; : X — R definiert durch fi(z) := f(¢, ).

Fiir x € X sei f*: I — R definiert durch f*(t) := f(t, x).

Wenn f* an der Stelle ¢ differenzierbar ist, so schreiben wir

Of oy
St = ()@

0
und sagen, dass —f(t,x) existiert.

ot



Satz 5. f : I x X — R habe die folgenden Eigenschaften:

a) Fiir alle t € I ist f; integrierbar.
. ... of
b) Fiir alle t € I,z € X existiere a(t, x).
c) Es gebe eine integrierbare Funktion g mit
’%(t,x) | <g(z) Vtel,zeX.
Definiere F': I — R durch

F(t) ::/f(t,x)du(x).

X
Dann gilt:
1) F ist differenzierbar.
2) (88—{)75 : X — R ist integrierbar fiir t € I.
3) F'(t) = /%:(t,x) du(xz) Vtel.

X

10



7. Der Satz von Fubini

Bezeichnungen: a) Seien n,m € Nund N :=n + m.
Wir schreiben die Elemente von RY in der Form (x,) mit z € R" und y € R™,

b) Ist E C RN,z € R*,y € R™, so sei
Ey :={n e R"[(z,n) € E},
BV = {€ € R"|(&,) € B},
Satz 1. Sei E € BY. Dann gilt:
1) Fir jedes x € R™ ist E, € B™.
2) Die numerische Funktion x — A" (E,) auf R™ ist messbar.

f A" (E,) dA™(z) = [ A™(EY) dA™(y).
RNL

Folgerung. (Cavalierisches Prinzip) Seien E, E’ € BY mit \™(E,) = \™(E.)
YV x € R™. Dann ist AV (E) = A\N(E').

Satz 2. Sei f eine messbare nicht-negative numerische Funktion auf R™ und sei
M7= {(z,t) eR" xR |0 <t < f(x)}.

Dann ist M7 € B! und
ALy = /fd)\".

R

n
Beispiel. Das Kugelvolumen. Sei B,,, := {z € R"| fo < r?}. Man zeigt

i=1
durch Induktion nach n:
1 2m ..
—a"r fir n=2m
A (Bn,r) = om
melp?mel fir on=2m -1

1-3-...-(2m—1)

Satz 3. Sei f eine messbare nicht-negative numerische Funktion auf RN, N = n+m.
Dann sind die folgenden 4 numerischen Funktionen messbar und nicht negativ:

1) .+ f(x,y) fir festes y € R™,
2) y— f(x,y) fiir festes x € R™,
3) yr [ fla,y)d\" (@),

R’Vl

4) z— [ f(z,y)d\"(y),
Rm
und es gilt:

/fxydAN(xy - [ ([ teparw)av)

R’Vl m
- / ( / f(,y) dA™(z)) dA™ (3).
R‘V‘n R'Il

11



Satz 4. (Fubini) Sei f eine integrierbare numerische Funktion auf RY, N = n+m.
Fiir fast alle x € R™ ist dann die Funktion y — f(x,y) integrierbar auf R™, die f.ii.
definierte Funktion = — [ f(x,y) dA\™(y) ist integrierbar auf R", und es gilt:

R» Rm™

[rewiey = [ ([ 1epire) oo
J

_ / (/f(x,y) X" () A (y).

R™ Rn

Folgerung. Sei f Lebesgue-integrierbar auf R™. Dann ist

(oo} (oo}
/fdx\"z / (.- ( / f(@1,... zn) dy) ... ) day,.
R —oo —00
Man kann auch jede andere Reihenfolge der Variablen z1, ..., z, benutzen.

Bem. Im Satz von Fubini ist die Voraussetzung, dass f integrierbar ist, wichtig. In
vielen Féllen iiberpriift man fiir messbares f diese Voraussetzung so:

Man muss zeigen, dass | f | integrierbar ist, d.h. dass [ |f|d\" < co. Dafiir rechnet
RN
man [ |f|d\Y mithilfe von Satz 3 aus.
RN

12



8. Die Transformationsformel

Def. Sei k € NU {0} und seien U,V offen in R™. Eine Abbildung ¢ : U — V heifit
ein C*-Diffeomorphismus von U nach V, wenn gilt:

a) @ ist eine Bijektion,

b) ¢ ist von der Klasse C*,

c) 71V — U ist von der Klasse C*.

Bem. a) C?-Diffeomorphismus = Homéomorphismus.
b) Ist ¢ : U — V ein Hom6omorphismus und A C U eine Borel-Menge, so ist
©(A) = (¢~ 1)71(A) eine Borel-Menge nach Paragraph 4, Satz 1.

Satz 1. (Transformationsformel) Seien U,V offen in R”, ¢ : U — V sei ein
C'-Diffeomorphismus.
a) Ist A C U eine Borel-Menge, so ist

A"(p(A)) = / |det Dp() | da.
A

b) Eine Funktion f : V — R ist genau dann integrierbar, wenn
|det Do |- (f o) : U — R integrierbar ist.

¢) Ist f: V — R integrierbar, so ist

[sway= [ et dee Dot da
\4 U

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten. Definiere ¢ : [0, 00 [x[0,27] — R? durch
o(ryt) := (r-cost,r-sint).

Satz 2. Eine Funktion f : R?2 — R ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion

(r,t) = - fo(r,t))

iiber [0, 00 [x[0, 27 ] integrierbar ist und dann gilt:

eI 21 oo
//f(a:,y)dmdyz//f(rcost,rsint)-rdrdt.
—00 —00 0 0

Bew. Wende Satz 1 an mit U :=]0,00[x]0,27 [, V :=R2\ {(z,0)| z > 0}.
Dann liefert ¢ einen C!-Diffeomorphismus von U auf V, und R? \ V und
([0,00[%x[0,27]) \ U sind Nullmengen.

Anwendung:

([ e’ dx)2:( Il e‘xzdx)(f e‘yzdy)
oo oo 27 0o

= J e_(”z"’yz)dwdy:ffe_rzwdrdgo
—00 —00 00

o L 2]
=2ﬂ'fer-rdr:27r[—§er] =7
o 0

= [ e do = /.

— 00
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9. Die Riaume L?

Bezeichnungen: Sei (X, A, 1) ein Mafiraum, p € [1,00].

a) Ist f eine messbare numerische Funktion auf X, so sei

1 £ llp= (/|f|pdu)“” € [0,00].

(Beachte: Mit f sind auch | f | und | f |P nach § 4 messbar.)

b) LY(X) :== LY(X, A, p) := {f : X — R| f ist messbar und || f ||, < oo}.

Bem. £!(X) = { integrierbare R-wertige Funktionen auf X}.

Beispiel: Sei X ={1,2,...,n},A=P(X),u({k})=1 Vke X.

Dann sind alle Abbildungen f : X — R integrierbar, und [ fdu = zn:f(z) Die

i=1
Menge aller Abbildungen f : X — R kann mit R™ identifiziert werden vermoge

fe (f(Q),..., f(n). Also LP(X, A, 1) = R, und unter dieser Identifikation gilt
fir x = (z1,...,2,) € R™

= (> o P)7.
=1

Fiir p = 1,2 erhalten wir daher die bereits in Analysis IT mit || . ||1,] . |2 bezeich-
neten Normen auf R™.

Satz 1. (H6ldersche Ungleichung) Sei p € R mit 1 < p < oo, und sei ¢ definiert
durch % + % =1.

Dann gilt fiir zwei messbare numerische Funktionen f, g auf X:

gl <0 Fllp-Nlgll-

Sind insbesondere f, g € £2(X), so ist fg integrierbar.
Folgerung. Ist ;(X) < oo, so ist £P(X) C L}(X) fiir p > 1.
Satz 2. (Minkowskische Ungleichung) Ist 1 < p < co und sind f, g messbare

numerische Funktionen auf X, so dass f + g iiberall definiert ist, so ist

If+gl<Uflle + lgls -

Sind insbesondere f,g € LP(X), so ist auch f + g € LP(X).
Daher ist £P(X) ein R-Vektorraum.

Bem. Im Allgemeinen ist (LP(X),| . ||p) kein normierter Raum, denn es kann
Funktionen f # 0 geben mit || f ||, =0.
Nach § 5, Satz 4 ist

{felX)] | fll,=0}={f:X — R|fmessbar und f =0 f.i.} =: N (X).

Dies ist ein Untervektorraum von £P(X).

Def. LP(X) := LP(X)/N(X).
Ist f € LP(X), so bezeichne f die Klasse von f in LP(X).
Durch || f ||, :==|| f ||, wird LP(X) zu einem normierten Raum.

Satz 3. (Fischer-Riesz) Fiir 1 <p < oo ist LP(X) ein Banach-Raum.
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Def. Eine Abbildung f = (f1,...,fn) : X — R™ heifit integrierbar, wenn alle
Funktionen f; : X — R integrierbar sind. Schreibe dann

[ran=([ frdn....fudw e v

Insbesondere ist f : X — C genau dann integrierbar, wenn Re f und Im f integrier-

bar sind, und dann ist
/fdu:/Refdu—i—i/Imfd,u.

Bem. Sei f = (f1,..., fn) : X — R"™ eine Abbildung.

a) Aquivalent sind:
(1) f:(X,A) — (R™, B™) ist messbar.
(2) Alle f; sind messbar.
b) Aquivalent sind:
(1) f ist integrierbar.
(2) f ist messbar und [ || f(z) ||z du(x) < oo.

Bez. Fiir 1 < p < oo schreibt man
LE(X) :={f: X — C| f ist messbar und /|f|pdu < 00}

Dann ist £{(X) die Menge der integrierbaren Funktionen X — C.
Fir f € L2(X) sei || f [lp= () [£7 du)'/”.

Ne(X) :={f: X — C| f ist messbar und f =0 f.ii.}.

Le(X) = L&(X)/Ne(X).

LE(X) ist ein komplexer Banach-Raum.
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Kapitel II: Fourier-Theorie
10. Die Faltung

Konstruktion: Seien f,g € £!(R"). Nach Fubini (genauer: nach § 7, Satz 3) gehort
die Funktion

R*™ 3 (z,y) = f()g(y) €R
zu L1(R?"). Nach der Transformationsformel ist auch
(x,y) = fx)g(y — )
iiber R?" integrierbar. Nach Fubini existiert das Integral
/f(:v)g(y —a)de
R’!L

fiir alle y € R™ mit Ausnahme einer Nullmenge N C R™. Fiir y € R™ \ N schreiben
wir:

(fx9)(y) == an f(x)g(y — x) dx.

Nach Fubini ist die f.ii. definierte Funktion f * g iiber R™ integrierbar. Wir nennen
f * g die Faltung von f und g. Indem wir die Klasse f € L' einer Funktion f € £!
wieder mit f bezeichnen, haben wir damit eine bilineare Abbildung

x: LYR™) x LY(R™) — LY(R™).

Eigenschaften der Faltung:
Eigenschaft 1: | f+g [ <| /1 - |l ¢l
Eigenschaft 2: fxg=gx f.
Eigenschaft 3: (f«g)xh = fx(g=*h).

Erinnerung: Eine Teilmenge K von R™ heifit kompakt, wenn sie beschrinkt und
abgeschlossen in R"™ ist.

Def. a) Ist f eine Funktion auf R™, so heifit
Supp (f) := Abschluss von {x € R"|f(x) # 0}.

der Trdger von f.

b) Ist k € {0,1,2,...,00}, so bezeichnen wir mit C*(R") die Menge der Funktionen
f:R™ — R (oder C), die von der Klasse C* sind und mit C*(R") die Menge der
f € C*(R™), die kompakten Triger haben.

C(R") := CO(R"), C.(R") := CY(R™).

Die Elemente von C2°(R™) heiflen die Testfunktionen auf R™.

Beispiel: Definiere h : R — R durch

0 fir <0
hiz) = { exp(—2%) fir x> 0.

Setzt man ho(z) := h(1 + x) h(1 — x), so ist hy € C°(R) mit Supp(hg) = [—1,1].
Definiert man g : R” — R durch

g(1, ..., xn) == ho(z1) - ... - ho(zn),
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so ist g eine Testfunktion auf R™ mit Supp(g) = [-1,1]™.
Eigenschaft 4: Haben f,g € L'(R") kompakten Triiger, so hat auch f * g kom-
pakten Tréager.
Eigenschaft 5: Ist f € L'(R") und g € C>*(R"), so ist f* g € C*°(R™) und
0
axi

dg

(fxg)=F=(

Satz 1. C2°(R") liegt dicht in L'(R"), d.h. fiir jedes f € L'(R") gibt es eine Folge
von Testfunktionen, die gegen f konvergiert.

Der Rest von § 10 liefert u.a. einen Beweis von Satz 1.

Satz 2. Ist A € B", so ist
AM(A) = inf{\"(U) | U ist offen in R™ mit U D A}.
Satz 3. Ist A € B", so ist
A"(A) = sup{\"(K) | K ist kompakt und K C A}.
Satz 4. Sei (g,,) eine Folge in £1(R™) mit folgenden Eigenschaften:
(1) gm = 0.

2) [ gm ll,=1.
(3) Supp(gm) C Be,, (0) mit €, — 0.
Dann gilt fiir jedes f € LY(R"):

dim | g f— f 1,=0.
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11. Die Fourier-Transformation

Fir z,y e R" sei < x|y >= > zpyp und || z ||= /< x|z >.
k=1
Def. Sei f € LL(R™) und € € R™. Dann ist
(%) z e flz)et<1e

eine messbare Funktion auf R” und | f(x)e~*<*I¢>| = |f(z)|.
Deswegen ist () integrierbar; schreibe

r 1 —i<x| &>
f(€) ?Zw/f(fﬁ)e <& dy
Rn

und nenne f : R™ — C die Fourier-Transformierte von f.

Bem.1. Diese Definition bedeutet:

f(f):(%snm(/f(x)cos<x|§> dm—z’/f(x)sin<x|§> dz).

R R

Ist also n =1 und ist f eine gerade Funktion, also f(—xz) = f(z) fir € R, so ist

f(&)—ﬁ()/fm £d

Beispiel 1. Sei n =1 und f = x[_1,1)- Dann ist

flo =2 2 om

Beispiel 2. Sei f(z) = max(0,1 — |z |). Dann ist

2 2 1-—cos& 1
=4/— ——— € L'(R).
fo =z == er'm
Beispiel 3. Sei f wie in Beispiel 2. Dann istf =f.
Beispiel 4. Ist f(z) = e /2 soist f = f.
Beispiel 5. Sei r eine feste Zahl > 0. Ist f € £}(R) und

g(x) :==r f(rz),

so ist §(¢) = f(¢/7).

Beispiel 6. Sei k € N und gr(z) := max(0,k — k%|z|). Aus den vorangegangenen
Beispielen folgt: g, = g

Bem.2. Ist f € £!, so ist f stetig.

Bem.3. Ist f € £, so ist f beschrinkt mit

1

|f(f)| < W I fl1 VEeR™

Satz 1. a) Ist f € C1(R™) und 1 < k < n, so ist

) 1) = 65660
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b) Sei f € LY(R") und 1 < k < n.

Die Funktion x — zy, f (z) sei integrierbar; wir bezeichnen sie mit x, f. Dann existiert

aan;’ und es gilt: )
of _ . A
Txk = —i(wg f)".
Satz 2. Ist f € LY(R"), so ist ”El”im fe)=o.

Satz 3. Sind f,g € L1(R"), so ist (f * g)" = (27)"/2f§.

Satz 4. (Umkehrformel der Fourier-Theorie)
Sei f € LY(R™) mit f € £L}(R™). Dann ist

7) = 1 n ei<w\£>
1@) = Gy // fleyer<rie> e

fur fast alle x € R™.
Bez. Fiir g € £1(R") heifit die stetige Funktion g mit

= — 1 <&l x>
g(x) = W/g(f)e tle>qe

R‘n.
die inverse Fourier-Transformierte von g.
Bem.4. Mit dieser Bezeichnung lautet die Umkehrformel:
Ist f € LY(R™) mit f € L'(R™), so ist f = f.

Bem.5. Ist n = 1 und ist f eine gerade Funktion, so ist f = f; ist f eine ungerade
Funktion, so ist f = —f.

Bem.6. Sind f,g € £, so sind fg und f§ integrierbar und [ fg = [ fg.
Bem.7. Ist g € L1, soist § = g.
Bem.8. Ist f € C°(R), so ist || f [2=] f |-

Erinnerung an die Lineare Algebra:

Def. Sei H ein Vektorraum iiber C (oder R). Eine hermitesche Form auf H ist eine
Abbildung (z,y) — (x| y) von H x H nach C (oder R) mit folgenden Eigenschaften:

a) (z+2'|y) = (z]y) + («'|y) fir z,2",y € H.
b) (az|y) = a(x|y) fir o € C (oder R),z,y € H.
c) (ylz) = (z|y) fir z,y € H.

Bem. Fiir eine hermitesche Form (.|.) auf H gilt:

(zly+y) = (2|y) + (z[y)
(z] ay) = (x| y)
(x|z) eR.

Def. Eine hermitesche Form (.|.) auf H heifit ein Skalarprodukt, wenn zusétzlich
gilt:

d) (z]z) >0 fir z € H.

e) Ist x # 0, so ist (x| x) > 0.
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n
Beispiel: C" mit (z|y) := Za:j 7j-
j=1
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Ist (.|.) ein Skalarprodukt, so

| (zly)? < (z]2) - (y|y) Y,y

Folgerung: Ist (.|.) ein Skalarprodukt auf H, so erhilt man eine Norm auf H durch

|z [l:= /(z[z).

Def. Sei H ein Raum mit Skalarprodukt. Wenn H mit der Norm || z ||= /(x| x)
ein Banach-Raum ist, so heifit H ein Hilbert-Raum.

Beispiel: Sei (X, A, i) ein MaBraum. Dann ist L2(X) ein komplexer Hilbert-Raum
mit dem Skalarprodukt

mm:/mm

(Nach der Hélderschen Ungleichung ist fg integrierbar; nach Fischer-Riesz ist LZ(X)
ein Hilbert-Raum.)
Ebenso ist L2(X) ein reeller Hilbert-Raum.

Spezialfille: 1) Ist X = {1,...,n}, A =P(X) und p({k}) =1 Vk € X, so ist
L4(C) =C" und L(X) = R" mit dem iiblichen Skalarprodukt.

2) Ist X =N, A=P(N) und pu({k}) =1 VEkeN, so ist

L2(X) = {(zn)nen| 2n € Cund Y |z, |* < oo}

mit dem Skalarprodukt ((z,)| (yn)) = an Un-

Diesen Hilbert-Raum bezeichnet man mit /2. Entsprechend hat man /3.

Def. Seien Hy und Hj zwei Vektorrdume mit Skalarprodukt (beide iiber C oder R).
Ein linearer Isomorphismus ¢ : H; — Hy mit || p(z) ||=|| « || fiir # € Hy heifit eine
Isometrie von Hy auf Hs.

Satz 5. (Satz von Plancherel) Es gibt eine eindeutig bestimmte Isometrie
F:L*(R") — L*(R")
mit F(f) = f fiir alle f € L2(R"™) N L*(R™).

Notation: Meist schreibt man auch f statt F(f) fiir die f € L2, die nicht in L!
liegen.
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12. Distributionen

Sei U eine offene Teilmenge von R™.
Fiir einen Multi-Index v = (v1,...,v,) € N sei

DY :C*®(U) — C*(U)
definiert durch gortoctin §
A
Def. Sei K eine kompakte Teilmenge von U.
a) DU; K) := {f € C(U)| supp(f) € K}.
b) Ist (¢k) eine Folge in D(U; K) und ¢ € D(U;K), so sagen wir, dass (o)

in D(U; K) gegen ¢ konvergiert, wenn fiir jeden Multi-Index v die Folge (DY ¢y)
gleichméBig gegen DY ¢ konvergiert.

¢) Ist X ein metrischer Raum und h : D(U; K) — X eine Abbildung, so heifit A
stetig,wenn gilt:

Konvergiert die Folge (¢x) in D(U; K) gegen ¢, so konvergiert (h(pg)) in X gegen
h()-

Def. D(U) := UD(U; K),wobei K alle kompakten Teilmengen von U durchléuft.

DY f .=

K
Die Elemente von D(U) heiflen die Testfunktionen auf U.
Def. Eine Distribution auf U ist eine C-lineare Abbildung

T: DU) — C
o = <T,p>,

die die folgende Eigenschaft hat: Fiir jede kompakte Teilmenge K von U ist die
Einschriankung von T auf D(U; K) stetig.
Mit D'(U) bezeichnen wir den C-Vektorraum aller Distributionen auf U.

Beispiel 1: Eine Funktion f : U — C heif3t lokal integrierbar, wenn fiir jede kom-
pakte Teilmenge K von U die Funktion f-x g Lebesgue-integrierbar ist. Mit .CllOC(U)
bezeichnen wir den C-Vektorraum der lokal integrierbaren Funktionen auf U. Jede
stetige Funktion ist lokal integrierbar.

LrU) C L), (U) Vp>1.

Ist f e Elloc(U ), so definiert man eine Distribution Ty € D’(U) durch
<Tpp>i= [ )l do
U

Sind f,g € ﬁioc(U)’ so gilt:

Tf:Tg<=>f=g f.i..

Setzt man also Llloc(U) = E%OC(U)/N(U), wobei N(U) der Raum aller f.ii. ver-

schwindenden messbaren Funktionen auf U ist, so erhélt man eine injektive lineare
Abbildung
Lioc(U) — D'(U)
f — Ty

Deswegen nennt man Distributionen auch verallgemeinerte Funktionen.
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Beispiel 2: Sei p ein Maf auf der o-Algebra B(U) aller in U enthaltenen Borel-
Teilmengen von R™. Fiir jede kompakte Teilmenge K von U sei u(K) < oco. (Man
nennt dann y ein Borel-Maf auf U.)

Man erhélt eine wieder mit u bezeichnete Distribution auf U durch

< piyp >i= /cp(x) dp(z).

U

Spezialfall: Sei a € U und ¢, das Dirac-Maf} im Punkt a, also

1, falls a€A
ca(d) = { 0 sonst.

Dann haben wir die Dirac-Distribution €, auf U,
<éq,p >=p(a) Ve D).
Def. Ist T € D'(U) und v € Njj, so definiert man D¥T € D’(U) durch
<D'T,p >= (1)1 < T D¢ > .
Bem. Ist f € C"(U) und v4 + ...+ v, <, so folgt mit partieller Integration:
DTy = Tpe .

Beispiel: Sei H : R — R definiert durch H(z) := 0, falls # < 0 und H(x) := 1, falls
x > 0. Dann ist
I)j}{ = £&0-

Bem. Man kann nicht von allen Distributionen in D’(R™) die Fourier-Transformierte
bilden, sondern nur von einer Teilklasse:

Def. Die schnell fallenden Funktionen oder Schwartzschen Funktionen auf R™ sind
die Elemente von

SR™):={f e C®R")| sup (I+ ||z ||™) - |ID"f(z)] <oo YmeN, v e N}
zeR™

Es gilt:
D(R™) c S(R") C LP(R™).

Die Fourier-Transformation liefert eine Bijektion von S(R™) auf sich.

Def. a) Eine Folge () in S(R™) konvergiert gegen ¢ € S(R™), wenn fiir jedes
m und jedes v die Folge der Funktionen = — (1+ || = ||™) D" pr(z) fir k — oo
gleichmiiBig gegen die Funktion = — (14 || = ||™) D¥¢(x) konvergiert.

b) Ist X ein metrischer Raum, so heifit eine Abbildung h : S(R") — X stetig, wenn
fiir jede Folge (¢ ), die in S(R™) gegen ¢ konvergiert, die Folge (h(y¢y)) in X gegen
h(y) konvergiert.

Def. Sei §'(R™) der C-Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen

T: SR") — C
© — <T,p>.

Bem. Indem man T € S'(R™) auf D(R™) einschrinkt, erhélt man eine injektive
lineare Abbildung
§'(B") — D'(R"):
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man betrachtet die Elemente von &’(R™) als Elemente von D’(R™) und nennt sie
temperierte Distributionen.

Def. Ist T € S'(R™), so definiert man 7' € S'(R™) durch
<T,p>=<T,p> YpeSR

und nennt 7 die Fourier- Transformierte von T.
Bem. &’ ist viel grofier als L' und L2.

Beispiel: Sei 1 die konstante Funktion auf R mit Wert 1. Dann ist T3 € S'(R™)
und

T1:v271'-60 5 50:7~T1.
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13. Hilbert-Raume

Sei H ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (.|.) und zugehériger Norm || . ||.

Def. a) Eine Familie (ej)je; von Elementen von H heifit ein Orthonormalsy-
stem(ONS), wenn
(1 fir Q=g
(€i|€j>_{ 0 fir i+ j.

b) Ein ONS (e;) heifit vollstindig oder eine Hilbert-Basis von H, wenn die lineare
Hiille V' der Menge {e; | j € J} dicht in H ist, wenn es also fiir jedes z € H und
jedes € > 0 ein a € V gibt mit

|z—al<e.

Bemerkung 1. Ein ONS (e;) ist linear unabhéngig.

Satz 1. Ist (e;)1<j<n ein ONS in H und V die lineare Hiille von {e; | 1 < j < n},
so gibt es zu jedem x € H genau ein y € V mit

[z—y l=nf{]|z—z][zeV}

n
Fiir dieses y gilt: y = Z(x| ej)e; und
j=1

n
lz—y 2=l =D | (ley) .
j=1

Satz 2. (Besselsche Ungleichung) Sei (¢;);jcs ein ONS in H und « € H. Dann
ist (x| e;) # 0 fiir hochstens abzéhlbar viele j und

Z\(wlej)lzﬁ\\wll2~

Def. Eine Familie (z;);ec; von Elementen von H heifit summierbar, wenn es ein
Element x € H gibt, so dass gilt: Fiir jedes € > 0 existiert eine endliche Teilmenge

FE von J, so dass
le=> wjll<e
jeK
fiir jede endliche Menge K mit £ C K C J. Das Element x ist dann eindeutig
bestimmt; man schreibt x = Z xj.
jeJ

Bemerkung 2. Eine endliche Familie ist summierbar.
Bemerkung 3. Fiir eine Familie (z;),cs in H sind &quivalent:

a) (x;) ist summierbar.

b) Fiir jedes € > 0 gibt es eine endliche Teilmenge E von J, so dass || Z zj||<e

jEL
fiir jede endliche Teilmenge L von J mit EN L = {).

Bemerkung 4. Ist (z;) summierbar, so sind héchstens abzdhlbar viele z; # 0.

Bemerkung 5. Ist J abzéhlbar, so sind dquivalent:

a) (x;) ist summierbar mit Z x; = .
J
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oo
b) Fiir jede Bijektion o : N — J ist Z To(n) = T

n=1

Bemerkung 6. Ist H = C, so ist die Familie (2,)nen genau dann summierbar,
oo

wenn die Reihe Z x, absolut konvergent ist.

n=1

Satz 3. Sei (ej)jes ein ONS in H und A; € C (oder R) fiir j € J. Dann sind
dquivalent:

a) Es gibt ein 2 € H mit (z|ej) =X; VjeJ.
b) YN\ 2 < oo
JjeJ
Satz 4. Sei (e;);jes ein ONS in H. Dann sind dquivalent:
a) (ej)jes ist vollstandig.

b) Fiir jedes x € H ist die Familie ((z|e;)e;) jcs summierbarund z = )" (2| ¢;)e;.
jeJ

c) Fir alle z,y € H ist (z|y) = >_ (z]e;)(ej] y).
J€J
d) Firallez € Hist |z ||2= Y | (z]e;) ]
jeJ
e) (ej)jes ist ein maximales ONS.

f) Ist € H und (z]e;) =0 Vje J,soist  =0.

Beispiel: In H = [? ist e; = (1,0,0,0,...), es = (0,1,0,0,0,...),... ein vollstindi-
ges ONS.
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14. Fourier-Reihen
Satz 1. Fiir n € Z sei ¢, : [-1,1] — C gegeben durch

TiNnT

n(z) = —
on(@) = 5
Dann ist (¢n)nez ein vollstdndiges ONS in LZ[—1,1].

Def. und Bem. Sei P der komplexe Untervektorraum des Raumes aller Funktionen
[-1,1] — C, der von den ¢, erzeugt wird. Die Elemente von P, also die endlichen
komplexen Linearkombinationen der ¢,,, heilen die trigonometrischen Polynome.
Satz 1 besagt: Die trigonometrischen Polynome liegen dicht in LZ[—1,1].

Fiir den Beweis von Satz 1 braucht man die folgenden drei Hilfssétze:
Lemma 1. Ist f € L}[-1,1] und definiert man F : [-1,1] — C durch

¢
F(t):= [ f(z)dz, so ist F stetig.

1
Lemma 2. (Partielle Integration) Seien f,g € £[—1,1].
Definiere F, G : [-1,1] — C durch

t

F(t) :_jf(x) dz | G(t) ::/g(x)dz.

-1

Dann liegen Fg und fG in £! und

/F(x)g(x) dx =F(1)G(1) — /f(x)G(ac) dz.

t
Lemma 3. Sei f € L[—1,1] mit [ f(z)dz =0 fiir t € [-1,1]. Dann ist f = 0 L.ii..
-1

Folgerungen: a) Man erhilt eine Isometrie von [? auf L2?[—1,1] durch

€1 = Po,€2 — P1,€3 = P_1,€4 = P2,....
oo

b) Fiir f € L*[-1,1]ist f = > (f|¢n)@n in L? und
| f 3= Z | (f] on) > (1. Parsevalsche Gleichung)

c) Fiir f,g € L?[—1,1] gilt:

(flg) = Z(f| on) (9] on)- (2. Parsevalsche Gleichung)

n

Bem. Man kann zeigen: Fiir f € L?[—1, 1] konvergiert die Reihe > (f|¢n)pn(x)

n

punktweise f.ii. gegen f(z) (L.Carleson,1966).
Dabei bedeutet hier und im Folgenden > anpn(x) = f(z), dass

n=—oo



Folgerung: Die Funktionen

T — COSTNT ,neN
T +— sinmnx ,neN
1
T —

V2
bilden ein vollstéindiges ONS in dem reellen Hilbert-Raum LZ[—1,1].
Fiir f € L[—1,1] heilen

1
o(f) =5 | Sl de,

1 1
an(f) == | f(x)cosmnzdx , by(f) = [ f(z)sinmnzdr, n e N
—1 —1
die reellen Fourier-Koeffizienten von f. Es ist
flx) = L\/(g) + 3 an(f) cosmnx + > b,(f)sinwnz im L2-Sinn.
n=1 n=1

Ist f eine gerade Funktion, so ist b, =0 V n;

ist f eine ungerade Funktion, so ist a,, =0 V n.

Def. a) Eine Funktion f : [a,b] — C heifit stiickweise C, wenn es ein n € N, Zahlen
a=1ty <t <...<t,=>bund C'-Funktionen g; : U; — R gibt, wobei U; offen in
R mit [t;_1,t;] C U; ist, so dass gs||ti—1,t; [= f|]tiz1,ti[.

b) Eine Funktion f : R — C heifit stiickweise C!, wenn f auf jedem kompakten
Intervall stiickweise C! ist. Man setzt dann f(z+) := lim f(¢), f(z—):=lim f(?)

t>x t<x

fiir x € R. (Ist f stetig in x, so ist f(z+) = f(z—) = f(z).)

Satz 2. Sei f : R — C von der Periode 2 und stiickweise C'. Dann gilt fiir alle
reR:

oo

> (lon) - nle) = 3 (Fa4) + f@)).

n=-—oo
Fiir den Beweis braucht man die folgenden beiden Hilfssétze:
Lemma 4. (Lemma von Riemann) Ist f € £![a,b], so ist
b
lim [ f(z)sincxdz =0.

Cc— 00
a

Lemma 5. (Lemma von Dirichlet) Sei D, (z) := 3 > e,
Ist f:[-1,1] — C stiickweise C*, so

tim [ f(x)Dae) de = 5 (7(0-) + F(04).

n— 00
-1

Beispiel: Sei f(z) =« fiir —1 < x < 1, periodisch fortgesetzt. Dann ist

flx)=2 Z:l(fl)”+1 - SILTRE fa)ls @ keine ungerade Zahl ist.
Fiir x = % erhalten wir:

71'_1 1+1 n
1= st s
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Kapitel III. Vektoranalysis
15. Untermannigfaltigkeiten des RY

Erinnerung: Seip € NU{oco} und seien N,n € Ny mit 0 < n < N. Eine Teilmenge
M von R heiit n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN der Klasse CP, wenn
es fiir jedes a € M eine offene Umgebung V' von a in M, eine offene Teilmenge W
in R™ und eine Abbildung ¢ : W — R¥ der Klasse C? gibt, so dass gilt:

a) Rang Dy(x) = n fir alle z € W.
b) ¢ bildet W homéomorph auf V ab.

Ein solches ¢, aufgefasst als Abbildung W — V', heifit eine lokale Parameterdar-
stellung oder eine Karte von M. Statt Untermannigfaltigkeit der Klasse C! sagen
wir einfach Untermannigfaltigkeit.

Beispiele und Bezeichnungen: 1) Die N-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten
des R¥ sind die offenen Teilmengen von RY.

2) Die 1-dim. Untermannigfaltigkeiten des R™ heiBen Kurven, die 2-dim. Unter-
mannigfaltigkeiten des RY heiflen Fldchen in RY.

3) Eine (N — 1)-dim. Untermannigfaltigkeit des R heifit eine Hyperfliche in RV,
Zum Beispiel ist SV = {z € RV |22 + ... + 23 — 1 = 0} eine Hyperfliche in RY.

Satz Sei M eine n-dim.Untermannigfaltigkeit der Klasse CP von RY und seien
v W; =V, (j =1,2) zwei Karten von M der Klasse CP. Sei V := V; NV, und
Uj=¢; ' (V), j=1,2

Dann sind die U; offene Teilmengen von R”, und die Abbildung

(2, 01) = (p2 | Ua) " 0 (@1 | Uh) : U — U
ist ein CP-Diffeomorphismus. Er heifit die zu den Karten ¢; und ¢o gehorige Para-
metertransformation.

Def. Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RY, sei @ € M und sei
©: W — V eine Karte von M mit a € V. Setze b := ¢~ !(a).
Sei T,,(M) der Untervektorraum von R, der erzeugt wird von

Oy Oy
aTcl(b)’ e E(b) .

Er hat die Dimension n und héngt nicht von der Wahl der Karte ¢ ab.
T, (M) heiit der Tangentialraum von M im Punkt a.

No(M) := T,(M)* heiBt der Normalraum von M im Punkt a.
Beispiel: Ist a € SV, s0 ist N, (SV71) =R-a und T,(SN"1) = at.

Def. Seien U,V offen in R® und ¢ : U — V ein C!'-Diffeomorphismus. Ist
det Dp(x) > 0 fiir alle © € U, so heifit ¢ orientierungstreu.

Def. Sei M eine n-dim. Untermannigfaltigkeit von RV,
a) Eine Menge {¢; : W; — V;|j € J} von Karten von M heifit Atlas von M, falls

M:UVj.
J

b) Zwei Karten ¢1, w2 heilen gleich orientiert, wenn 7(p2, 1) orientierungstreu ist.

¢) Ein Atlas von M heifit orientiert, wenn je zwei seiner Karten gleich orientiert
sind.
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d) M heiit orientierbar, wenn M einen orientierten Atlas besitzt.

Bem. und Def. Sei M eine n-dim. orientierbare Untermannigfaltigkeit von RY
mit n > 1. Wir wollen definieren, was eine Orientierung von M ist.

a) Dazu sei M zuniichst zusammenhingend. Wir bezeichnen mit 2 die Menge aller
orientierten Atlanten von M. Dann ist 2 die disjunkte Vereinigung von zwei nicht-
leeren Teilmengen 2A; und 2As, so dass gilt: Ist ¢ € {1,2} und sind Ay, A € 2;, so
ist A; U A5 ein orientierter Atlas von M.

Wir nennen dann 2(; und 2l die beiden Orientierungen von M.

b) Ist M nicht notwendig zusammenhingend, so besteht eine Orientierung von M
in der Wahl einer Orientierung fiir jede Zusammenhangskomponente von M.
c) Eine orientierte Untermannigfaltigkeit von RY ist ein Paar (M, 9), wobei M eine

Untermannigfaltigkeit von RV und © eine Orientierung von M ist. Man schreibt
meist M statt (M, D).

Bem. Man kann zeigen: Jede zusammenhingende Kurve in RY ist homéomorph
zu R oder zu S! und ist orientierbar.

Def. Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R,

a) Ein Vektorfeld auf M ist eine Abbildung X : M — RY mit X(a) € T,(M) fiir
alle a € M.

b) Ein Normalenfeld auf M ist eine Abbildung v : M — R mit v(a) € N, (M) fiir
alle a € M. Ist || v(a) ||=1 fiir alle a, so heifit v ein Finheitsnormalenfeld auf M.

Bem. Ist M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"*! und a € M, so
gibt es genau zwei Vektoren v € N (M) mit || v ||= 1. Sei M orientiert, sei A ein
Atlas von M, der zur Orientierung gehort, sei ¢ : W — V eine Karte in A mit
a € V und sei b := ¢~ !(a). Dann bilden

92 ), 22 )

v
’axl ’ ’8xn

eine Basis von R™*! fiir jeden dieser beiden Vektoren v. Fiir genau einen von ihnen,
den wir mit v(a) bezeichnen, ist

det (v(a), g—;pl(b), cee %(b)) >0.

v(a) héngt nur von der Orientierung O, nicht von der Wahl der Karte ab. Die

Abbildung vy := v ist stetig. So sieht man:

Satz 1. Sei M eine n-dim. Untermannigfaltigkeit von R?*1.

a) Genau dann ist M orientierbar, wenn es ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf M

gibt.

b) Durch O — vy erhilt man eine Bijektion von der Menge der Orientierungen von

M auf die Menge der stetigen Einheitsnormalenfelder auf M.

Bez.:
R* = {(z1,...,2n) € R" |21 <0},

OR™ :={(z1,...,2,) € R" |21 = 0}.

Def. Sei M eine n-dim. Untermannigfaltigkeit von RY und X C M.

a) Mit 90X bezeichnen wir den Rand von X in M, also alle Punkte a von M, so
dass fiir jede Umgebung U von a in RY gilt: UN X # @ und U N (M \ X) # 0.
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b) X heifit eine n-dim. abgeschlossene Untermannigfaltigkeit mit Rand von M, wenn
es zu jedem a € 0X eine Karte ¢ : W — V von M gibt, so dass gilt:

1) a€cV,
2)  pREAW)=XnV,
3) PR AW)=9XNV.

Eine solche Karte heifit randadaptiert beziiglich X.

Bem. und Def. Sei M eine n-dim. Untermannigfaltigkeit von R und X eine
n-dim. abgeschlossene Untermannigfaltigkeit mit Rand von M.

a) 0X C X.

b) Es gibt einen Atlas A von M, so dass jede Karte ¢ : W — V aus A mit
V N OX # P randadaptiert beziiglich X ist. Ein solcher Atlas von M heifit randad-
aptiert beziiglich X.

c) 0X ist eine (n — 1)-dim. Untermannigfaltigkeit von R :

Sei A ein beziiglich X randadaptierter Atlas von M. Ist ¢ : W — V eine Karte aus
A mit VNoX #£ 0, so sei

Vo :=0XnNYV,
Wo := {(22,...,7,) € R (0,29,...,2,) € W},
o : Wy — Vp gegeben durch ¢o(z2, ..., 2,) = @(0,22,...,2,).

Dann ist g : Wy — Vj eine Karte von 90X, und die Menge A, aller dieser Karten

heifit der zu A gehorige Atlas von 9.X.

d) Ist A ein orientierter, beziiglich X randadaptierter Atlas von M, so ist der
zugehorige Atlas Ay von 0X orientiert. Jede Orientierung von M liefert so eine
Orientierung von 0X, die induzierte Orientierung.
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16. Integration auf Kurven und Flichen

Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. Sei Bj; die o-Algebra
in M, die aus allen Teilmengen A von M besteht, fiir die gilt: Fiir jede Karte
0:W — Vvon M ist o~1(VNA)e B".

Def. Eine Teilmenge A von M heifit klein, wenn A im Bild einer Karte liegt.

Bem. M ist disjunkte Vereinigung von abzahlbar vielen kleinen Teilmengen A;, Aa, . ..

die in By, liegen.

Ziel: Konstruktion eines Mafles A\p; auf By, das nicht von der Wahl eines At-
las abhéngt. Wegen der vorangehenden Bemerkung geniigt es, Apr(A) fiir kleine
Teilmengen A € Bjs zu definieren.

Spezialfall n = 1: Sei M eine Kurve in RY und ¢ : W — V eine Karte von M.
Fiir ein A € By; mit A CV sei

() = / || axt.
p~1(A)

Dies ist wohldefiniert. (Vergleiche Bogenlinge in Analysis I1.) Meist schreibt man
ds statt dAps.

Ist f: M — R eine Funktion, fiir die x4 - f integrierbar ist (z.B. sei f stetig mit
kompaktem Triger), so ist

ds = x "(z) || dx .
[ ras= [ s @]

Spezialfall n = 2, N = 3 (Flichen im Raum): Das Kreuzprodukt ist fogender-
maflen definiert: Sind a = (a1, az,a3),b = (b1, ba, b3) € R3, s0 ist

axb:= (a2b3 — a3b27a3b1 — albg, a1b2 — agbl) .
Die Abbildung x : R? x R* — R3 ist bilinear und hat folgende Eigenschaften:

a) X ist alternierend, also a x b = —b X a.
b) a x a = 0 fiir alle a.

¢) Sind a,b linear unabhingig, so steht a x b senkrecht auf der von a und b
aufgespannten Ebene und || a x b || ist der Flicheninhalt des Parallelogramms
mit den Ecken 0,a,b,a + b.

Sei M eine Fliche in R? und ¢ : W — V eine Karte von M. Dann sind gﬁ, %ﬂ
x oy
stetige Abbildungen von W in R?. Deshalb ist
9 X 9 W —R3
or Oy

stetig; es ist iiberall ungleich 0. Fiir A € By mit A C V sei

Mnr(4) = L o

Dies ist wohldefiniert. Meist schreibt man dF statt dAj.

9¢
ox

Op 2
— || d\* .
“ oy H
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Ist f: M — R eine Funktion, fiir die x4 - f integrierbar ist (z.B. sei f stetig mit
kompaktem Triger), so ist

dp Oy
o[ om0 e
/A par= [ oo |5 x5

Bem. Sei M eine Fliche in R? und A € By;. Genau dann ist A eine Nullmenge,
wenn gilt: Fiir jede Karte ¢ : W — V eines Atlas von M ist A\?(¢=1(ANV)) = 0.

Beispiel: Ist M = S2, so ist der Aquator eine Nullmenge.

Wichtige Situation: Sei W offen in R? und g : W — R von der Klasse C*. Wir
definieren ¢ : W — R? durch

@(xzy) = (x,y,g(m,y)) :

Dann ist M := (W) eine Fliche in R? mit Flicheninhalt

o= [ (2 () 1w

Beispiel: Die Einheitssphire S? hat den Flicheninhalt 4.
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17. Die klassischen Integralsitze von Gaufl und
Stokes

Bezeichnung: Ist U offen in R3, so sei Y(U) der Vektorraum aller glatten Vek-
torfelder auf U, d.h. aller C'"*°-Abbildungen

F= (fl)f?vf?)) : U_>R3 .
Man hat lineare Abbildungen

grad=v rot div
— —

Cc>=(U) p(U) 2wy LY o) -

_ (9 of of
gra‘d(f) R (8551 ’ 8x2 ) axg) )

_ (9fs Ofs 0fi Ofs 9fs Of

rot(F) = |[—— 4= —— - — == -
85C2 5%3 8:105 (91‘1 8x1 5%2

0 0 0
oh | O, 0%
81‘1 8%‘2 8333
Es gilt: rot grad f =0, div rot F = 0.
Ist U zum Beispiel konvex, so gilt: Ist rot F' = 0, so gibt es ein f mit grad f = F;
ist div F = 0, so gibt es ein G mit rot G = F.

div(F) :=

Bem. Ist U offen in R3, so ist U eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R? und {idy} ist ein Atlas von U. Ferner ist U orientierbar; wir wihlen auf U
die Orientierung, die durch diesen Atlas gegeben ist. Ist M eine abgeschlossene
3-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand von U, so ist M nach § 15 eine
orientierte Fliche in R3. Zu der Orientierung von M gehort nach § 15 Satz 1 ein
Einheitsnormalenfeld v auf OM.

Ist A: OM — R3 eine Abbildung, so erhiilt man eine Abbildung

<A|lv> OM — R3
T e < A@)|v(@) > .

Bezeichnungen: Ist M eine Kurve in R3, so schreiben wir ds := d\ ;.
Ist M eine Fliche in R3, so schreiben wir dF := d .
Ist M eine offene Teilmenge in R3, so schreiben wir dV := dAy; = d\3.

Satz 1: (Klassischer Integralsatz von Gaufl) Sei U offen in R? und M eine
kompakte 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand von U. Ist A ein glattes
Vektorfeld auf U, so ist

/ divAdV:/ <Al|v>dF,
M oM

wobei v das Einheitsnormalenfeld aus der vorangehenden Bemerkung ist.

Spezialfall: Sei f: U — R glatt und A := grad f. Dann ist
o%f 0%f  O*f

divA=Af:=— .
v ! ox? * 0z3  Ox3

Man nennt A den Laplace-Operator. Satz 1 besagt:

/Ade:/ <grad f|v > dF .
M oM
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Nach Analysis IT ist < grad f(z) | v(z) > die Richtungsableitung von f an der Stelle
z in Richtung v(x).

Def. Ist U offen in R3, so heifit eine glatte Funktion f : U — R harmonisch, wenn
Af=0.

Aus dem Spezialfall des Integralsatzes von Gauf3 folgt:

Satz 2: (Mittelwerteigenschaft der harmonischen Funktionen) Sei U offen
in R® und f : U — R harmonisch. Sei p € U und K := B,(p) C U. Dann ist

f(p) = — /adeF'

T 4

Folgerung: (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Sei U offen in
R3 und zusammenhingend, sei f : U — R harmonisch und f nehme an einer Stelle
von U sein Maximum an. Dann ist f konstant.

Bem. Ist K eine orientierte Kurve in R?, ist a € K und ¢ eine zur Orientierung
gehorige Karte von K mit ¢(b) = a, so sei

_¢(b)
@)= T

Dann ist 7 ein wohldefiniertes Vektorfeld auf K; es heifit das zur Orientierung von
K gehorige Einheitsvektorfeld auf K.

€T.(K)CR?.

Satz 3: (Klassischer Integralsatz von Stokes) Sei U offen in R? und A ein
glattes Vektorfeld auf U. Sei M eine orientierte kompakte Fliche mit Rand in U,
sei v das zur Orientierung gehorige Einheitsnormalenfeld auf M und 7 das zur
Orientierung gehorige Einheitsvektorfeld auf M. Dann gilt:

/<rotA|l/>dF:/ <A|T>ds.
M oM
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