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Übungen zu Analysis III

4. Sei X eine Menge und R die Menge aller endlichen Teilmengen von X.

(a) Zeigen Sie, dass R ein Ring von Teilmengen von X ist.

(b) Für welche Mengen X ist R eine σ-Algebra in X?

(c) Definiert man µ:R → [0,∞] durch

µ(A): = Anzahl der Elemente von A,

so ist µ ein Prämaß auf R.

5. Sei X eine Menge, R ein Ring von Teilmengen von X und x ∈ X. Sei εx: X → [0,∞]
gegeben durch

εx(A): =

{

1, falls x ∈ A,

0, falls x 6∈ A.

Zeigen Sie, dass εx ein Prämaß auf R ist. Es heißt das Dirac-Prämaß auf R.

6. (a) Sei X eine Menge und A die Menge aller Teilmengen A von X, für die gilt: A

ist endlich, oder X \ A ist endlich. Dann ist A ein Ring von Teilmengen von
X. Ist X eine unendliche Menge, so ist A keine σ-Algebra.

(b) Sei X eine Menge und A die Menge aller Teilmengen A von X, für die gilt: A

ist höchstens abzählbar oder X \ A ist höchstens abzählbar. Zeigen Sie, dass
A eine σ-Algebra in X ist.

7. Sei X eine Menge, R ein Ring von Teilmengen von X und µ ein Prämaß auf R.
Seien A,B,A1, A2, . . . ∈ R.

(a) µ(A ∪ B) + µ(A ∩ B) = µ(A) + µ(B).

(b) Ist A ⊆ B, so ist µ(A) ≤ µ(B).

(c) Ist A ⊆ B und µ(A) < ∞, so ist µ(B \ A) = µ(B) − µ(A).

(d) Ist
∞
⋃

n=1

An ∈ R, so ist µ

(

∞
⋃

n=1

An

)

≤
∞
∑

n=1

µ(An).

(e) Ist A ⊆
∞
⋃

n=1

An, so ist µ(A) ≤
∞
∑

n=1

µ(An).

(f) Ist A1 ⊆ A2 ⊆ . . . und
∞
⋃

n=1

An ∈ R, so ist µ

(

∞
⋃

n=1

An

)

= lim
n→∞

µ(An).
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