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Einfiihrung in die partiellen Differentialgleichungen

Aufgabe 3.1: (9 Punkte)
Konstruieren Sie zu gegebenem ug € BC(R)NC!(R) eine Losung u € BC(R?)NCY(R?) der Transportgleichung

uz(xvy)iuy(zay):()a (Iay) €R27 U(I’,O) ZUO(I)a r e R
Gibt es eine eindeutige Losung in BC(R?) N C*(R?)? Hingen die Losungen stetig von den Daten ab (jeweils

bzgl. der Supremumsnorm)?

Hinweis: Fir ein Gebiet G C R™ ist BC(G) := {p € C(G) : sup,cq |p(x)| < oo}.
Hinweis: Zur Konstruktion einer Liosung betrachte man die Funktion s — u(x — s, y + s).
Hinweis: Zur Kldrung der FEindeutigkeitsfrage gentigt es, den Fall ug = 0 zu betrachten.

Aufgabe 3.2: (3+-3+3 Punkte)
Sei f € C.(R™).

(i) Zeigen Sie, dass
y—0

||f( - y) - f(')”Ll(Rn) — 0.

(ii) Zeigen Sie, dass der Gaufikern

1 |
G =—F7 - R™ t>0
t(z (47rt)"/2 eXp( o ) ) T e , 1> 0,
fiir jedes t > 0 die Gleichung
/Gt(x) de =1
]Rn

erfiillt.
(iii) Zeigen Sie unter Verwendung von (i) und (ii), dass

0
IGe * f = Fll s gy — 0.

Aufgabe 3.3:
Seien n € N und G C R" ein Gebiet. Klassifizieren Sie die folgenden linearen partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung nach den Kategorien elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch:

(1) Apu(z) = f(z) mit u, f : G = R,
Opu(t,x) — Agu(t,z) = f(t,z) mit u, f : Ry x G = R,
Owu(t, x) — Agu(t,x) = f(t, o) mit u, f : Ry x G = R,

n

attu(ta JZ) - Z A5 (ta 33)8“51].71,@, ;L‘) - Zbi(ta x)amu(t7 :17) = f(ta x)a
i,j=1 i=1
wobei die Matrizen A(t,z) = (a;; (t,ar;))?j:1 € R™*" gsymmetrisch und positiv definit seien und b(¢,z) =
(bi(t, z)), € R"und u, f: Ry x G = R.

Hinweis: Fiiru: Ry xR™ = R, (¢,2) — u(t,x) wird der Laplace Operator nur in den Raumvariablen angewandt,
dh. Agu:=Au=>"_ 02 u

J=1"z; ™



