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Aufgabe 1: (Komplexe Differenzierbarkeit, 3 + 3 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Funktionen f, g : C −→ C differenzierbar sind an der Stelle 0 ∈ C, wobei

a) f(x+ iy) := x2y + ixy2, b) g(x+ iy) := sin(x) sin(y)− i cos(x) cos(y), x, y ∈ R,

und bestimmen Sie f ′(0) und g′(0).

Aufgabe 2: (Komplexe Differenzierbarkeit, 2 + 2 + 2 Punkte)
Betrachten Sie die Funktionen u, v : R2 −→ R mit

u(x, y) :=

{
x2y
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0),

0, x = y = 0,
v(x, y) :=

{
xy2

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0),

0, x = y = 0,
x, y ∈ R,

und die Funktion f : C −→ C mit f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y) für x, y ∈ R. Zeigen Sie:

a) u und v sind partiell differenzierbar an der Stelle (x, y) = (0, 0).

b) u und v erfüllen die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen an der Stelle (x, y) = (0, 0).

c) f ist nicht komplex differenzierbar an der Stelle z = 0.

Hinweis: u, v ∈ C∞(R2 \ { (0, 0) }) aber u und v sind nicht differenzierbar an der Stelle (x, y) = (0, 0).

Aufgabe 3: (Komplexe Differenzierbarkeit, 4 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Funktion

λ : Σπ :−→ C, λ(z) := log |z|+ i arg z, z ∈ Σπ,

differenzierbar ist mit λ′(z) = 1/z für z ∈ Σπ. Zeigen Sie weiterhin, dass

λ(z · ζ) = λ(z) + λ(ζ), z, ζ ∈ Σπ/2.

Hinweis: Für z, ζ ∈ Σπ/2 ist z · ζ ∈ Σπ. Beachten Sie die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen.

Aufgabe 4: (Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen, 4 Punkte)
Seien Ω ⊆ C offen und f : Ω −→ C differenzierbar. Seien Ω̂ := { (x, y) ∈ R2 : x+ iy ∈ Ω } ⊆ R2 und

(u, v) := f̂ : Ω̂ −→ R2, f̂(x, y) :=
(
Re f(x+ iy), Im f(x+ iy)

)
, (x, y) ∈ Ω̂.

Zeigen Sie: Ist f̂ ∈ C2(Ω̂, R2) dann sind u und v harmonisch in Ω̂, d. h. ∆u = 0 und ∆v = 0 in Ω̂.

Hinweis: Der Laplace-Operator ist gegeben als ∆ = ∂2x + ∂2y .


