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........... Bitte drucken Sie diese Seite aus und verwenden Sie sie als Deckblatt fiir Ihre Losungen.

Aufgabe 1 (142 Punkte):

(a) Geben Sie einen Vektorraum-Homomorphismus f: (F7)? — (F7)? an, der die folgenden beiden Eigenschaften hat
(fiir a1, a2, a3 € Fr):

a1
e f(lax])= (%1) falls a1 + as + a3z = 0.
as

. K 8 = (2)

Bei dieser Teilaufgabe brauchen Sie Thre Antwort nicht zu begriinden.

(b) Sei nun K ein beliebiger Kérper, V und W K-Vektorrdume, und seien Uy,..., U, C V Untervektorrdume, so
dass V. = Uy @ --- @ Uy gilt. Sei auflerdem f; € Hom(U;, W) fiir ¢ = 1,..., k. Zeigen Sie, dass es genau ein
f € Hom(V, W) gibt, das die Homomorphismen f; fortsetzt, d. h. so dass fiir i = 1,...k gilt: fly, = fi.
(Erinnerung: f|y, ist die Einschrankung von f auf U;, d.h. , fly, = fi* bedeutet, dass fiir alle u € U; gilt:

f(u) = fi(u).)

Aufgabe 2 (4 Punkte):
Sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f € End(V) und p € K[X] ein Polynom.

(a) Sei v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert 3. Zeigen Sie: v ist auch ein Eigenvektor von fo f — f —idy und
bestimmen Sie den zugehérigen Eigenwert.

(b) Zeigen Sie allgemeiner: Ist p € K[X] ein Polynom und \ ein Eigenwert von f, so ist p(\) ein Eigenwert von p(f).

(c) Zeigen Sie: Wird ein Vektor u € V von g := fo f — f —idy auf 0 abgebildet, so wird auch f(u) von g auf 0
abgebildet.

(d) Zeigen Sie allgemeiner: Ist p € K[X] ein Polynom, so ist U := ker p(f) invariant unter f, d.h. f(U) CU.

Aufgabe 3 (4 Punkte):

Bestimmen Sie die Hauptrdume der R-Matrix

-1
-1 3

O O =
w

Schreiben Sie auch Thren Rechenweg auf.

Aufgabe 4 (24+2+1 Punkte):
Sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f € End(V') und ¢y das Minimalpolynom von f. Zeigen
Sie:
(a) Ist 1y durch X teilbar, so ist f nicht invertierbar.
Hinweis: Wenn 1y = X - p ist, was ldsst sich dann iiber p(f) sagen, und was bedeutet das fir ¢ (f)?

(b) Ist ¥ nicht durch X teilbar, so ist f invertierbar.
Hinweis: Zeigen Sie, dass es ein Polynom der Form 1+ X¢ gibt (mit ¢ € K[X]), das f annulliert. Kénnen Sie mit
Hilfe dieses Polynoms das Inverse von f angeben?

(c) Ist f invertierbar, so gibt es ein Polynom p € K[X] so dass f~! = p(f) gilt.
Hinweis: Verwenden Sie die vorigen Teilaufgaben.

Vorlesungswebseite: http://reh.math.uni-duesseldorf.de/~internet/LAII_SS17/

! Bonuspunkt: Wenn Sie eine Frage zum Inhalt der Vorlesung gestellt haben und Sie diese samt Antwort (kurz) aufschreiben, bekommen
Sie einen Bonuspunkt. Bitte geben Sie auch an, wo (Vorlesung/Tutorium/Ubung/Sprechstunde), wem und wann Sie die Frage gestellt
haben. Bei Abgabe zu zweit auch: Wer hat die Frage gestellt bzw. wer hat welche der Fragen gestellt.
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