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Lineare Algebra I

0 Die Sprache der Mathematik

Konvention 0.1 ,A oder B* bedeutet ,A oder B oder beides®. (Wenn beides
verboten sein soll, sage das explizit.)

Beispiel 0.2 Jede rationale Zahl ist kleiner als 4 oder grofler als 3.

Beispiel 0.3 “n ist eine Quadratzahl oder durch 3 teilbar.”: Wahr fir n = 4,
n =6, n =9; nicht wahr firn =717.

Konvention 0.4 ,Es gibt ein XXX*“ bedeutet ,,Fs gibt ein oder mehrere XX X“.
(Wenn mehrere XXX ausgeschlossen werden soll, sage ,,Es gibt genau ein XXX*)

Beispiel 0.5 Es gibt eine ganze Zahl, deren Quadrat 9 ist. (Es gibt sogar zwei,
ndmlich 3 und —3.)

Beispiel 0.6 Es gibt genau eine ganze Zahl, deren dritte Potenz 8 ist.

Konvention 0.7 Buchstaben (oder andere Symbole) konnen als Platzhalter fiir
mathematische Objekte (wie Zahlen) verwendet werden. So verwendete Buch-
staben heiffen Variablen.

Beispiel 0.8 Es gibt genau eine ganze Zahl z mit 2> = 8.
Beispiel 0.9 Fir jede rationale Zahl v gilt: ¥ < 4 oder r > 3.

Konvention 0.10 ,Seix YYY* bedeutet: Wir nehmen im Folgenden an, dass
x YYY ist. Insbesondere:
o Seix ein ZZZ“ bedeutet: Wir nehmen im Folgenden an, dass x ein be-
liebiges ZZ7 ist.
o Seix = ZZZ“ bedeutet: Wir nehmen im Folgenden an, dass v den Wert
ZZ7 hat.
Oft schreibt man auch ,Sei x := ZZZ* oder einfach nur ,x := ZZZ*.

Beispiel 0.11 Seien a und b reelle Zahlen. Dann gilt a +b = b + a.

Beispiel 0.12 Sei n eine natirliche Zahl und sei m := 2n. Dann ist m durch
n teilbar.

Beispiel 0.13 Seien m und n teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann sind m und
m + n auch teilerfremd.

Konvention 0.14 ,Wenn A dann B ist gleichbedeutend mit: ,B ist wahr
oder A ist falsch.“ Man sagt auch: ,,A tmpliziert B“ oder ,Aus A folgt B*.
Beispiel 0.15 Fiir alle reellen Zahlen x gilt: Wenn x > 2 ist, dann ist * > 4.

()
(Die Gesamtbehauptung ist, dass die Teilaussage (*) fiir alle x wahr ist.)

Konvention 0.16 ,A genau dann wenn B bedeutet: ,Wenn A dann B und
wenn B dann A¥. Man sagt auch: ,A und B sind dquivalent.“



Beispiel 0.17 Fir jede natirliche Zahln gilt: n ist durch 10 teilbar genau dann
wenn die letzte Ziffer O ist.

Notation 0.18 Sind A und B Aussagen, so bedeutet:

e Disjunktion: ,Av B“: A oder B (von: lateinisch ,vel*)
Konjunktion: ,A A B“: A und B
Negation: ,—A“: A ist falsch
Implikation: ,A = B* oder ,A < B“: wenn A dann B
LA <= B*“: A genau dann wenn B
All-Quantor: Nx: A“: Fir alle x gilt A
Existenz-Quantor: ,3x: A“: Es gibt ein x so dass A gilt.

Beispiel 0.19 Ist A die Aussage ,Jede natirliche Zahl ist durch x teilbar®, so
besagt —A: ,Es gibt eine natirliche Zahl, die nicht durch x teilbar ist.“

Konvention 0.20 Klammerung und Bindungsstirke:
o Verwende nur runde Klammern zum klammern.
o - “ bindet stirker als ,+“ und ,—* (,Punkt vor Strich“)
o A bindet stirker als v, und — bindet noch stdrker.
e &, =, <= binden schwdcher als v, und mehrere in einer Reihe haben
eine spezielle Bedeutung: A = B = C bedeutet: A impliziert B und B
impliziert C.

1 Mathematische Grundbegriffe

1.1 Mengen

Definition 1.1.1 FEine Menge M ist eine Zusammenfassung von mathemati-
schen Objekten, die Elemente von M genannt werden. Fir ,x ist ein Element
von M “ sagen wir auch ,M enthdlt x“ oder ,x liegt in M “; Notation dafiir:
xe M. Fir ,x liegt nicht in M “ schreibt man: x ¢ M.

Eine Menge wird dadurch charakterisiert, welche Elemente sie enthdlt, d. h.
zwei Mengen M, N sind gleich (M = N) genau dann wenn fir alle mathema-
tischen Objekte x gilt: xr€e M <= x € N.

FEine Menge kann auch nur ein Element oder gar kein Element haben. Eine
Menge mit nur einem FElement x wird nicht als das gleiche angesehen wie x
selbst.

Mengen werden selbst wieder als mathematische Objekte angesehen und kénnen
deshalb Elemente von (anderen) Mengen sein.

Notation 1.1.2 Ist n eine natiirliche Zahl und sind x1,x9,x3,...,x, beliebi-
ge mathematische Objekte, so schreiben wir {x1,xa,x3,...,2,} fir die Menge,
die diese Objekte (und keine anderen) enthdilt. Die leere Menge {} (d.h. die
Menge, die keine Elemente hat), wird auch mit (J bezeichnet.

Konvention 0.21 Als Variable kann man auch einen Buchstaben mit einem
mathematischen Objekt als Index verwenden; fiir jeden Index wird dies als eigene
Variable angesehen.

Beispiel 0.22 T, 1, T2, T3, 71 sind lauter verschiedene Variablen.



Beispiel 1.1.3 z € {1,4,6} genau dann wenn x =1 oder x = 4 oder x = 6.

Beispiel 1.1.4 z € {1,2,3,...,7} genau dann wenn x = 1 oder x = 2 oder
...oderx =T.

Konvention 1.1.5 ,Die Menge der XXX bedeutet: die Menge, die alle XXX
enthdlt (und sonst nichts).

Beispiel 1.1.6 Die Menge der natiirlichen Zahlen (inklusive 0): N = Ny =
(0,1,2,3,...}

Beispiel 1.1.7 Die Menge der ganzen Zahlen:7 = {0,1,2,3,4,..., —1,-2,-3,...

Beispiel 1.1.8 Die Menge der rationalen Zahlen: Q
Beispiel 1.1.9 Die Menge der reellen Zahlen R

Konvention 0.23 Sei M eine Menge.

Nre M: ... “ bedeutet: Fir alle Elemente von M gilt ... “
Ldv e M: ... “ bedeutet: ,Es gibt ein (mindestens) Element von M, fir das
coLgilt e

Notation 1.1.10 Ist A eine Aussage iber eine Variable x, so bezeichnet {z | A}
die Menge, der Objekte, fiir die A gilt.

Ist auferdem M eine Menge, so bezeichnet {x € M | A} die Menge der
Objekte, die in M liegen und fiir die A gilt.

Ist C ein Ausdruck in einer Variablen x und A eine Aussage tber x, so
bezeichnet {C' | A} die Menge der Werte, die der Ausdruck annimmt, wenn
man fiir x Objekte einsetzt, auf die A zutrifft.

Beispiel 1.1.11 Die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen: Rsg = {z € R |
x = 0}.

Beispiel 1.1.12 {22 | x € Z} ist die Menge der Quadratzahlen.

Definition 1.1.13 FEine Menge A heifst endlich, wenn sich A schreiben ldsst
als A = {x1,...,x,} fiir eine natirliche Zahl n und fir Objekte x1, ..., xy.
Ist A endlich, so bezeichnet “#A” fiir die Anzahl der Elemente von A (,die
Kardinalitit von A“). Ist A nicht endlich, so nennt man A unendlich und
schreibt #A = 0.

Beispiel 1.1.14 #&5 = 0; #N = o0.

Definition 1.1.15 Seien A und B Mengen. A heifst Teilmenge von B wenn
jedes Element von A auch Element von B ist. Man sagt auch: ,A ist eine
Untermenge von B “; oder: ,B ist eine Obermenge von A“. Notation: A c B.

Beispiel 1.1.16 Nc Zc QcR.

Beispiel 1.1.17 Fiir jede Menge M gilt: & < M.

Definition 1.1.18 Ist A eine Menge, so bezeichnet
P(A) :={B| B Menge, B < A}

die Menge aller Teilmengen von A; P(A) wird Potenzmenge von A genannt.



Beispiel 1.1.19 P(Q) = {J}.

Definition 1.1.20 Seien A und B Mengen.
(a) Der Schnitt von A und B ist AnB :={x|xe€Arxe B} (,A ge-
schnitten B“).

(b) Die Vereinigung von A und B ist AuB:={x|zeAvaeB} (,A
vereinigt B ).

(¢) Die Differenz von A und B ist A\B := {x |z € Anz¢ B} (,A ohne
B(()‘

Satz 1.1.21 Fiir beliebige Mengen A, B und C gelten die folgenden Distribu-
tivgesetze:

(a) (AnB)uC=(AuvC)n(Bu()

(b) (AuB)nC=(AnC)u (Bn(C)

Definition 1.1.22 Ist I eine Menge, und ist A; eine Menge fiir jedes i € I, so
schreibt man:
Die Vereinigung aller A;:

JAi:={z|3iel:ze A}

iel
Der Schnitt aller A;:

(Ai={a|Viel:ze A}

iel
Ist I ={m,m+1,...,n} fir zwei ganze Zahlen m,n, so schreibt man auch
n n
A bz [ A
i=m i=m

Definition 1.1.23 Sind z1,...,z, mathematische Objekte, so fihrt man ein

neues Objekt ein: das n-Tupel (z1,...,x,). Zwein-Tupel (x1,...,x,) und (y1,...

sind genau dann gleich, wenn gilt:
L1 =YL NT2 =Y2 N+ NTp = Yn.

Ein Paar ist ein 2-Tupel, ein Tripel ist ein 3-Tupel, etc.
Das kartesische Produkt von Mengen A1,..., A, ist die Menge

A1><"'><An:: {(xl,...,xn)|.Z’1€A1A"'/\~Tn€An}~

Ist A; = A fiir alle i, so schreibt man auch A™ statt Ay x -+ X A,.

1.2 Abbildungen

Definition 1.2.1 Seien A und B Mengen. Eine Abbildung f (oder Punktion)
von A nach B ist gegeben durch eine Menge G ¢ A x B, fiir die gilt: Fir jedes
a € A gibt es genau ein b€ B mit (a,b) € G.

Falls (a,b) € G, setzt man f(a) := b, und man sagt, f bildet a auf b ab.

»Yn)



“Abb(A, B)” bezeichnet die Menge aller Abbildungen von A nach B. Statt
»f € Abb(A, B)“ schreibt man auch ,f: A — B¥, und statt f(a) = b schreibt

man auch ,f:a— b*
Man nennt A den Definitionsbereich von f, B den Wertebereich und G

den Graph.
Beispiel 1.2.2 Die Identitdit auf einer Menge A istida: A — A,a — a.

Definition 1.2.3 Seien A, B, C Mengen und seien f: A— B und g: B — C
Abbildungen. Dann ist die Verkniipfung von f und g die Abbildung

gof: A Coar g(f(a)).
»g © f“ spricht man oft ,g nach f“ aus.

Definition 1.2.4 Seien A und B Mengen, und sei f: A — B.
(a) Ist A" < A, soist f(A") :={f(a)|a€ A’} das Bild von A’ unter f.
(b) Das Bild von f ist im f := f(A).
(c) Ist B' = B, so ist f~Y(B') := {a € A | f(a) € B'} das Urbild von B’
unter f.

Nachtrége:
e Ist f: A — B eine Abbildung und A’ = A eine Teilmenge, so schreiben wir
f|as fir die Einschrinkung von f auf A’, d.h. f|a: A’ - B,a — f(a).
e Ist A eine Menge, f: A — A eine Abbildung, und k € N, so setzen wir
fFi=fo---offalls k> 1, und f° = idy.
—

k mal

Definition 1.2.5 Seien A und B Mengen, und sei f: A — B.
(a) f heifit injektiv (,f ist eine Imjektion®), wenn fir alle b € B gilt:
#(1({b)) <1
(b) f heifit surjektiv (,f ist eine Surjektion®), wenn fir alle b € B gilt:
#(fH{b}) = 1.
(c) f heifit bijektiv (,f ist eine Bijektion“), wenn fir alle b € B gilt:

#(fH({b}) = 1.

Satz und Definition 1.2.6 Ist f: A — B eine bijektive Abbildung, so gibt es
genau eine Funktion g: B — A, so dass gilt: fog = idg und go f =id; g heifst
sInverses von f“ (oder ,,Umkehrabbildung von f*“) und wird f=1 notiert.

Definition 1.2.7 Ist I eine Menge und ist A; eine Menge fiir jedes i € I, so
ist das kartesische Produkt wie folgt definiert:

[TAi ={r: 1= JAi|Viel: f(i)e A}

el el

Ist x; € A; fir alle i € I, so schreibt man (x;)ier fir die Funktion in | ], ; A,
die i auf x; abbildet.



1.3 Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition 1.3.1 FEine Partition ciner Menge A ist eine Menge P von nicht-
leeren Teilmengen von A, so dass es fir jedes a € A genau ein B € P gibt mit
a€eB.

Definition 1.3.2 Fine Relation ® auf einer Menge A ist gegeben durch eine
Menge G < A x A. Notation: a ® b bedeutet (a,b) € G.

Satz und Definition 1.3.3 Sei P eine Partition einer Menge A und sei ~p
die folgende Relation:

a~pa <= IBeP:(ae BAdeB).

Diese Relation hat folgende Figenschaften:
(a) Vae A: a ~ a (Reflexivitit)
(b) Ya,be A: (a ~b= b~ a) (Symmetrie)
(¢) Va,b,ce A: (a ~bAb~c= a~c) (Transitivitit)
Eine Relation mit den Eigenschaften (a)-(c) nennt man A quivalenzrelation.

Satz und Definition 1.3.4 Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A,
so gibt es genau eine Partition P von A so dassa ~a' < a ~pd'.

Diese Partition P nennt man ,Quotient von A durch ~“ oder ,A modulo
~“. Notation dafir (fir P): A/~.

Ist a € Be A/~, so nennt man B die A quivalenzklasse von a.

2 Algebraische Grundbegriffe

2.1 Gruppen

Satz und Definition 2.1.1 (a) FEine Halbgruppe ist eine Menge G zusam-
men mit einer Abbildung o: G x G — G (,, Verkniipfung®), die folgende
Eigenschaft hat: Fiir alle a,b,c€ G gilt: (aob)oc=ao(boc) (Assozia-
tivitit).

(b) Ein neutrales Element ciner Halbgruppe G ist ein Element e € G fiir
das gilt: Vae G: ace=eo0a = a.

(c) Wenn ein neutrales Element existiert, ist es eindeutig.

(d) Ist G eine Halbgruppe mit neutralem Element e und ist a € G beliebig, so
heifst ein Element b € G Inverses von a, wenn gilt: aob=boa =e.

(e) Wenn a ein Inverses hat, so ist es eindeutig.

(f) Eine Halbgruppe mit neutralem Element, bei der jedes Element ein Inver-
ses hat, heiffit Gruppe.

(g) Fine Halbgruppe oder Gruppe G heifit kommutativ oder abelsch, wenn
gilt: Ya,be G: aocb=boa.

(Man sagt auch: (G, o) ist eine (Halb)gruppe.“)

Notation 2.1.2 Typische Notationen fir Gruppen:
Verkniipfung: a o b, neutrales Element: e; Inverses: a~
Verkniipfung: a-b (oder ab), neutrales Element: 1; Inverses: a~! (multiplikative
Notation)

Verkniipfung: a + b, neutrales Element: 0; Inverses: —a (additive Notation).

1



Beispiel 2.1.3 Q* bezeichnet die Gruppe Q\{0} mit Multiplikation als Ver-
kniipfung.
R* bezeichnet die Gruppe R\{0} mit Multiplikation als Verkniipfung.

Beispiel 2.1.4 Fiir n € N ist die symmetrische Gruppe
Sy i={feAbb({1,...,n},{1,...,n}) | f ist Bijektion},

mit der Verknipfung von Abbildungen als Verkniipfung. Die Elemente von Sy,
werden auch Permutationen (der Menge {1,... ,n}) genannt.

Beispiel 2.1.5 Sind (G, o) und (H, o) Gruppen, so ist auch G x H eine Gruppe,
mit der Verkniipfung

(g:h)o(g',h') = (gog' hoh').

Definition 2.1.6 Sei (G,0) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine
Teilmenge H < G, so dass (H, o) eine Gruppe ist.

Satz und Definition 2.1.7 Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und H eine Un-
tergruppe.

(a) Dann ist {a+ H | a € G} eine Partition von G. Notation fir diese Partiti-
on: G/H. (Ausgesprochen: ,,G modulo H “; man nennt G/H auch Quo-
tientengruppe.)

(b) Sind B,B’ € G/H so ist auch B + B’ € G/H; mit dieser Verkniipfung ist
G/H eine Gruppe.

Definition 2.1.8 Seien (G,o) und (H,») Gruppen. Eine Abbildung f: G — H
heifst Gruppenhomomorphismus, wenn gilt:

Va,be G: f(aob) = f(a)» f(b).
Hom(G, H) bezeichnet die Menge aller Gruppenhomomorphimen von G nach

H.
Ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver Gruppenhomomorphismus.

Beispiel 2.1.9 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe.

(a) H— G, h— h ist ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Ist G abelsch, so ist G — G/H,a +— a+ H ein Gruppenhomomorphismus.
Diese Abbildungen nennt man kanonische Abbildungen.

Satz 2.1.10 Sind f: G —» H und g: H — K Gruppenhomomorphismen, so ist
auch g o f ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 2.1.11 Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f: G — H ist
ker f:={ae G| f(a) = e}.

Satz 2.1.12 Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist ker f eine
Untergruppe von G und im f eine Untergruppe von H.

Satz 2.1.13 (Homomorphiesatz fiir abelsche Gruppen) Sind G und H
abelsche Gruppen und ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gibt

es genau einen Isomorphismus g: G/ker f — im f, so dass die Verkniipfung der
Abbildungen

G G/ker f % im f ' H
gleich f ist. (Hierbei sind kan jeweils die kanonischen Abbildungen.)



Definition 2.1.14 Sei f € S,, (siehe 2.1.4). Die Fehlstinde von f sind
Fr:={{a,b} c{1,...,n} |a<bA f(a) > f(b)}.

Das Signum von f ist sgn(f) := (—1)#Fr.

Satz 2.1.15 sgn: S,, — {1,—1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

Notation 0.24 Sei I = {iy,i2,...,in} eine endliche Menge. Sind die a; Ele-
mente einer Halbgruppe (G, +) fir jedes i€ I, so schreibl man:

Zai =y ta, 0 Fag,

el

Sind die a; Elemente einer Halbgruppe (G, -) fiir jedes i € I, so schreibt man:

n
A = A4y - Qgy " "~ A4,
i=m
Ist I leer, so setzt man Y, ;a; := 0 bzw. [ [,c;a; = 1.
Ist I ={m,m+1,...,n} fir ganze Zahlen m und n, so schreibt man auch
n n
a; bzw. n a;
i=m i=m

2.2 Ringe und Korper

Definition 2.2.1 Fin Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen +: R X
R— R und -: Rx R— R, so dass Folgendes gilt:

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(b) (R,-) ist eine Halbgruppe.

(c) Ya,b,c € R: ((a+b)-c=a-c+b-c A a-(b+c)=a-b+a-c)

(Distributivitit)

Ein Ring heifit unitdir, wenn (R,-) ein neutrales Element besitzt. Ein Ring
heifst kommutativ, wenn (R,-) abelsch ist. Ein Kdrper ist ein kommutativer
Ring K, bei dem (K\{0},-) eine Gruppe ist. Ist K ein Korper, so setzt man
K> := K\{0}.

Bemerkung 2.2.2 Ist K ein Korper, so gilt fir alle x,y € K:
(a) 0-2=0
(b) z-(-y) = —(z-y)
(¢c) Wenn xy =0 ist, dann ist x = 0 oder y = 0.

Beispiel 2.2.3 Ist m € N;m > 1, so ist Z/mZ ein Ring mit der Addition und
Multiplikation, die von Z induziert wird, d.h. wenn Z — Z/mZ,a — a die
kanonische Abbildung ist, setzt man a+b:=a+bunda-b:=a-b.

Satz 2.2.4 Ist p eine Primzahl, so ist Z/pZ ein Korper. Dieser Korper wird
mit Iy, bezeichnet.
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2.3 Die komplexen Zahlen

Satz und Definition 2.3.1 Die komplexen Zahlen C sind wie folgt defi-
niert: (C,+) = (R%,+); fir (a,b),(c,d) € C definiere (a,b) - (c,d) := (ac —
bd, ad + bc). Mit diesen Verkniipfungen ist C ein Kérper.

Notation 2.3.2 Wir fassen R als Teilmenge von C auf, indem wir a € R mit
(a,0) € C identifizieren. (Diese Identifikation ist mit Addition und Multiplika-
tion kompatibel.) Das Element (0,1) in C wird mit i bezeichnet. So lisst sich
jedes Element (a,b) € C schreiben als a + bi (fir a,be R).

Definition 2.3.3 Seiz =a +ibe C.
(a) Der Realteil von z ist a, der Imagindrtesl ist b.
(b) Das (komplex) Konjugierte von z ist zZ := a — ib. Der Betrag von z

ist |z] :=+a? + b2 eR.

Satz 2.3.4 Fiir z,2' € C gilt:
) Z ==z

2.4 Polynomringe

Im Folgenden sei R ein unitérer, kommutativer Ring.

Satz und Definition 2.4.1 Fin Polynom iber R ist ein Tupel (ag, a1, az,...) =
(ai)ien € [ lien R, fiir das gilt: Es gibt ein n € N, so dass fir alle i > n gilt:
a; = 0.

Sind (a;)ien und (b;)ien Polynome, so definiert man

(@i)ien + (bi)ien = (a; + b;)ien
und

(a)ien - (bi)ien := (ci)ien, wobei c; = Y axbi
k=0

Die Menge aller Polynome tber R ist mit dieser Addition und Multiplikation
ein Ring (unitir, kommutativ), der Polynomring iber R.

Notation 2.4.2 Der Polynomring tiber R wird mit R[x] bezeichnet, wobei x
ein (neu eingefiihrtes) Symbol fiir das Polynom (0,1,0,0,0,...) ist.

Der Ring R wird als Teilmenge von R[x]| aufgefasst, indem a € R mit dem
Polynom (a,0,0,0,...) identifiziert wird. (Dies ist mit Addition und Multipli-
kation kompatibel.)

Insbesondere lisst sich ein Polynom (ag,a1,...,a,,0,0,...) schreiben als

Yo i’

Definition 2.4.3 Sei f = ag + a1z + - -+ + an2™ € R[z] ein Polynom iber R
(wobei ag, . ..,a, € R).
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(a) Ist an # 0, so ist n der Grad von f (Notation: deg f) und a,, der Leit-
koeffizient von f. Ist a, = 1, so nennt man [ normiert. Man definiert
deg0 = —1. Ist deg f < 0, so nennt man f konstant. Ist deg f < 1, so
nennt man f linear.

(b) Das Polynom f definiert eine Funktion von R nach R, die auch mit f
bezeichnet wird: f(b) := ap + a1b+ -+ + a,b" firbe R

(¢) Fine Nullstelle von f ist ein Element b€ R mit f(b) = 0.

Im Folgenden sei K ein Korper.

Bemerkung 2.4.4 Sind f, g € K[x], beide ungleich 0, so ist deg(f-g) = deg f+
degyg.

Satz 2.4.5 (Polynomdivision) Sind f,g € K[xz] Polynome mit degg = 2, so
gibt es Polynome h,r € K[x] mit

f=g-h+r
und degr < degg.

Bemerkung 2.4.6 Ist R ein kommutativer, unitirer Ring, sind f,g € R[z]
und ist a € R, so gilt: (f + g)(a) = f(a) + g(a) und (f - g)(a) = f(a) - g(a).

Satz 2.4.7 Ist f € K[x], f # 0 und ist b eine Nullstelle von f, so gibt es ein
g€ Klz] mit f=(x—10)-g.

Korollar 2.4.8 Ist f € K[z], f # 0, so hat f mazimal deg f verschiedene
Nullstellen.

Satz 2.4.9 (Fundamentalsatz der Algebra) Ist f € C[x] unddeg f > 1, so
besitzt f eine Nullstelle.

Korollar 2.4.10 Ist f € Clz], f # 0, so gibt es a,by,...,b, € C so dass
f=a- [ (x = b;); hierbei ist n = deg f.

3 Vektorraume

3.1 Definition

Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 3.1.1 Ein Vektorraum iber K (auch: ein K-Vektorraum) ist
eine abelsche Gruppe (V,+), zusammen mit einer Verknipfung -: K x V. — V|
so dass fiir alle r,s € K und alle u,v eV gilt:

(@) r-(u+v)=r-u+r-v

(b) (r+s)-v=r-v+s-v

(¢) (r-s)-v=r-(s-v)

(d) 1-v=vw
Die Elemente von V' nennt man Vektoren, die Elemente von K Skalare; +
heifst Vektoraddition, - heifit Skalarmultiplikation. Das Element 0 € V
nennt man Nullvektor.
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Beispiel 3.1.2 K" ist ein Vektorraum mit der Skalarmultiplikation
re(ay,...,an) = (ray,...,ra,).

ai
Elemente von K™ werden oft | @ | geschrieben (statt (a1,...,an)).
Qn
Satz 3.1.3 Ist V ein K-Vektorraum, so gilt fir alle r € K und alle ve V:

(a) 7v=0 < (r=0vov=0)

(b) (1) v = —v.

Satz und Definition 3.1.4 Sind U und V K-Vektorriume, so ist U x V ein
K -Vektorraum mit der Skalarmultiplikation r-(u,v) = (ru,rv) firre K,ue U,
veV. Man nennt U x V die direkte Summe von U und V' und schreibt auch
UV dafiir.

3.2 Untervektorriume

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 3.2.1 FEin Untervektorraum eines K - VektorraumsV ist eine Teil
menge U < V', die mit der gleichen Vektoraddition und der gleichen Skalarmul-
tiplikation einen K -Vektorraum bildet.

Satz 3.2.2 Fine Teilmenge U eines K-Vektorraums V ist ein Untervektorraum
genau dann, wenn U nicht leer ist und U abgeschlossen ist unter Vektoraddition
und unter Skalarmultiplikation.

Definition 3.2.3 Sei V' ein Vektorraum und seien vi,...,v,,w € V. Man
nennt w eine Linearkombination von vy,...,v,,, wenn es ai,...,a, € K
gibt mit w = a1v1 + -+ + ApUm. Hier ist m = 0 auch erlaubt: Der Nullvektor
st Linearkombination vom leeren Tupel®.

Definition 3.2.4 Ist V' ein K-Vektorraum und A c V eine beliebige Teilmen-
ge, so definiert man {Ayx als die Menge aller Vektoren w € V, die sich als
Linearkombination von (jeweils endlich vielen) Vektoren aus A schreiben las-
sen. (Ist A leer, so ist (A)x = {0}.) Man nennt {A)k die lineare Hiille (oder
den Span oder das Erzeugnis) von A; Ist U = (A)k, so sagt man auch ,A
erzeugt U “ oder ,A ist ein Erzeugendensystem von U “.

Andere Notationen: {vy,...,vn K = {v1,...,vn}rrx und {(v;)icry i = {({v;
i€ I}y fiir Vektoren v; € V.

Satz 3.2.5 Ist A c V fiir einen K-Vektorraum V, so ist (Ayk ,der kleinste
Untervektorraum von V, der A (als Teilmenge) enthdlt, d.h. (A)x ist ein
Untervektorraum von V', und jeder Untervektorraum U < V, der A enthdlt,

enthilt auch {(A)k.

Satz 3.2.6 Ist V ein K-Vektorraum und sind U, U’ Untervektorrdiume von V,
so ist U n U’ auch ein Untervektorraum von V.
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Satz und Definition 3.2.7 Ist V ein K- Vektorraum und sind U, U’ Untervek-
torrdume von V', so setzt man

U+U ={u+v |ueUnu eU}.

Es gilt: U+ U' = U v U’k ; insbesondere ist U + U’ ein Untervektorraum von
V.

Satz und Definition 3.2.8 Ist V' ein K-Vektorraum und U < V ein Unter-
vektorraum, so ist die abelsche Gruppe V /U auch ein K-Vektorraum mit der
Skalarmultiplikation v - (v + U) = rv+ U. Man spricht das ,,V modulo U *“ aus
und nennt V /U auch einen Quotienten-(vektor-)raum.

3.3 Lineare Unabhingigkeit

Sei weiterhin K ein Korper, und sei aulerdem V' ein K-Vektorraum.

Definition 3.3.1 Fin Tupel (v;)ic; von Vektoren heifit linear unabhdngig,
wenn es keine echte Teilmenge I' © I gibt mit {(v;)ier Yic = {(Vi)ier k- (Ist I =
{1,...,n} so sagt man auch: ,Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhdingig®.)
Eine Teilmenge A < V heifit linear unabhdngig, wenn es keine echte
Teilmenge A’ < A gibt mit (A" Yk = (A)k.
»Linear abhdngig® bedeutet: nicht linear unabhdngig.

Satz 3.3.2 (a) Vektoren vi,...,v, € V sind linear abhingig genau dann
wenn es ri,...,Tm € K gibt so dass mindestens ein r; # 0 ist aber
>t v, = 0. (So eine Summe nennt man eine lineare Abhdngigkeit.)

Sei jetzt A <V eine Menge von Vektoren.
(b) Ist A linear unabhingig, so ist auch jede Teilmenge A’ < A linear un-
abhdngig.
(¢) Ist A linear abhingig, so gibt es eine endliche Teilmenge Ag < A, die
linear abhdngig ist.

Insbesondere: A ist linear abhdngig genau dann wenn es eine endliche, nicht

leere Teilmenge Ay < A gibt und Skalare r, € K* fiirv e Ag mit Zver ryv = 0.

(Auch diese Summe nennt man eine lineare Abhdngigkeit.)

Satz 3.3.3 Ist A < V linear unabhingig und v e V\(A)k, so ist auch A u {v}
linear unabhdngig.

3.4 Basis und Dimension

Sei weiterhin K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

Definition 3.4.1 Fin Tupel (v;)ier von Vektoren v; € V nennt man Basis
von V, wenn es linear unabhdngig ist und V erzeugt. Analog fiir Mengen: Fine
Teilmenge A < V' nennt man Basis von V, wenn sie linear unabhdingig ist und
V' erzeugt.
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Beispiel 3.4.2 In K™ bilden die Vektoren

1 0 0

0 1 0

€1 = 0 , €2 = 0 yeres€n =
: 0

0 0 1

eine Basis, die Standardbasis.

Satz 3.4.3 Sei A < V. Dann sind dquivalent:

(a) A ist eine Basis von V.

(b) A ist ein minimales Erzeugendensystem von V, d. h.: A erzeugt V' aber
keine echte Teilmenge A’ < A erzeugt V.

(c) A ist eine mazimale linear unabhingige Teilmenge von V, d.h.: A ist
linear unabhingig, aber jede echte Obermenge A’ 2 A ist linear abhingig.

(d) Jeder Vektor v e V lisst sich auf eindeutige Weise als Linearkombintation
von Vektoren aus A schreiben, d. h. es gibt genau eine endliche Teilmenge
Ag A und eindeutig bestimmte r,, € K* fiir w € Ay so dass

v = Z Ty * W

wEAg
ist. (Ao darf leer sein, nimlich wenn v = 0.)

Satz 3.4.4 (Basisergidnzungssatz) Ist A eine linear unabhingige Teilmenge
von V, so gibt es eine Basis A" von V, mit A’ > A. Insbesondere hat jeder
Vektorraum eine Basis.

Definition 3.4.5 Fine Menge KC von Mengen heifit Kette, wenn fiir beliebige
A A e gilt: Ac A’ oder A’  A.

Satz 3.4.6 (Variante des Zornschen Lemmas) Sei M eine beliebige Men-
ge und T < P(M) eine Menge von Teilmengen mit folgenden Figenschaften:
(a) T ist nicht leer.
(b) Fir jede nicht-leere Kette K < T gilt | Jpec A€ T.
Dann gibt es eine Menge Ag € T, so dass keine echte Obermenge A 2 Ag in T
liegt.

Satz 3.4.7 Alle Basen von V' haben die gleiche Kardinalitdt.

Satz 3.4.8 (Steinitzscher Austauschsatz) Ist A eine Basis von V und sind
wi, ..., Wy €V linear unabhingig, so gibt es eine Teilmenge B < A mit #(A\B) =
n so dass B U {wy,...,w,} auch eine Basis von V ist.

Definition 3.4.9 Die Dimension ,dimV “ von V ist die Kardinalitit einer
(beliebigen) Basis von V. Ist dim V' = n, so sagt man auch ,V ist n-dimensional®.
V' heifit endlich dimensional falls dimV € N und unendlich dimensional
falls dimV = oo.

Satz 3.4.10 SeiV endlich dimensional und sei A <V mit #A = dim V. Dann
sind dquivalent:
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(a) A ist linear unabhdingig.
(b) A erzeugt V.
(c) A ist eine Basis von V.

Satz 3.4.11 Sind U, U’ < V zwei Untervektorriume, so gilt: dim(U + U’) +
dim(U n U') = dimU + dimU’ (wobei wir setzen: o0 + a := o fir beliebige
aeNuU {ow0}).

Satz 3.4.12 IstU c V ein Untervektorraum, so gilt dimV = dim U+dim V' /U.
Insbesondere ist dimU < dim V.

4 Lineare Abbildungen und Matritzen

4.1 Lineare Abbildungen

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 4.1.1 Seien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: V — W
heifit lineare Abbildung oder (Vektorraum-)Homomorphismus wenn fir
alle v,v' € V und alle r € K gilt:

(a) flo+2') = f(v)+ f(v') (d. h. f ist ein Gruppenhomomorphismus)

(b) f(rv) =rf(v).
Ist f auferdem bijektiv, so nennt man f einen (Vektorraum-)Isomorphismus.
Die Menge aller Vektorraum-Homomorphismen von V nach W wird mit Hom(V, W)
bezeichnet.

Beispiel 4.1.2 Ist V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum, so sind
die kanonischen Abbildungen U — V und V. — V /U (siehe Beispiel 2.1.9)
lineare Abbildungen.

Beispiel 4.1.3 Ist V' ein K-Vektorraum und vy, ...,v, eine Basis von V, so
15t
ay n
K'—V, | :|— Z a;v;
an, i=1

ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Satz 4.1.4 Sind V und W K-Vektorrdume, ist (v;);er eine Basis von V und
sind (w;)ier beliebige Vektoren in W, so gibt es genau eine lineare Abbildung
[V > W, die v; auf w; abbildet fiir jedes i€ I.

Satz 4.1.5 Seien U, V und W K-Vektorrdume und U TV L W lineare
Abbildungen. Dann gilt:

(a) go f € Hom(U,W).

(b) Ist f ein Isomorphismus, so ist auch f=1 ein Vektorraum-Isomorphismus
(also insbesondere linear).
(¢) Der Kern ker f ist ein Untervektorraum von U (vgl. Definition 2.1.11).
(d) Das Bild im f ist ein Untervektorraum von V' (vgl. Definition 1.2.4).
(e) Fiir u,u’ € U gilt: f(u) = f(v') = u—u' €kerf.
() Pir Ac U gilt: f((Ayk) = (A
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Bemerkung 4.1.6 Ein Isomorphismus f: V. — W erhdlt alle ,strukturellen
Figenschaften®. Z. B. gilt fir A < V: A ist linear unabhingig / ein Erzeugen-
densystem von V' / eine Basis von V genau dann wenn f(A) linear unabhdingig
/ ein Erzeugendensystem von W / eine Basis von W ist.

Satz 4.1.7 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume) Sind V und W K-Vek-
torriume und ist f € Hom(V, W), so gibt es genau einen Vektorraum-Isomor-
phismus g: V/ker f — im f, so dass die Verkniipfung der Abbildungen

V'S V/ker f S im f W
gleich f ist. (Hierbei sind kan jeweils die kanonischen Abbildungen.)

Definition 4.1.8 Der Rang einer linearen Abbildung f € Hom(V, W) istrk f :=
dim(V /ker(f)) = dim(im(f)).

Bemerkung: Aus Bemerkung 4.1.6 folgt auch: ,, Verkniipfen mit Isomorphismen
dndert den Rang nicht“, d.h. fiir lineare Abbildungen f € Hom(V,W) und
Isomorphismen g € Hom(V’, V) und h € Hom(W, W) gilt: tk f = rk(ho fog).

Satz 4.1.9 Sind U, V und W K-Vektorriume und U TV LW lineare
Abbildungen, so gilt:

(a) rk f < min{dim U, dim V'}

(b) dimU = rk f + dimker f

(c) tk(g o f) < min{rk g,k f}

(d) tk(f) +1k(g) <tk(go f) + dimV (Sylvesters Rang-Ungleichung)

Korollar 4.1.10 Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorriume und f €
Hom(V,W). Dann gilt:
(a) Ist dimV = dim W, so ist [ surjektiv genauw dann wenn f injektiv ist.
(b) Ist dimV > dim W, dann ist f nicht injektiv.
(¢) Ist dimV < dim W, dann ist f nicht surjektiv.

Satz 4.1.11 Seien V, W endlich-dimensionale K - Vektorriume und f € Hom(V, W)
mitdimV = m,dimW = n und vk f = k. Dann ¢ibt es Basen vy, ...,v, von 'V
und wi, ..., w, von W so dass gilt: f(v;) = w; fallsi <k; f(v;) =0 fallsi > k.

Bemerkung 4.1.12 Sind V' und W K-Vektorriume, so ist auch Hom(V, W)
ein K -Vektorraum mit punktweiser Vektor-Addition und punktweiser Sk-
alarmultiplikation: Fir f,g € Hom(V,W) und r € K setze (f + g)(x) :=

f(@) +g(x) und (r- f)(x) =r- f(z).
4.2 Matrizen
Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 4.2.1 Seien m,n > 1 natiirliche Zahlen. Fine m x n-Matriz iber
K st ein m-n-Tupel A von Elementen aus K, dessen Eintrige mit Paaren (i, 7)
firl<i<m,1<j<n indiziert sind. Notation:

a1 ai2 - Qip
a21 Az - G2n

A= . ) .| = (@) i<igmi<j<n:
Am1 Am?2 o Omn
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(Hierbei ist der Index ,ij“ eine Kurzschreibweise fir ,i,j“ und bedeutet nicht
i-j.) Die Menge aller m x n-Matrizen iber K wird mit K™*™ bezeichnet und auf
tibliche Weise als K -Vektorraum aufgefasst (d. h. mit komponentenweiser Vek-
toraddition und Skalarmultiplikation). Die Matriz, deren Eintrige alle 0 sind,
heifft Nullmatriz (und wird wie iblich selbst mit 0 bezeichnet).

Satz und Definition 4.2.2 Wir identifizieren eine Matriz A € K™*™ mit der
Abbildung f € Hom(K™, K™), die gegeben ist durch

by iy aib;
f(:p= :
bn Z?:l Amib;

Notation, firve K": Av := f(v). Diese Identifikation ist eine Bijektion zwi-
schen den Mengen K™*™ und Hom(K"™, K™).

Definition 4.2.3 Seien A e K™ und B e K™*",
(a) Das Produkt A - B ist die Matriz, die zur Verkniipfung Ao B: K" — K*
gehort (Matriz- Multiplikation).
(b) Der Rang rk A ist der Rang der zu A gehorigen Abbildung K™ — K™.

Satz 4.2.4 Das Produkt von Matrizen A = (a;j)1<i<t,1<j<m € K™ ynd B =
(bjk)lgjgm,lngn e K™*X™ 4st die Matriz C = (Cik)lgisf,lgkgn € KZXn’ die
gegeben ist durch:

m

cik = ) aijbjk
Jj=1

Definition 4.2.5 Die Einheitsmatrix I, € K™*" ist die Matriz, die der Iden-
titatsabbildung K™ — K™ entspricht:

1 0---0
0 .
0---01

Eine Matriz A € K™™ heiffit invertierbar, wenn die zugehiorige Abbildung
bijektiv ist; die Matriz zur inversen Abbildung wird mit A" bezeichnet und
heifit inverse Matrix.

Satz 4.2.6 K™*" ist mit der Matrizmultiplikation ein unitirer Ring; I,, ist das
neutrale Element der Multiplikation.

Satz 4.2.7 Zu jeder Matriz A € K™*" gibt es invertierbare Matrizen S €
K™*™ ynd T € K™ so dass

O
‘o
o
(e}

SAT = ) -+ 0 0 [
0--00---0
wobei die Anzahl der 1en gleich tk A ist.
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4.3 Lineare Gleichungssysteme

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 4.3.1 Ist A = (aij)lginggjgn e K™*™ ynd b = (bi)lgigm € Km,
und ist x = (x1,...,2,) ein Tupel von Variablen (Unbekannte), so nennt man

1121+ ...01,Ty = bl

Am1T1 + - G Ty, = by

ein lineares Gleichungssystem. Kiirzere Schreibweise: Ax = b. Fine Ldosung
von ,Ax = b ist ein ¢ = (¢j)1<j<n, fir das Ac = b gilt.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem ist ein lineares Gleichungs-
system der Form Ax = 0.

Satz 4.3.2 Die Menge der Lisungen eines homogenen linearen Gleichungssy-
stems Ax = 0 fir A e K™*™ ist ein Untervektorraum U von K™ mit dimU =
n — rk A; insbesondere gibt es, wenn n > m ist (d.h. wenn es mehr Unbe-
kannte als Gleichungen gibt), immer nicht-triviale Lésungen, d.h. Lisungen
# (0,...,0).

Satz 4.3.3 Ist c eine beliebige Losung eines (inhomogenen) Gleichungssystems
Az =b so hat die Menge aller Lisungen die Form {c + d | Ad = 0}.

Definition 4.3.4 Ist A = (aij)1<i<m,i<j<n Und b = (b;)1<i<m, S0 ist die er-
weiterte Matrix zum linearen Gleichungssystem Az = b die mx (n+1)-Matriz

ai1 ai2 - Gln by

az1  azz -+ Ao2n | b
(A[b) =

Am1 Am2 e Amn bm

Definition 4.3.5 Elementare Umformungen eines linearen Gleichungssy-
stems sind:

(a) zwei Gleichungen vertauschen;

(b) eine Gleichung mit einem Skalar r € K* multiplizieren;

(¢c) zu einer Gleichung ein Vielfaches einer anderen Gleichung addieren.

Satz und Definition 4.3.6 Finer elementare Umformung eines linearen Glei-
chungssystems Ax = b entspricht, die erweiterte Matriz (Alb) durch E(A|b) zu
ersetzen, wobei E = (€;j)1<i,j<m €ine der folgenden Elementarmatrizen ist:
(a) Gleichungen k und ¢ vertauschen (fir 1 < k,£ <m, k # £): e;; = 1 falls
i # k,L; exe = egr, = 1; alle anderen e;; sind 0;
(b) Gleichung k mit r € K* multiplizieren (1 < k <m):e; =1 fallsi # k
exr = 7; alle anderen e;; sind 0;
(¢) das r-fache von Gleichung k zu Gleichung £ addieren (fir r € K und
1<k t<m,k#Ul)e;=1;ey=r;ale anderen e;; sind 0.
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Bemerkung: Es gilt allgemeiner, fiir das Produkt AB von Matrizen A =
(aij)lgig,lgjgm € Kéxm und B = (bjk)léjém,lgkén e K™*": Die i-te Zeile
von A beschreibt, wie man die i-te Zeile des Produkts aus den Zeilen von B
berechnet, ndmlich:

(i-te Zeile von AB) = Z a;; - (j-te Zeile von B)
j=1

Satz 4.3.7 FElementare Umformungen eines linearen Gleichungssystems dandern
die Lisungsmenge nicht.

Satz 4.3.8 (GauB-Algorithmus) Jedes lineare Gleichungssystem ldsst sich
durch elementare Umformungen in Zetlenstufenform bringen, d.h. in die
Form

0-~0*~ * % % * % % %
0~000-0* B x| %
Q--000~000-0" :

und sogar in Normalform:

O--O*---*O* * 0 = 0 = % | %

0.000..‘0* £ 0 % --- 0 = £ | %

0--000:--000--0[1]= C
RORI IR

Hierbei stehen die . fiir beliege Skalare. Die eingekdistelten len (d. h. die ersten
nicht-0-Eintrige der Zeilen) nennt man Pivot-Elemente.

Satz 4.3.9 Sei (Alb) ein linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform mit
A = (aij)1<i<cmi<j<n und b = (b;)1<i<m. Die Lisungsmenge ist leer, wenn es
eine Zeile der Form (0---0|b;) gibt mit b; # 0. Ansonsten ist die Losungsmenge
die Menge der (z1,...,x,) € K™ mit folgenden Bedingungen an z; firl < j <
n:

(a) Enhdlt die j-te Spalte kein Pivot-Element, so ist x; beliebig.

(b) Enhdlt die j-te Spalte ein Pivot-Element a;; = 1, so wird x; durch die i-te

Zeile festgelegt: x5 = bj — Xop_ 11 @ik

Bemerkung: Ist (A|b) sogar in Normalform, so kommen in den Summen in (b)
nur diejenigen x; vor, die beliebig gew#hlt werden kénnen.
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Satz 4.3.10 Ist A € K™ und bringt man die erweiterte Matriz (A|l,) in
Normalform (A'|B’), so gilt: A ist invertierbar genau dann wenn A" = I,; ist
dies der Fall, so ist B' = A~".

alj
Definition 4.3.11 Sei A = (ai;)1<i<m,1<j<n € K™*™. Seien v; := : die

Amj
Spaltenvektoren von A und w; = (a;1,...,a;,) die Zeilenvektoren. Der Spal-
tenrang von A ist dim{vy, ..., v, K ; der Zeilenrang von A ist dim{wy, ..., wp) K.

Satz 4.3.12 Fiir jede Matriz A € K™*" gilt: Zeilenrang = Spaltenrang = Rang.

Definition 4.3.13 Die Transponierte einer Matrizx A = (a;j)1<i<m,1<j<n €
K™*™ 4st die Matriz AT = (aji)lgjgn,lsigm e Knxm,

Satz 4.3.14 Fdr beliebige Matrizen A, B gilt:
(a) (AT)T
(b) (A+ B) AT + BT (falls A, B beides m x n-Matrizen sind)
(c) (AB)T = BT AT (falls A eine € x m-Matriz und B eine m x n-Matriz ist)

Bemerkung: Es gilt auch: A ist invertierbar genau dann wenn A7 invertierbar
ist, und (AT)"! = (A~H)T,

Bemerkung 4.3.15 Ist A e K™*" beliebig und ist E € K™*" eine Elementar-
matriz, so ergibt sich AE aus A auf eine der folgenden Arten (wobei die Fille
denen von 4.3.6 entsprechen):

(a) zwei Spalten vertauschen

(b) eine Spalte mit einem Skalar # 0 multiplizieren

(¢) das Vielfache einer Spalte zu einer anderen Spalte addieren.

4.4 Arbeiten mit Basen

Sei weiterhin K ein Korper.

Notation 4.4.1 (a) Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = (vi,...,0m)-
Wir schreiben ¥p: K™ — V fir den Isomorphismus aus Beispiel 4.1.3,

d. h. ¥p(e;) = v; fiir 1 <i < m, und firveV setzen wir g[v] := ¢z' (v) €
ai
K™ (d.h.v =ajvi + ...anvm genau dann wenn glv] = [ * |).
am,
(b) Sei nun W ein weitere K-Vektorraum mit Basis C = (w1, ..., wy,), und
sei f € Hom(W, V). Wir setzen g[flc := ¥5' o fote € K™, d. h. ist
a
f(wj) = a1v1 + ... amom, soist | * | die j-te Spalte von g[f].
am,

Satz 4.4.2 Seien U, V und W endlich-dimensionale K -Vektorrdume mit Ba-
sen A bzw. B bzw. C.
(a) Fir feHom(W,V) und we W gilt: gl f(w)] = g[fl¢ - c[w]

(b) Fiir lineare Abbildungen W v U it algo fle = algls - 8lfle
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(c) Ist B = (v),...,v.,) eine weitere Basis von V so gilt fiir v e V: g[v] =

glidv]g - [v], und glidv]g ist die Matriz mit den Spalten g[vi], ...,
slon,]-

5 Endomorphismen
Im ganzen Kapitel sei weiterhin K ein Korper.

Definition 5.0.1 Sei V' ein K-Vektorraum. FEine lineare Abbildung von V in
sich selbst nennt man auch einen Endomorphismus von V. Man setzt End(V) :=
Hom(V, V).

5.1 Determinanten

Zur Erinnerung: S, ist die symmetrische Gruppe (Beispiel 2.1.4) und sgn(o)
das Signum von o € S, (Definition 2.1.14).

Definition 5.1.1 Die Determinante einer Matriz A = (a;;)1<i j<n € K™*"
ist definiert durch die Leibniz-Formel:

det A := Z sgn (o) ﬁaw(i).
i=1

o€ES,

Beispiel 5.1.2 FEs gilt:

d ailr a2\ _
et = (11022 — 012021
a21 A22

und

det [ @z  a22 a3 | = aniazass + aiza3a31 + a13a21a32

@31 a3z 4ss — (13022031 — A11023032 — Q12021033

Satz 5.1.3 Fiir Ae K™*" gilt: det(AT) = det A.

a1 A1n
Notation 5.1.4 Sind v = R : e K™, so schreiben wir
am1 Amn
«— mxXn
(Vi |-+ [vn) = (i) 1<ismi<isn € K

fir die Matriz, die vy, ..., v, als Spalten hat.

Satz 5.1.5 Die Determinante ist die einzige Abbildung K™*"™ — K mit folgen-
den FEigenschaften:
(a) det ist multilinear, d. h. fir alle j = 1,...,n und alle (fest gewdihlten)
Vly.o oy V=1, Vjgl, - - -, Un € K™ ist die Abbildung

K™ — Kowes det(v | | w1 [w] vyer |-+ | 0g)

linear.
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(b) det ist alternierend, d.h. falls v1,...,v, € K™ und es j # k gibt mit
vj = vg, dann ist det(vy | --- | vn) = 0.
(c) det ist normiert, d. h. det(l,) = 1.
Auflerdem gilt:
(d) Fiirvi,...,vp€ K™ und 1 < j <k <n gilt:

det(vy |-+ |vj—1 [ vk [vjr |- [ vk—1 | v [Okgr |-+ [ vn) = —det(vy | -+

(e) det A = 0 genau dann wenn A nicht invertierbar ist (d.h. det(vy | -+ |
vp) = 0 genau dann wenn vy, ..., v, linear abhingig sind).

Lemma 5.1.6 Ist A € K™*"™ beliebig und E € K™*" eine Elementarmatriz,
so gilt det(AFE) = det A - det E: Zwei Spalten tauschen multipliziert die Deter-
minante mit —1, das Vielfache einer Spalte zu einer anderen addieren dndert
die Determinante nicht, und eine Spalte mit einem Faktor r € K> multipli-
zieren dandert auch die Determinante um den Faktor r. Entsprechendes gilt fiir
Zeilentransformationen.

Satz 5.1.7 Fiir Matrizen der Form

ai; a2 -+ Qain
0 ap - a2

A= )
0 0  ann

gilt: det A = aj1a22 - - Qpp -

Satz 5.1.8 Fir A, Be K™*" gilt:

(a) det(AB) = det(A)det(B)

(b) Falls A invertierbar ist, gilt det(A™!) = (det A)~!.
Definition 5.1.9 Ist V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, f € End(V)
ein Endomorphismus und B eine Basis von V', so setzen wir det f := det [ f]z

Satz 5.1.10 In Definition 5.1.9 hingt det f nicht von der Wahl von B ab.

Satz 5.1.11 (Laplacescher Entwicklungssatz) Sei A = (ai;)1<ij<n € K™

Im Folgenden seien 1 < k,l < n. Wir schreiben A,y fir die (n —1) x (n —1)-
Matriz, die man aus A erhdlt, indem man die k-te Zeile und die l-te Spalte
rausstreicht.

(a) Fir jedes ¢ gilt: det A = Y (=1)*** - ap - det Ay gy

(b) Fir jedes k gilt: det A = >3 (—1)F+* - aq - det Ay g

5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.2.1 (a) Zwei Matrizen A, A’ € K™*™ heiffen dhnlich, wenn es
eine invertierbare Matriz S € K™<" gibt mit A’ = S1AS.
(b) Eine Matrixz der Form

a;g1 0 -+ 0
0 -0 an
fir a1, ..., ann € K heifit Diagonalmatriz.
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(c) Eine Matriz A € K™ ™ heifit diagonalisierbar, wenn sie zu einer Dia-
gonalmatrixz dhnlich ist.
Ein Endomorphismus f € End(V) eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums V heiffit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so
dass g[flg eine Diagonalmatriz ist.

Definition 5.2.2 Sei V' ein K-Vektorraum und f € End(V) ein Endomorphis-
mus. Ein Skalar X\ € K heifit Eigenwert von f wenn es einen Vektor v e V\{0}
gibt mit f(v) = Av. In diesem Fall nennt man v Eigenvektor von f (zum
FEigenwert \).

Der Eigenraum zum Eigenwert X ist {v e V| f(v) = A\v}.

Bemerkung 5.2.3 FEigenrdume sind Untervektorrdume von V.
Bemerkung 5.2.4 Ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigenwerte.

Satz 5.2.5 Sei V ein Vektorraum und f € End(V). Sind vy,...,v, € V Ei-
genvektoren von f zu verschiedenen Figenwerten, so sind vy, ..., v linear un-
abhdngig.

Definition 5.2.6 SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum und f € End(V).
Das charakteristische Polynom von f ist das Polynom xy := det(f—zidy) €
K(z]. (Formal gesehen wdhlen wir eine Basis B von V', betrachten g[f]z — x1,
als Matriz mit Fintrigen im Ring K|z] und wenden darauf die Leibniz-Formel
an, wobet wir im Ring K[z] arbeiten.)

Satz 5.2.7 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und f € End(V'). Die
Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Xf -

Bemerkung 5.2.8 Das charakteristische Polynom einer Matriz A € K™*™ hat
Grad n, und schreibt man es in der Form

xa(x) =ag+a1z+ -+ apa”,
s0 ist ag = det A und a,, = (—=1)".

Satz 5.2.9 Fir eine Matriz A € K™ sind dquivalent:

(a) A ist diagonalisierbar.

(b) Es gibt eine Basis von K™*™ aus Eigenvektoren von A.
(¢) Die Summe der Dimensionen der Eigenrdume ist n.

6 FEuklidische und unitiare Vektorraume

6.1 Reelle Skalarprodukte

Definition 6.1.1 Sei K ein Kéorper und V ein K-Vektorraum.
(a) Fine Bilinearform aufV ist eine Abbildung B: V xV — K, so dass fiir
jedes v € V die beiden Abbildungen V- — K, u — B(u,v) und V — K,
u— B(v,u) linear sind.
(b) Eine Bilinearform S heifit symmetrisch, wenn fir alle u,v € V gilt:

Blu,v) = B(v,u).
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Ab jetzt nehmen wir K = R an.
(¢) Fine Bilinearform [ heifit positiv definit, wenn fir alle v € V\{0} gilt:
B(v,v) > 0.
(d) Fin (reelles) Skalarprodukt (oder inneres Produkt auf V ist eine
symmetrische, positiv definite Bilinearform aufV'. Fiir Skalarprodukte ver-
wendet man oft die Notation {u,v) := [(u,v).

Definition 6.1.2 (a) PEin euklidischer Vektorraum ist ein R-Vektorraum
V' zusammen mit einem Skalarprodukt auf V.
(b) Ist V ein euklidischer Vektorraum, so ist die Norm eines Vektors ve V

definiert durch |v| := 4/{v,v).
Beispiel 6.1.3 Das Standard-Skalarprodukt auf R™ ist

ay b1
sl s P i=ab + - 4+ apby.

anp by,

Wenn man Vektoren als Matrizen mit einer Spalte auffasst, ldsst sich dies auch

kiirzer schreiben:

(u, vy = ulv.

Verwendet man dieses Standard-Skalarprodukt, so ist die Norm eines Vektors

a1

I 1= yad++a

Qnp

Satz 6.1.4 Sei V ein euklidischer Vektorraum, seien u,v € V und sei r € R.
Dann gilt:
(a) v =0
(b) |v| =0 < v=0
(©) lrvf =lr[- o]
(d) Ku,v)| < lu|-|v| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung), und Gleichheit gilt
genau dann, wenn u und v linear abhdngig sind.
(e) |lu+v|| < |lu] + |lv|] (Minkowski-Ungleichung oder Dreiecksunglei-
chung)

Satz 6.1.5 Sei K ein Korper und sei ey, ..., e, die Standardbasis von K™. Die
Abbildung

{Bilinearformen auf K"} — K™*"
B (Bleise))i<ij<n
ist eine Bijektion; das Inverse dieser Abbildung ist
K™™ — {Bilinearformen auf K"}
A Ba, wobei Ba(u,v) :=uT Av  firu,ve K",

Auflerdem gilt:
(a) Ba ist symmetrisch genau dann wenn A = AT. (Solche Matritzen A nennt
man symmetrisch.)
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(b) Ist K =R, so ist Ba positiv definit genau dann wenn fir alle v € R™\{0}
gilt: vT Av > 0. (Solche Matritzen A nennt man positiv definit.)
Die Skalarprodukte auf R™ sind also genau die Abbildungen der Form {u,v) =
uT Av fiir symmetrische, positiv definite Matrizen A € R™"*™.

Bemerkung 6.1.6 Allgemeiner gilt, in euklidischen Vektorrdumen V :
(a) Ist f e End(V), so ist By(u,v) := (u, f(v)) eine Bilinearform auf V; dies
definiert eine Bijektion zwischen End(V') und den Bilinearformen auf V.
(b) Bf(u,v) ist symmetrisch genau dann wenn {(u, f(v)) = {f(u),v). Einen
Endomorphismus f € End(V), der dies erfiillt, nennt man selbstadjun-
giert.

6.2 Orthonormalbasen

Im Folgenden sei V ein euklidischer Vektorraum.

Definition 6.2.1 (a) FEin Vektor v e V heifit normiert, wenn |v| = 1.
(b) Zwei Vektoren u,v € V heiffen orthogonal (zueinander), wenn {u,v) =0
ist. Man scheibt u L v.

Definition 6.2.2 Fine Orthonormalbasis von V ist eine Basis (v;)ier mit
folgenden Eigenschaften:

(a) v; ist normiert fir alle i € I.

(b) v; Lv; fiir alled,jel miti+#j.

Satz 6.2.3 Sei B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V.
(a) Fir beliebige ve V gilt v =" (v, v;)v;; anders ausgedriickt:

(v, v1)
slv] = : .
CR

(b) Fiir beliebige v,w eV gilt: (v, w)y = (g[v])T 5[w].

Satz 6.2.4 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Jeder endlich dimensio-

nale euklidische Vektorraum V' hat eine Orthonormalbasis. Genauer: Ist vy, ..., v,
eine beliebige Basis von V', so gibt es eine Orthonormalbasis wy, ..., w, von V,
so dass {wy,...,wi)r = {V1,...,0r fir allei < n.

Bemerkung: Sétze 6.2.4 und 6.2.3 zusammen besagen also insbesondere: Fiir
jeden endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum V' gibt es einen Isomor-
phismus R™ — V', so dass das Skalarprodukt auf V' dem Standard-Skalarprodukt
auf R™ entspricht.

6.3 Orthogonale Transformationen

Definition 6.3.1 Sei V ein euklidischer Vektorraum. Ein Endomorphismus
f € End(V) heifit orthogonale Transformation von V, wenn f ein Iso-
morphismus ist und fir alle u,v gilt: {u, vy = {f(u), f(v)).

Eine Matriz A € R™*™ heifit orthogonal, wenn sie eine orthogonale Trans-
formation von R™ ist, wobei wir R™ als euklidischen Vektorraum mit dem Standard-
Skalarprodukt auffassen.
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Satz 6.3.2 Fiir eine Matriz A € R™*™ sind dquivalent:

(a) A ist orthogonal.
(b) A ist invertierbar und AT = A~1,
(¢) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis.

Satz 6.3.3 (Hauptachsentransformation) FEine Matriz A € R™*™ ist sym-
metrisch genau dann wenn es eine orthogonale Matriz S gibt, so dass ST AS
eine Diagonalmatriz ist.

Bemerkung 6.3.4 Da ST = S~ ist eine solche Matriz A auch diagonalisier-
bar, und die Eintrige auf der Diagonalen von STAS sind die Eigenwerte von

A.
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Lineare Algebra II

6.4 Hermitesche Skalarprodukte

Definition 6.4.1 Sei V' ein C-Vektorraum. Ein (hermitesches) Skalarpro-
dukt auf V ist eine Abbildung V xV — C, (u,v) — {u,v)y mit folgenden FEigen-
schaften:

(a) Fir jedes veV ist die Abbildung u — (u,v) linear.

(b) Fiir alle u,v € V gilt: {u,v)y = {v,uy, wobei a das komplex Konjugierte

von a € C bezeichnet; siehe Definition 2.3.5.

(¢c) Fiir alle ve V\{0} ist (v,v) eine reelle Zahl gréfer als 0.
Einen C-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt nennt man unitdren
Vektorraum.

Ist V' ein unitdrer Vektorraum, so definiert man die Norm eines Vektors

v eV durch |v| := A/{v,v).

Bemerkung 6.4.2 FEin Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum ist schiefli-
near im zweiten Argument, d.h. Fir u,v,v' € V und z € C gilt {u,v +v') =
(u, vy + (u, vy und (u, 2v) = zZ(u, v).

Beispiel 6.4.3 Das Standard-Skalarprodukt auf C" ist

(u, vy = ul'v,
wobei v der Vektor ist, den man aus v erhdlt, indem man alle Eintrige komplex
konjugiert.

Satz 6.4.4 Sei V ein unitirer Vektorraum, seien u,v € V und sei z € C. Dann
gilt:

(a) o] =0

() o] =0 = v =0

(e) llzv] = [zl - o]

(d) [Ku,v)| < lu|-|v| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung), und Gleichheit gilt

genau dann, wenn u und v linear abhdngig sind.
(e) |lu+v|| < |ul| + |v| (Dreiecksungleichung)

Definition 6.4.5 (a) Eine Matriz A € C"*" heifit hermitesch, wenn AT =
A gilt. Hierbei ist A die Matriz, die man aus A erhdlt, indem man alle
FEintrdge komplex konjugiert.

(b) Eine hermitesche Matriz heifit positiv definit, wenn fir alle v e C™\{0}
gilt: vT Av ist eine reelle Zahl grofier als 0.

Bemerkung: Dass v Av eine reelle Zahl ist, folgt schon daraus, dass A her-
mitesch ist.

Satz 6.4.6 Ist A e C™ ™ eine positiv definite hermitesche Matrix, so ist
(u, vy 1= ul Av

ein Skalarprodukt auf C™, und jedes Skalarprodukt auf C™ hat diese Form, fiir
eine eindeutige Matriz A.

28



Satz 6.4.7 Fir beliebige Matrizen A, B € C™*" gilt:

(a) AB = AB L

(b) Ist A invertierbar, so ist (A)~' = A-1

(c) (AT =AT
Hierbei ist A die Matriz, die man aus A erhdlt, indem man alle Fintrdge komplex
kongugiert.

Bemerkung 6.4.8 Ist V ein unitdrer Vektorraum und U < V' ein Untervektor-
raum, so ist U mit dem gleichen Skalarprodukt auch ein unitirer Vektorraum.

6.5 Orthogonalitidt und Orthonormalbasen

Im folgenden sei K = R oder K = C und V' (ensprechend) ein euklidischer oder
unitérer K-Vektorraum.

Definition 6.5.1 (a) Ein Vektor v eV heifit normiert, wenn |v| = 1.
(b) Zwei Vektoren u,v € V heifien orthogonal (zueinander), wenn {u,v) =0
ist. Man scheibt u L v.
(¢) Das orthogonale Komplement cines Untervektorraums U € 'V ist

Ut :={veV |VueU:v Lu}
Fiir Vektoren ue V setzt man ut = (u)i = {ve V |v L u}.

Satz 6.5.2 Sei U <V ein Untervektorraum. Dann gilt:
(a) UL ist auch ein Untervektorraum von V, und es gilt U n U+ = {0}.
(b) U< (UYL

Ist V' endlich-dimensional, so gilt aufSerdem:

(¢) U+U* =V; insbesondere ist dimU + dim U+ = dim V, und jeder Vektor
v eV lisst sich eindeutig schreiben als v = u + v’ mit u € U,u' € U™,
(Also, unter Verwendung von Konvention 7.3.5: U® U+ =V.)

(d) U= (UH)*

Definition 6.5.3 FEine Orthonormalbasis von V ist eine Basis (v;)icr beste-
hend aus normierten, paarweise orthogonalen Vektoren. (,Paarweise orthogo-
nal® bedeutet: Fir jedes Paar v;,v; von Basisvektoren mit i # j gilt: v; L v;.)

Satz 6.5.4 Sei vq,...,v, eine Orthonormalbasis von V. Fir beliebige v € V
gilt v =73 {v,v;)v;.

Satz 6.5.5 SeiV endlich dimensional, und seien vy, ..., vr normierte, paarwei-
se orthogonale Vektoren. Dann lassen sich vy, ..., v zu einer Orthonormalbasis
von V erginzen. Insbesondere besitzt jeder endlich-dimensionale euklidische oder
unitdre Vektorraum eine Orthonormalbasis.

6.6 Unitire Transformationen

Definition 6.6.1 Seien V,W unitire Vektorrdume.
(a) Fin Isomorphismus von unitiren Vektorrdiumen ist ein Vektorraum-
Isomorphismus f € Hom(V, W), der das Skalarprodukt erhdlt, d. h. so dass

fir alle v,v" € V gilt: (v, 0"y = (f(v), f(v)).
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(b) Eine unitdire Transformation ist ein Endomorphismus f € End(V),
der ein Isomorphismus von unitiren Vektorrdumen ist.

(¢) Fine Matriz A € C™*™ heifit unitdr, wenn sie eine unitire Transforma-
tion von C™ mit dem Standard-Skalarprodukt ist.

Bemerkung 6.6.2 Ist f € Hom(V,W) ein Isomorphismus von unitiren Vek-
torrdumen, so gilt:

(a) Fiir alleveV ist|f(v)| = |v|. (Man sagt, f ist eine Isometrie.)

(b) Fiir alle v,v' €V gilt: v L v < f(v) L f(2').

(c) Ist U €V ein Untervektorraum, so ist f(UL) = f(U)*.

Satz 6.6.3 Seien V,W endlich-dimensionale unitire Vektorriume, sei f € Hom(V, W),
und sei vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von V. Dann ist f ein Isomorphismus

von unitiren Vektorrdumen genau dann, wenn f(v1),..., f(v,) ist eine Ortho-
normalbasis von W ist.

Aus Satz 6.5.5 folgt also: Ist V' ein endlich dimensionaler unitérer Vektor-
raum, so gibt es einen Isomorphismus von unitidren Vektorrdumen V. — Cm,
wobei wir auf C" das Standard-Skalarprodukt verwenden und wobei n = dim V'
ist.

Satz 6.6.4 Fir eine Matriz A € C™*™ sind dquivalent:
(a) A ist unitir.
(b) A ist invertierbar und AT = A1,
(c¢) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis.

Lemma 6.6.5 Sei K ein beliebiger Korper und seien A, B € K™*™ Matrizen,
so dass el Ae; = el Be; gilt fiir alle i,5 < n. Dann ist A = B.

Satz 6.6.6 (Hauptachsentransformation) Eine Matriz A € C"*" ist her-
mitesch genau dann wenn es eine unitire Matriz S gibt, so dass STAS eine
Diagonalmatriz mit reellen Eintrdgen ist.

Definition 6.6.7 Sei V' ein unitdrer Vektorraum. FEin Endomorphismus f €
End(V) heifit selbstadjungiert, wenn fir alle u,v € V gilt: {u, f(v)) = {f(u), v).

Bemerkung 6.6.8 IstV = C" mit dem Standard-Skalarprodukt, so ist f selbst-
adjungiert genau dann wenn die zugehdrige Matrixz hermitesch ist.

Bemerkung 6.6.9 SeiV ein unitirer Vektorraum und f € End(V). Istvy, ..., v,
eine Basis von V' und gilt (v;, f(v;)) = {f(vs),v;), so ist f selbstadjungiert.

Satz 6.6.10 (Hauptachsentransformation fiir selbstadjungierte Endomorphismen)
Sei V' ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum. Ein Endomorphismus

f € End(V) ist selbstadjungiert genau dann, wenn es eine Orthonormalbasis

V1,...,0, von V aus Eigenvektoren von f gibt und alle Figenwerte von f reell

sind.

Satz 6.6.11 Fine hermitesche Matrix A € C"*™ ist genau dann positiv definit,
wenn alle ihre Eigenwerte positiv sind.
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7 Die Jordansche Normalform

7.1 Nilpotente Endomorphismen

Im Folgenden sei K ein beliebiger Kérper und V' ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum.

Definition 7.1.1 Fin Endomorphismus f € End(V') heifit nilpotent, wenn es
ein k € N gibt, so dass f* = 0 ist. Fine Matrizr A € K™*™ heifit nilpotent,
wenn sie als Endomorphismus von K™ nilpotent ist, d. h. wenn es ein k € N
gibt, so dass A¥ = 0 ist. Das kleinste solche k heifit Nilpotenzgrad (auch:
Nilpotenzindex) von f bzw. A.

Satz 7.1.2 Sei f € End(V) nilpotent, und sei k € N der Nilpotenzgrad von f.
Setze Uy := ker(f*) und Wy := im(f*) fir £ € N. Dann gilt:
{0}=UcU1 G- CUr1 G U=V
V=W 2W1 22 W1 2 W, ={0}.
Satz 7.1.3 Sind A,B € K"*" Ghnliche Matrizen (sieche Definition 5.2.1), so

gilt fiir alle £ € N: dimim A* = dimim B’ und dimker A* = dimker B*. Insbe-
sondere ist A nilpotent genau dann wenn B nilpotent ist.

Satz 7.1.4 (Jordansche Normalform von nilpotenten Matrizen) Ist A €
K™ ™ nilpotent, so gibt es eine invertierbare Matriz S € K"*", so dass S™'AS
die Form

01 00
.-O )\1><)\1 O
-1
Oevvvenenn 0
01.01 0
0 )\2)()\2
-1
Q- vvenvnnn 0
0L 00
O 0 Ao X Ag
: 1
Ocvovvennes 0

hat fiir A1, ..., ¢ = 1. Hierbei sind A1, ..., s bis auf Reihenfolge durch A ein-
deutig bestimmdt.
7.2 Teilbarkeit von Polynomen

Definition 7.2.1 Sei R ein kommutativer Ring und seien a,b € R. Man sagt
La tetlt b oder ,a ist ein Teiler von b“ oder ,b ist ein Vielfaches von a*“
wenn es ein a’ € R gibt mit b = a - a’. Notation dafiir: ,a|b®
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Im Folgenden sei K ein Korper.

Bemerkung 7.2.2 Seien py,ps € K[X].

(a) Aus p1 | pa folgt degpr < degpa.
(b) Die Polynome py,p2 € K[X]| haben die selben Teiler genau dann, wenn
ste sich um einen Faktor aus K* unterscheiden.

Bemerkung 7.2.3 Seip € K[z] und a € K. Nach Satz 2.4.7 hat p eine Null-
stelle bei a genau dann wenn (X — a) | p.

Erinnerung: Ein Polynom " | a;X™ € K[X| heit normiert, wenn a,, = 1
ist. Auflerdem verwenden wir im Folgenden die Konvention, dass das 0-Polynom
normiert ist.

Bemerkung 7.2.4 Zu jedem Polynom p € K[X] g¢ibt es genau ein normiertes
Polynom p', das die selben Teiler wie p hat.

Satz und Definition 7.2.5 Seien py,ps € K[X] Polynome.
(a) FEs gibt genau ein normiertes Polynom q € K[X], so dass die Teiler von
q genau die Polynome sind, die sowohl Teiler von p1 als auch Teiler von
p2 sind. Dieses q nennt man den grdfiten gemeinsamen Teiler von p,
und pa, und man schreibt ggT(p1,p2) dafiir.
(b) Es gibt Polynome q1,q2 € K[X], so dass ggT(p1,p2) = q1p1 + qap2 ist.

Bemerkung 7.2.6 Bemerkung: ggT(p1,p2) ist das (eindeutige) normierte Po-
lynom von gréfstem Grad, das sowohl p1 als auch po teilt.

Definition 7.2.7 Polynome p1,p2 € K[X] heiffen teilerfremd, wenn ggT(p1,p2) =
1 ust.

Satz 7.2.8 Fir Polynome p1,p2,q € K[X] gilt: ggT(pip2,q) | e¢gT(p1,q) -

geT(p2, q).
Insbesondere gilt: Wenn q teilerfremd zu py und zu po ist, ist q auch teiler-

fremd zu p1 - pa.

7.3 Das Minimalpolynom

Im Folgenden sei K ein Kérper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 7.3.1 Sei f € End(V) ein Endomorphismus von V und sei p =
Y gai X" € K[X] ein Polynom. Dann definieren wir p(f) € End(V') durch

(P(f))(©) :=aov + a1 f(v) + azf(f(v) + - +an f(f(... f(v)...)).
[ ——

n mal

Satz 7.3.2 Ist f € End(V) und sind p,q € K[X] Polynome, so gilt (p-q)(f) =
p(f) e a(f) = a(f) e p(f)-

Definition 7.3.3 Sei f € End(V). Ein Polynom p € K[X] annulliert f, wenn
p(f) die 0-Abbildung ist.

Satz 7.3.4 Sei f € End(V) und seien p1,p2 € K[X]. Dann gilt:
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(a) ker((pip2)(f)) 2 kerpi(f) + ker p2(f). Insbesondere: Wenn f von p1 an-
nulliert wird, dann auch von p1ps.

(b) ker((p1 + p2)(f)) 2 kerpi(f) n ker po(f). Insbesondere: Wenn f wvon p;
und po annulliert wird, dann auch von pi + ps.

(¢) Fiir q :== ggT(p1,p2) gilt: kerq(f) = kerp1(f) n ker po(f). Insbesondere
gilt fiir teilerfremde p1,pa: kerpi (f) n ker po(f) = {0}.

Erinnerung an Satz und Definition 3.1.4: Seien V und V' K-Vektorrdume. Dann
nennt man V x V' die direkte Summe von V und V’ und man schreibt auch
V @ V' dafiir.

Konvention 7.3.5 SindU, U’ und W Untervektorriume eines K - Vektorraums

V', so schreiben wir ,W =U @ U'¥, wenn die Vorschrift (u,u’) — u+ u' einen

Isomorphismus UBU' — W definiert, also wenn W =U+U’ und UnU’ = {0}.
Allgemeiner schreiben wir W = U1@®- - -@®U, (fiir Untervektorraume W, Uy, ..., Uy S

V), wenn (uy,...,ug) — ug + - -+ +ug einen Isomorphismus Uy @®---@Up > W

definiert.

Satz 7.3.6 Sei f € End(V), seien p1,...,p¢ € K[X] paarweise teilerfremde

Polynome, und sei ¢ = py - pa---pe. Dann ist ker(q(f)) = ker(p1(f)) ® - ®
ker(pe(f))-

Definition 7.3.7 Ein normiertes Polynom ¢ € K[X] heifit Minimalpolynom
von f wenn f von ¢ annulliert wird, und wenn jedes andere Polynom p € K[X],
das f annulliert, ein Vielfaches von 1 ist.

Satz 7.3.8 Jeder Endomorphismus f € End(V) besitzt ein eindeutiges Mini-
malpolynom ¢ # 0. Dieses Minimalpolynom wird auch durch die folgenden
Bedingungen charakterisiert: ¢y annulliert f, aber kein Teiler p | vy, der klei-
neren Grad als ¥y hat, annulliert f.

7.4 Die Jordansche Normalform

Im Folgenden sei weiterhin K ein Kérper und V' ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum.

Bemerkung: Fiir beliebige Endomorphismen g € End(V') wird die Folge der
Untervektoriume kerg < ker g? < kerg® < ... irgendwann konstant, d.h. es
gibt ein N, so dass ker g = ker gVt = ker gV 2 = .. ..

Definition 7.4.1 Sei f € End(V) und A € K. Der FEigenraum von f zum
Eigenwert \ ist

Eig,(f) := ker(f — Aid).

Der Hauptraum von [ zum Eigenwert \ ist
Hauy (f) := ker(f — Xid)V
fiir N wie in der obigen Bemerkung.

Bemerkung: Eig, (f) und Hauy(f) kann man fiir beliebige A € K definieren,
aber nur wenn \ ein Eigenwert von f ist, sind diese Rdume nicht-trivial. Genauer
gilt: A ist Eigenwert von f <= Eig,(f) # {0} <= Hau,(f) # {0}.
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Satz 7.4.2 (Hauptraumzerlegung) Sei f € End(V) ein Endomorphismus,
dessen Minimalpolynom 1y in Linearfaktoren zerfdllt:

Pp = (X =)™ (X =)™

fiir paarweise verschiedene \; € K wund natiirliche Zahlen r; = 1. Dann ist
V = Hauy, (f)®- - -@Hauy, (f). Auflerdem sind A1, ..., A\, genau die Figenwerte
von f.

Bemerkung 7.4.3 Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (genauver: Korol-
lar 2.4.10) zerfillt im Fall K = C jedes normierte Polynom in Linearfaktoren.
Allgemeiner gibt es zu jedem Korper K einen Kérper K' 2 K, so dass jedes
Polynom f € K'[X] in Linearfaktoren zerfillt. (Beweis davon in der Algebra-
Vorlesung.)

Satz 7.4.4 (Jordansche Normalform) IstV einn-dimensionaler K - Vektorraum
und ist f € End(V) ein Endomorphismus, dessen Minimalpolynom in Linear-
faktoren zerfillt, so gibt es genau einen Isomorphismus g: K™ — V so dass
g~ ' o fog durch eine Matriz der folgenden Form gegeben ist:

0 1 X711 O
. '..-.‘ 1
0 «ovvee 0 M\
A1 0--- 0
S0 9 X Ty
|
0 «ovv-- 0 Xo
O 0 Ty X Ty
. ‘.‘... 1
0 «vvvn- 0 A

hat fir A1, ..., A € K undry,...,re = 1. Hierbei sind die Paare (A1,71), ..., (Ae,7¢)
bis auf Reihenfolge durch A eindeutig bestimmd.

Bemerkung 7.4.5 Fiir Matrizen bedeutet dies: Zerfdllt das Minimalpolynom
einer Matrix A € K™*™ in Linearfaktoren, so gibt es eine invertierbare Matrix
S e K™"" so dass ST'AS die Form wie in Satz 7.4.4 hat.

Bemerkung 7.4.6 Die jordansche Normalform eines Endomorphismus f ldsst
sich bestimmen, indem man zundchst die Eigenwerte Aq,..., A\, bestimmt und
dann aus den Dimensionen d; s 1= dim(ker(f — X;)®) die Blockgrofsen ableitet:
Fiir s > 1 gibt d; s — d; s—1 die Anzahl der Blocke an, die \; auf der Diagonalen
haben und mindestens Gréfie s x s haben.

Satz 7.4.7 Zwei Matrizen A,B € K™*", deren Minimalpolynome in Linear-
faktoren zerfallen, sind genau dann dhnlich, wenn sie die gleiche Jordansche
Normalform besitzen (bis auf Reihenfolge der Paare (\;,r;)).
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Definition 7.4.8 Sei f € End(V) und sei A € K ein Figenwert von f. Man
nennt dim Eig, (f) die geometrische Vielfachheit des Figenwerts A und dim Hauy (f)
die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts ).

Satz 7.4.9 Sei f € End(V) ein Endomorphismus, dessen Minimalpolynom ¢
die Form
Y= (X =)™ (X = Ap)"™

hat fir A\; € K und r; = 1. Dann hat das charakteristische Polynom xy =
det(f — Xidy) die Form

Xp = =X)% - (A — X),

wobei s; = r; gilt und s; auflerdem genau die algebraische Vielfachheit des Fi-
genwerts \; ist. Insbesondere ist x¢(f) = 0.

Bemerkung 7.4.10 Der Satz von Cayley-Hamilton besagt, dass xr(f) =0
ist auch dann, wenn das Minimalpolynom von f nicht in Linearfaktoren zerfillt.

Satz 7.4.11 (Jordanzerlegung) Sei f € End(V) ein Endomorphismus, des-
sen Minimalpolynom in Linearfaktoren zerfdllt. Dann ldsst sich f als Summe
fa + fu schreiben fiir fq, fn € End(f) mit folgenden Eigenschaften:

(a) fq ist diagonalisierbar.

(b) fu ist nilpotent.

(¢) fa und fn kommutieren, d.h. fqo fu = fuo fa.

8 Vektorraumkonstruktionen

Im ganzen Kapitel sei K ein Korper.

8.1 Unendliche direkte Summen und direkte Produkte

Definition 8.1.1 Sei M eine beliebige Menge und sei V,, ein K-Vektorraum
fiir jedes me M.
(a) Das direkte Produkt der V,, ist

n Vin = {(Vm)mem | vm € Vi, fiir alle m e M};
meM

es wird mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation als K-
Vektorraum aufgefasst.
(b) Die direkte Summe der V,, ist der Untervektorraum

@ Vin = {(Vm)men € H Vin | vm = 0 fiir fast alle m € M}.
meM meM

Sei nun mg € M.

(c) Die kanonische Projektion von [, ., Vin nach V,,, ist der Homo-
morphismus, der (Vpm)men auf vm, abbildet.

(d) Die kanonischen Einbettung von V,,, nach @, .\, Vi ist der Ho-
momorphismus, der v € V,,, auf dasjenige Tupel (U, )mens abbildet, das
gegeben ist durch vy, = v und v, = 0 fir m # my.

Manchmal identifizieren wir V,,, mit seinem Bild unter der kanonischen
Einbettung (und fassen Vi, so als Untervektorraum von @,, .\ Vin auf).
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Bemerkung 8.1.2 Ist M = {1,...,n}, s0 ist [[,,cps Vin = @ ey Vin = V1 @

Satz 8.1.3 Seien M und V,, wie in Definition 8.1.1. Dann haben U := HmeM Vi
und die kanonischen Projektionen f,,: U — V,, die folgende Eigenschaft:
(x) Ist W ein weiterer K-Vektorraum und ist g, € Hom(W,V,,) fiir jedes
me M, so gibt es genau ein h € Hom(W,U), so dass fm 0h = g, fiir alle
meM.

Satz 8.1.4 Seien M und V,, wie in Definition 8.1.1. Dann haben U := @, s Vin

und die kanonischen Einbettungen f,: Vi, — U die folgende FEigenschaft:

(xx) Ist W ein weiterer K-Vektorraum und ist g,, € Hom(V,,, W) fir jedes
m € M, so gibt es genau ein h € Hom(U, W), so dass ho f,, = g, fir alle
meM.

Definition 8.1.5 (x) nennt man die universelle FEigenschaft des direk-
ten Produkts; (xx) nennt man die universelle Eigenschaft der direkten
Summe. Die Abbildung h aus (+) bzw. (¥x) nennt man den ,von den Homo-
morphismen ¢, induzierten Homomorphismus*.

Satz 8.1.6 Seien M, Vi, U =11, .0y Vi und fp,: U — Vp,, wie in Satz 8.1.5.
Sei auferdem U’ und f), € Hom(U',V,,,) ein weiterer K-Vektorraum und wei-
tere Homomorphismen, die zusammen die universelle Eigenschaft des direkten

Produkts erfiillen. Dann gibt es genau einen Isomorphismus h: U —U’, so dass
fl oh = fn, fir alle me M.

Satz 8.1.7 Seien M, Vi, U =11, .cps Vi und fp,: U — Vi, wie in Satz 8.1.4.
Sei auferdem U’ und f), € Hom(V,,,U’) ein weiterer K-Vektorraum und wei-
tere Homomorphismen, die zusammen die universelle Eigenschaft der direkten

Summe erfiillen. Dann gibt es genau einen Isomorphismus h: U — U’, so dass
ho fm = fl fir alle me M.

8.2 Freie Vektorraume und Quotienten

Satz 8.2.1 Sei M eine beliebige Menge.

(a) FEs gibt einen K-Vektorraum V und eine Abbildung f € Abb(M,V), so
dass gilt:

(x) Fiir jeden K -Vektorraum W und jede Abbildung g € Abb(M, W) gibt
es genau einen Homomorphismus h € Hom(V, W) mit ho f = g.

(b) Das Paar (V, f) aus (a) ist ,eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus“
im folgenden Sinne: Ist (V') f') ein weiteres Paar, das (x) erfiillt, so gibt
es genau einen Isomorphismus h:V — V' so dass h o =17 gilt.

(¢c) Ist (V, f) ein Paar wie in (a), so ist {f(m)|m e M} eine Basis von V.

Definition 8.2.2 Sind M, V und f wie in Satz 8.2.1, so nennt man V den
freien Vektorraum iiber M (oder auch freien Vektorraum mit Basis
M ). Die Eigenschaft (x) aus dem Satz nennt man die Universelle Eigen-
schaft des freien Vektorraums. Der Homomorphismus h aus () wird ,von
g induzierter Homomorphismus“ genannt. Oft fasst M als Teilmenge von
V' auf und bezeichnet den freien Vektorraum iber M mit (M k.

Satz 8.2.3 Sei V ein K-Vektorraum und U <V ein Untervektorraum.
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(a) FEs gibt einen K-Vektorraum Q und ein f € Hom(V, Q) mit f(U) =0, so
dass gilt:
(x) Fir jeden K-Vektorraum W und jedes g € Hom(V, W) mit g(U) = 0
gibt es genau einen Homomorphismus h € Hom(Q, W) mit g = ho f.
(b) Das Paar (Q, f) aus (a) ist ,eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus®: Ist (Q', f') ein weiteres Paar, das (x) erfiillt, so gibt es genau einen
Isomorphismus h: Q — Q' so dass ho f = f gilt.

Definition 8.2.4 Die Eigenschaft (*) aus Satz 8.2.3 nennt man die Univer-
selle FEigenschaft des Quotientenvektorraums. Der Homomorphismus h
aus (x) wird ,von g induzierter Homomorphismus®“ genannt.

8.3 Der Dualraum

Definition 8.3.1 Der Dualraum eines K -Vektorraums V is V* := Hom(V, K).

Beispiel 8.3.2 (K™)* kann mann mit den 1xn-Matrizen identifizieren. (Solche
Matrizen entsprechen genau den linearen Abbildungen von K™ nach K.)

Notation 8.3.3 Das Kronecker-Delta ist wie folgt definiert:

1 i
5iji—{ e
' 0 ©+#7.

(Meistens sind i,j ganze Zahlen; wir erlauben aber Elemente einer beliebigen
Menge.)

Satz 8.3.4 Ist V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ist vyi,...,v,
eine Basis von V', so gibt es genau eine Basis ay,...,a, von V*, so dass gilt:
a;(vj) = 0;;. Insbesondere gilt dimV* = dim V.

Definition 8.3.5 Die Basis aq,...,a, aus Satz 8.5./ nennt man die duale
Basis zu vy, ..., 0.
Satz 8.3.6 Ist vq,...,v, eine Basis eines K-Vektorraums V und aq,...,o,

die duale Basis, so gilt fiir jedes v e V:

n

v = Z a; (v)v;

i=1

Definition 8.3.7 Sind U,V K-Vektorriume und ist f € Hom(U,V), so defi-
niert man die duale Abbildung f* € Hom(V* U*) durch: f*(8) = Bo f.

Satz 8.3.8 Seien U, V,W K-Vektorriume und f € Hom(U, V'), g € Hom(V, W).
Dann gilt:
(a) (g0 ) = f*og*.
(b) Sind U undV endlich-dimensional, so ist vk f* =1k f. Insbesondere ist f
surjektiv genau dann, wenn f* injektiv ist, und f is injektiv genau dann,
wenn f* surjektiv ist.

Definition 8.3.9 Fiir v € V definieren wir die Evaluationsabbildung ev, €
Hom(V*, K) = (V*)* durch: evy(a) := a(v).
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Satz 8.3.10 Seihy: V — (V*)* die Abbildung, die gegeben ist durch hy (v) :=
evy.
(a) Die Abbildung hy ist linear und injektiv. Ist V' endlich-dimensional, so ist
hy sogar bijektiv.
(b) Sind V,W Vektorriume und ist f € Hom(V, W), so gilt hwof = f**ohy.

8.4 Tensorprodukte

Definition 8.4.1 Seien Vi, ..., V, und W K-Vektorriume. Eine Abbildung f: Vi x
- X Vi, > W heifst multilinear, wenn fir alle vy € V1, ..., v, € V,, und fiir
alle j gilt: Die Abbildung

Vi—=W,v— f(v1,...,01,0,011,...,0n)

ist linear. (Die Menge aller multilinearen Abbildungen Vi x -+ x V;, — W bildet
einen K-Vektorraum.) Ist n = 2, so nennt man f auch bilinear.

Beispiel 8.4.2 Sind U, V und W K-Vektorriume, so sind die folgenden Ab-
bildungen bilinear:
(a) U x Hom(U,V) =V, (u, f) — f(u)
(b) Hom(U, V) x Hom(V, W) — Hom(U, W), (f, g) — go f. (Also insbesondere
auch Matrizenmultiplikation: K™ x K™*" — K¢ )

Satz 8.4.3 Seien Vi,...,V,, W K-Vektorriume, und sei B; < V; eine Basis
firi=1,...,n. Sei aufferdem eine Abbildung g: By x --- x B, — W gegeben.
Dann gibt es genau eine multilineare Abbildung f: V4 x --- x V, —> W, die g
fortsetzt, d. h. so dass f(by,...,by) = g(b1,...,by) falls by € By,..., b, € B,.

Satz 8.4.4 Seien Uy,Us K-Vektorrdume.

(a) Fs gibt einen K -Vektorraum V und eine bilineare Abbildung f: Uy x Uy —

V', so dass gilt:
(x) Fir jeden K-Vektorraum W wund jede bilineare Abbildung g: Uy x
Us — W gibt es genau einen Homomorphismus h € Hom(V, W) mit

hof=g.
(b) Das Paar (V,f) aus (a) ist ,eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus*: Ist (V', f') ein weiteres Paar, das (%) erfillt, so gibt es genau einen

Isomorphismus h: V — V' so dass ho f = [ gilt.

Bemerkung: Analog kann man auch das Tensorprodukt von mehr als zwei
Vektorrdumen definieren.

Definition 8.4.5 Der Vektorraum V aus Satz 8.4.4 wird das Tensorprodukt
von Uy und Uy genannt; Elemente von V nennt man machmal Tensoren. (=) ist
die Universelle FEigenschaft des Tensorprodukts. Der Homomorphismus
h aus (x) wird ,von g induzierter Homomorphismus®“ genannt.

Die Notation fir V ist Uy @ Us; sind uy € Uy,us € Us, so schreibt man
U1 Q ug € U1 ® U2 f’il?“ f(ul,u2).

Satz 8.4.6 Seien Uy,Us K-Vektorraume mit Basen By < Uy, By < Us, sei
V' der freie Vektorraum tber By x Bs und sei f: Uy x Uy — V' die bilineare
Abbildung, die (vi,v2) € By x By < Uy x Uy abbildet auf den Vektor (vi,ve) € V.
Dann erfillt (V, f) die universelle Figenschaft des Tensorprodukts. Insbesondere
hat V = U; ® Uy als Basis {f(v1,v2) = v1 Q@ vy | v1 € By, vg € Ba}.
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Bemerkung 8.4.7 Rechenregeln fiir Tensoren ergeben sich daraus, dass (vy,vs) —
v1 ® v bilinear ist; insbesondere, fir vy, v} € Vi, va,vh € Vo und r € K :
(a) (rv1) ®ua = r(v1 ®v2) = v1 ® (rva)
(b) ’U1®0 = 0,‘ O@Ug = 0
(€) (v1 +v]) ®v2 = v1 ®uz + V] Quy;
v1 ® (vg + V) = v1 ®v2 + v1 ® Vh

Satz 8.4.8 Sind U und V' K-Vektorrdume und ist B eine Basis von U, so lisst
sich jeder Tensor we U ®V eindeutig schreiben in der Form w = ZueB U Uy
fiir Vektoren v, € V', die fast alle 0 sind.

Satz 8.4.9 Seien V1, V5, V3 K-Vektorrdaume. Dann gilt:

(a) i@V, =1, @ V.
Genauer: Es gibt einen eindeutigen Isomorphismus h: Vi ® Vo — Vo @ V7,
so dass fiir alle vy € Vi, v9 € Vo gilt: h(v1 @ va) = v ® v1.

b) @ (1a®@Vs) = (Vi®V)®Vs
Genauer: Es gibt einen eindeutigen Isomorphismus h: Vi ® (Vo ® V3) —
(V1 ® Vo) ® Vs, so dass fiir alle vy € Vi,vg € Vo, v3 € V3 gilt: h(v1 ® (v2 ®
v3)) = (11 ® v2) R v3.

(¢) In einem dhnlichen Sinn gilt: (Vi@ V2)@ Vs = (V1@ V3) @ (Va ® V3)

(d) i K = V1.

Satz 8.4.10 Seien U,V K-Vektorriume. Dann ist die Abbildung f: U* xV —
Hom(U, V), f(a,v) = (u— «a(u) - v) bilinear. Ist U endlich-dimensional, so ist
der davon induzierte Homomorphismus U* @ V' — Hom(U, V') ein Isomorphis-
mus.

Satz 8.4.11 Scien U,V K-Vektorrdume.
(a) Fs gibt genau einen Homomorphismus f: U* @ V¥ — (U® V)* mit der
folgenden FEigenschaft: Sind « € U*, e V¥ ue Uw eV, soist (fla®
A(u®v) = afu) - B(v).

(b) Sind U und V endlich-dimensional, so ist f ein Isomorphismus.

8.5 Erweiterung von Skalaren

Definition 8.5.1 Sind U und V K-Vektorriume, so verwenden wir manch-
mal die folgende Notationen, um klarer zu machen, dass U und V als K-
Vektorraume aufgefasst werden sollen:

Statt U ® V' schreiben wir U Qg V.

Statt Hom(U, V') schreiben wir Homg (U, V).

Statt dim V' schreiben wir dimg V.

Statt ,linear unabhingig® sagen wir K -linear unabhingig (fir Vektoren
aus V).

Satz 8.5.2 Seien K € K' zwei Kérper und sei V' ein K-Vektorraum.

(a) Der K-Vektorraum K' ®x V kann als K'-Vektorraum aufgefasst werden,
mit der Skalarmultiplikation, die gegeben ist durch r'(s' @ v) := (r's') ® v
firr',se K" undveV.

(b) Ist B< V eine Basis von'V als K-Vektorraum, so ist {1®v | v e B} eine
Basis von K' @k V als K'-Vektorraum.
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Definition 8.5.3 Sind K, K’ und V wie in Satz 8.5.2, so schreiben wir Vi
fiir den K'-Vektorraum K' ®y V. Die Konstruktion von Vi aus V nennt man
Erweiterung der Skalare. Oft fassen wir V als K-Untervektorraum von Vi
auf, indem wir ve V mit 1 ® v e Vi identifizieren.

Satz 8.5.4 Seien K < K’ Korper und set V ein K-Vektorraum. Die Erweite-
rung der Skalare besitzt die folgende universelle Eigenschaft (und wir durch die
eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus charakteristiert):
() Ist W ein K'-Vektorraum, g € Homg (V,W), so lisst sich g auf genau
eine Weise zu einem Homomorphismus g’ € Homg: Vi, W) fortsetzen.

8.6 AuBere Potenzen

Notation 8.6.1 IstV ein K- Vektorraum. wir setzen VO := K und, firr > 1,
Ve = yr-ey =V --®V.
—_

r mal

Definition 8.6.2 Sei V ein K-Vektorraum und sei r = 0. Die ,r-te duflere
Potenz* von V st definiert durch \'V := VO /U,, wobei U, der Untervek-
torraum von VO ist, der aufgespannt wird von denjenigen Vektoren der Form
U ® - ®u,, bei denen nicht alle u; verschieden sind.

Das Bild eines Vektors v1 ® -+ @ v, € VO in NV wird mit vi A -+ A v,
bezeichnet.

Beispiel 8.6.3 Fiir belicbige K - Vektorriume V gilt: N’V = K: N'V = V.

Satz 8.6.4 Sei V ein K-Vektorraum und sei v = 2. Fiir vy,...,v, € V und
1<i<j<r git:

VIA - ANV—1 ANV ANVpI N AV AU AU AN AUy = —UL A 220 AN Uy

Satz 8.6.5 SeiV ein K -Vektorraum und seien r,s = 0. Die bilineare Abbildung
VO V®s _ VOU+s) induziert eine bilineare Abbildung N'Vx NV — NV,
(V1 A AUV A AV v A AU AV A A UL (Man nennt diese

Abbildung das Dachprodukt.)

Definition 8.6.6 Fine multilineare Abbildung f: V" — W heifit alternie-
rend, wenn gilt: Sind vi,...,v, € V und gibt es i # j mit v; = vj, so ist
flo1,...,v,) =0.

Satz 8.6.7 Sei V ein K-Vektorraum und sei r € N.
(a) Die Abbildung V" — N"V,(v1,...,0.) = v1 A == A v, ist alternierend.
(b) A"V erfiillt die folgende universelle Figenschaft (und wird durch sie ein-
deutig bis auf eindeutigen Isomorphismus charakterisiert):
() Ist W ein K-Vektorraum und g: V" — W alternierend, so gibt es
genau ein h € Hom(A" V, W), so dass g(v1,...,v.) = h(vi A+ Av,)
fiir alle vy,...,v. € V.

Notation 8.6.8 Ist V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit Basis vy, . ..

und ist I = {iy,... i} S {1,...,n} firi; <--- <i,, so setzen wir im Folgen-
denvy:i=vy, A Av;, € NV.
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Satz 8.6.9 Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und sei r = 0.
(a) Es gibt genau eine lineare Abbildung f: N (V*) — (N'V)*, so dass fir
beliebige ay, ..., € V¥ und vy,...,v. €V gilt:

(floa Ao Aap))(vr Ao Ay = det((a(v)))1<i<r)

Diese Abbildung f ist ein Isomorphismus.
Sei nun vy, ...,v, eine Basis von V und aq, ..., o, die zugehdrige duale Basis
von V*.
(b) SindI,I' < {1,...,n} zwei r-elementige Teilmengen, so ist (f(ar))(vy) =
Or,r (d.h. 1 falls die Mengen gleich sind und 0 sonst).
(c) Die Vektoren {vr | I < {1,...,n} A #I = r} eine Basis von \'V. Insbe-
sondere ist dim A"V = (), und falls v > n ist, ist \'V = {0}.

Satz 8.6.10 Unter Verwendung von Definition 8.6.2, Definition 8.5.7 und Satz 8.4.11
erhilt man Abbildungen (N'V)* — (VO)* — (V*)® — A'V*. Die Ver-
kniipfung davon ist das r!-fache der Abbildung f~' aus Satz 8.6.9. Falls r! im
Korper K nicht 0 ist, ist dies also auch ein Isomorphismus. Manchmal wird
dieser Isomorphismus verwendet, um (/\'V)* mit \'V* zu identifizieren.

Definition 8.6.11 Seien V und W K -Vektorriume, sei f € Hom(V, W) und
sei k = 0. Dann bezeichnen wir die lineare Abbildung

NV > ANWoop A Ave— for) A A for)
mit \ f.

Satz 8.6.12 Sei K ein Kdorper. Wir verwenden Notation 8.6.8 mit der Standard-
Basis von K™.
(a) Sind vy,...,v, € K", s0dst vg Ao+ Avp =det(vy |-+ [vn)eq, . ny-
(b) Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V), so ist \'f €
End(A"V) derjenige Endomorphismus, der jeden Vektor mit det f multi-
pliziert.

Satz 8.6.13 (Cramersche Regel) Sei K ein Kiorper, A € K™ " eine inver-

a
tierbare Matriz und b € K™. Dann lisst sich die (eindeutige) Losung | * | € K™
an
des Gleichungssystems Ax = b wie folgt bestimmen: Sei Q; die Matriz, die man

aus A erhdlt, indem man die i-te Spalte durch b ersetzt. Dann ist a; = ‘f;tta"'.

Satz 8.6.14 Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und sei r = 0.

Dann gilt:
(a) Vektoren vi,...,v. € V sind linear unabhingig genau dann, wenn vy A
s A # 0 st
(b) Sind vi,...,v. € V und vy,...,v. € V jeweils r linear unabhingige Vek-
toren, so gilt (vi,...,vyk = (Vi,..., vy genau dann, wenn sich vy A

co AU und V) A -+ A UL nur um einen Faktor unterscheiden.
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8.7 Algebren

Wie immer sei K ein Korper.

Definition 8.7.1 (a) Eine K-Algebra besteht aus einem K-Vektorraum A
und einer bilinearen, assoziativen' Verkniipfung -: A x A — A (die ,Mul-
tiplikation® in A). (Assoziativ bedeutet wie immer: a-(b-c) = (a-b)-c fir
alle a,b,ce A.)

(b) Ein neutrales Element in A ist ein Element 1 € A, so dass fiir alle
aeAgilt:a-1=1-a=a.

Satz 8.7.2 Sei A ein Ring, der K enthdlt und so dass fir alle r € K und alle
a€ A gilt: r-a = a-r. Dann ist A eine K-Algebra, wobei die Skalarmultiplikation
r-a mit der Multiplikation r - a ibereinstimmt (firre K,a e A).

Beispiel 8.7.3 (a) Der Polynomring K[X] ist eine K-Algebra.
(b) Ist V ein K-Vektorraum, so ist End(V') eine K-Algebra (mit der Ver-
kniipfung von Abbildungen als Multiplikation).
(¢) Sind K < K' Kérper, so ist K' eine K-Algebra.

Definition 8.7.4 Sei V' ein K-Vektorraum. Dann definiert man folgende Al-
gebren:
(a) Die Tensor-Algebra iber V ist

TV = @ yer

reN

mit ,®“ als Multiplikation, d. h. das ,Produkt* von v e VO und v’ € V&3
ist v v € VOr+s)
(b) Die dufere Algebra iber V ist

AV =@, NV

mit ,A “ als Multiplikation, d. h. das ,,Produkt“ vonve NV undv' € N’V
istv v e N7V,

Bemerkung 8.7.5 Ist dimV = n, so ist dim(AV) = 2". Ist vy,...,v, eine
Basis von'V, so ist {v; | I < {1,...,n}} eine Basis von \V (unter Verwendung
von Notation 8.0.8).

IManchmal spricht man auch dann von einer Algebra, wenn die Verkniipfung nicht asso-
ziativ ist.
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=, 3 Basis, 14

<=, 4 Orthonormalbasis, 26, 29
=4 Standardbasis, 15

— , 4 Basisergénzungssatz, 15

[, 31 Betrag, 11

—, 4 Bijektion, 7

v, 4 bijektiv, 7

! Bild, 7

v, 4 bilinear, 38

C, 11 Bilinearform, 24

1,4 positiv definite, 25

€, 4 symmetrische, 24

¢, 4

F,, 10 Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 25, 28
i, 11 charakteristisches Polynom, 24
im, 7

N, 5 Dachprodukt, 40

No, 5 Definitionsbereich, 7

3, 4 Determinante, 22

Q,5 diagonalisierbar, 24

R, 5 Diagonalmatrix, 23

R, 5 Differenz, 6

Z,5 Dimension, 15

suBere, 42 direkte Produkt, 35

direkte Summe, 13, 33, 35

dulere Potenz, 40 o .
Disjunktion, 4

abbilden, 6 distributiv, 10
Abbildung, 6 Distributivgesetz, 6
Identitéitsabbildung, 7 Distributivitét, 10
induzierte, 36-38 Dreiecksungleichung, 25, 28
inverse, 7 duale Abbildung, 37
lineare, 16 duale Basis, 37
Umkehrabbildung, 7
abelsch, 8 Eigenraum, 24, 33
additive Notation, 8 Eigenvektor, 24
dhnlich, 23 Eigenwert, 24
Algebra, 42 Einheitsmatrix, 18
algebraische Vielfachheit, 35 Einschrénkung, 7
All-Quantor, 4 Element, 4
alternierend, 23, 40 neutrales, 8

elementare Umformung, 19

Elementarmatrix, 19

endlich dimensional, 15

Endomorphismus, 22
selbstadjungierter, 26
Vektorraum-Endomorphismus, 22

enthilt, 4

annulliert, 32
dquivalent, 3
Aquivalenz, 3
Aquivalenzklasse, 8
Aquivalenzrelation, 8
Assoziativitit, 8
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erweiterte Matrix, 19
Erweiterung der Skalare, 40
Erzeugendensystem, 13
Erzeugnis, 13

erzeugt, 13

es gibt ein, 3

euklidischer Vektorraum, 25
Evaluationsabbildung, 37
Existenz-Quantor, 4

Fehlstand, 10

folgt, 3

freier Vektorraum, 36
Fundamentalsatz der Algebra, 12
Funktion, 6

ganze Zahlen, 5
GauB3-Algorithmus, 20
genau dann wenn, 3
geometrische Vielfachheit, 35
geschnitten, 6
Gleichungssystem
homogenes, 19
lineares, 19
grofiten gemeinsamen Teiler, 32
Grad, 12
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung, 26
Graph, 7
Gruppe, 8
abelsche, 8
kommutative, 8
Quotientengruppe, 9
symmetrische, 9
Untergruppe, 9
Gruppenhomomorphismus, 9
Gruppenisomorphismus, 9

Halbgruppe, 8
Hauptachsentransformation, 27, 30
Hauptraum, 33
Hauptraumzerlegung, 34
hermitesch, 28
hermitesche Matrix, 28
hermitesches Skalarprodukt, 28
homogenes lineares Gleichungssystem,
19

Homomorphiesatz

fiir abelsche Gruppen, 9

fiir Vektorrdume, 17
Homomorphismus
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Gruppenhomomorphismus, 9
induzierter, 36—38
Vektorraum-Homomorphismus, 16

Identitat, 7

Identitédtsabbildung, 7

Imaginérteil, 11

Implikation, 4

impliziert, 3

induzierter Homomorphismus, 36-38

Injektion, 7

injektiv, 7

inneres Produkt, 25

Inverse Abbildung, 7

inverse Matrix, 18

Inverses, 7, 8

invertierbar, 18

Isometrie, 30

Isomorphismus
Gruppenisomorphismus, 9
Vektorraum-Isomorphismus, 16

Isomorphismus von unitédren Vektorrdumen,

29

Jordansche Normalform, 34
Jordanzerlegung, 35

Korper, 10

kanonische Abbildung, 9, 16
Kardinalitét, 5
kartesisches Produkt, 6, 7
Kern, 9

Kette, 15

kommutativ, 8, 10
komplexe Konjugation, 11
komplexe Zahlen, 11
Konjugation, 11
Konjunktion, 4

konstant, 12
Kronecker-Delta, 37

Losung, 19

leere Menge, 4
Leibniz-Formel, 22
Leitkoeffizient, 12
liegt in, 4

linear, 12

linear abhéngig, 14
linear unabhéngig, 14
lineare Abbildung, 16



lineare Abhéngigkeit, 14 ohne, 6

lineare Hiille, 13 orthogonal, 26, 29
lineares Gleichungssystem, 19 orthogonale Komplement, 29
Linearkombination, 13 orthogonale Transformation, 26
Orthonormalbasis, 26, 29
Matrix, 17
ghnliche, 23 Paar, 6
diagonalisierbare, 24 Partition, 8
Diagonalmatrix, 23 Permutation, 9
Einheitsmatrix, 18 Polynom
Elementarmatrix, 19 charakteristisches, 24
erweiterte, 19 konstantes, 12
hermitesche, 28 lineares, 12
inverse, 18 normiertes, 12, 32
Nullmatrix, 18 Polynomdivision, 12
orthogonale, 26 Polynomring, 11
positiv definite, 26, 28 positiv definit, 25, 26, 28
symmetrische, 25 Potenzmenge, 5
transponierte, 21 Produkt
unitére, 30 inneres, 25
Matrix-Multiplikation, 18 kartesisches, 7
Menge, 4 punktweise Skalarmultiplikation, 17
leere, 4 punktweise Vektor-Addition, 17
Obermenge, 5
Potenzmenge, 5 Quotient, 8
Teilmenge, 5 Quotientengruppe, 9
Untermenge, 5 Quotientenraum, 14
Minimalpolynom, 33 Quotientenvektorraum, 14
Minkowski-Ungleichung, 25
modulo, 8, 9, 14 Rang, 17, 18
multilinear, 22, 38 rationale Zahlen, 5

Realteil, 11

multiplikative Notation, 8
reelle Zahlen, 5

n-Tupel, 6 reelles Skalarprodukt, 25

nach, 7 Reflexivitat, 8

natiirliche Zahlen, 5 Relation, 8

Negation, 4 Aquivalenzrelation, 8

neutrales Element, 8, 42 reflexive, 8

nilpotent, 31 symmetrische, 8

Nilpotenzgrad, 31 transitive, 8

Nilpotenzindex, 31 Ring, 10

Norm, 25, 28 kommutativer, 10

Normalform, 20 Polynomring, 11

normiert, 12, 23, 26, 29, 32 unitérer, 10

Nullmatrix, 18

Nullstelle, 12 Satz

Nullvektor, 12 Fundamentalsatz der Algebra, 12
Jordanzerlegung, 35

Obermenge, 5 von Cayley-Hamilton, 35

oder, 3 schieflinear, 28
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Schnitt, 6
sei, 3
selbstadjungiert, 26, 30
Signum, 10
Skalar, 12
Skalarmultiplikation, 12
Skalarprodukt, 25, 28
hermitesches, 28
reelles, 25
Standard-Skalarprodukt, 25, 28
Spaltenrang, 21
Span, 13
Standard-Skalarprodukt, 25, 28
Standardbasis, 15
Steinitzscher Austauschsatz, 15
Surjektion, 7
surjektiv, 7
Sylvesters Rang-Ungleichung, 17
Symmetrie, 8
symmetrisch, 24, 25
symmetrische Gruppe, 9

Teiler, 31
teilerfremd, 32
Teilmenge, 5
teilt, 31
Tensor-Algebra, 42
Tensoren, 38
Tensorprodukt, 38
Transformation
orthogonale, 26
unitére, 30
Transitivitat, 8
Transponierte, 21
Tripel, 6
Tupel, 6

Umformung
elementare, 19
Umkehrabbildung, 7
Unbekannte, 19
unendlich, 5
unendlich dimensional, 15
unitar, 10, 30
unitdre Transformation, 30
unitérer Vektorraum, 28
universelle Eigenschaft
der direkten Summe, 36
des direkten Produkts, 36
des freien Vektorraums, 36

des Quotientenvektorraums, 37
des Tensorprodukts, 38
Untergruppe, 9
Untermenge, 5
Untervektorraum, 13
Urbild, 7

Variable, 3
Vektor, 12
Eigenvektor, 24
normierter, 26, 29
Nullvektor, 12
Vektoraddition, 12
Vektorraum, 12
euklidischer, 25
Quotientenvektorraum, 14
unitdrer, 28
Untervektorraum, 13
Vektorraum-Homomorphismus, 16
Vektorraum-Isomorphismus, 16
vereinigt, 6
Vereinigung, 6
Verkniipfung, 7, 8
assoziative, 8
Vielfaches, 31
Vielfachheit
algebraische, 35
geometrische, 35

Wenn dann, 3
Wertebereich, 7

Zahl
ganze,
komplexe, 11
natiirliche, 5
rationale, 5
reelle, 5
Zeilenrang, 21
Zeilenstufenform, 20
zornsches Lemma, 15
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