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Aufgabe 1 (4 Punkte):

Betrachten Sie den Korper K := [Fy, der aus zwei Elementen 0 und 1 besteht. Dann besteht
der K-Vektorraum K? = F3 aus genau vier Elementen. Sei nun W die vierelementige Menge
W = {Q,<{, &, #}. Legen Sie eine Bijektion zwischen F3 und W fest, und machen Sie W damit
zu einem Fy-Vektorraum, indem Sie den Strukturtransfer-Satz £15.1 anwenden. Bestimmen Sie
dann alle Untervektorrdume U von W, und alle Quotientenvektorraume W/U.

Aufgabe 2 (4 Punkte):
Seien V und W K-Vektorrdume und sei U ein Untervektorraum von V. Zeigen Sie, dass fiir

Hy :={f € Hom(V,W); U C ker f} gilt:

Hom(V, W)/Hy = Hom (U, W).

Aufgabe 3 (4 Punkte):

Sei V' ein K-Vektorraum mit abzdhlbar unendlicher Basis. Geben Sie einen Isomorphismus
f:V—=>VaV an.

Hinweis: Haben V @V =2 V x V. Mit B = (by,b1,bs,...) betrachte man die Abbildung
i:V =V xVmiti(b,) = g(n), wo g(n) := (by/2,0) fiir gerades n und wo g(n) := (0, bn—1)/2)
fiir ungerades n ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte):

Sei U ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f : U — U ein Endomorphismus und W C U
ein f-invarianter Unterraum. Sei fy = f|lw : W — W die Einschrankung von f auf W und

f:U/W — U/W die von f induzierte Abbildung auf dem Quotienten. Seien 1, ¢y und ¥ die
Minimalpolynome von f, fyr und f. Zeigen Sie:

(a) Yw teilt 1,
(b) 1 teilt 1,

(c) o teilt Yy

(d) Konstruieren Sie ein Beispiel fiir den Fall 1) # 4.

Bitte wenden



Wissensfragen zu 115 und 116: (nur miindlich, ohne Abgabe)

1.) Wie kann man mit einem Strukturtransfer eine beliebige Menge W, fiir die es lediglich eine
Bijektion mit einem Vektorraum V' gibt, selbst zu einem Vektorraum machen?

2.) Was ist ein Quotientenraum V/U? Welche universelle Eigenschaft charakterisiert ihn bis
auf Isomorphie?

3.) Welche Abbildung nennt man in diesem Zusammenhang einen kanonischen Epimorphismus?

4.) Warum erfiillen alle zu V/U isomorphen Vektorrdume die universelle Eigenschaft des Quo-
tientenraums?

5.) Uber welche universelle Eigenschaft definiert man die direkte Summe von Vektorriumen V;
mit ¢ € I (wo I eine beliebige Indexmenge bezeichnet)?

6.) Ist diese direkte Summe, geschrieben als @®;c;V;, damit (bis auf Isomorphie) auch eindeutig
bestimmt? Warum?

7.) Wie kann man diese direkte Summe auch konstruieren und damit ihre Existenz beweisen?

8.) Inwiefern liefert eine Aufteilung einer Basis in Teilfamilien auch eine direkte Summenzerle-
gung des Vektorraums?

9.) Uber welche universelle Eigenschaft definiert man den freien Vektorraum V(B) iiber B?
Warum ist dieser (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt?

10.) Wie kann man V(B) konkret konstruieren?

11.) Welche universelle Eigenschaft haben direkte Summen noch (mit Epimorphismen ausge-
driickt)?

12.) Wie definiert man die freie Algebra tiber einer Menge B?

13.) Inwiefern ist die freie Algebra iiber B das Urbild aller Algebren?
14.) Warum ist jeder Vektorraum frei, aber nicht jede Algebra frei?

15.) Wie wird eine freie Algebra iiber einer Menge B konstruiert?

16.) Wie wird die Multiplikation ® darin definiert?

17.) Welche Unterrdume von A(B) heifen homogen vom Grad n?

18.) Wann heift eine Teilmenge einer Algebra ein Ideal?

19.) Sind Kerne von Algebrenhomomorphismen immer Ideale?

20.) Wie definiert man (bis auf Isomorphie) die Quotientenalgebra A/U?
21.)

Was muss dabei fiir U gelten?



