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0 Die Sprache der Mathematik

Konvention 0.1 ,A oder B“ bedeutet ,A oder B oder beides“. (Wenn beides
verboten sein soll, sage das explizit.)

Beispiel 0.2 Jede rationale Zahl ist kleiner als 4 oder grifler als 3.

Beispiel 0.3 “n ist eine Quadratzahl oder durch 3 teilbar.”: Wahr fir n = 4,
n =6, n =9; nicht wahr firn="717.

Konvention 0.4 ,FEs gibt ein XXX*“ bedeutet ,,Es gibt ein oder mehrere XXX .
(Wenn mehrere XXX ausgeschlossen werden soll, sage ,,Es gibt genau ein XXX*)

Beispiel 0.5 FEs gibt eine ganze Zahl, deren Quadrat 9 ist. (Es gibt sogar zwei,
ndmlich 3 und —3.)

Beispiel 0.6 FEs gibt genau eine ganze Zahl, deren dritte Potenz § ist.

Konvention 0.7 Buchstaben (oder andere Symbole) kénnen als Platzhalter fir
mathematische Objekte (wie Zahlen) verwendet werden. So verwendete Buch-
staben heiffen Variablen.

Beispiel 0.8 Es gibt genau eine ganze Zahl z mit 23 = 8.
Beispiel 0.9 Fiir jede rationale Zahl v gilt: v < 4 oder r > 3.

Konvention 0.10 ,Seix YYY* bedeutet: Wir nehmen im Folgenden an, dass
x YYY ist. Insbesondere:
o Seix ein ZZZ“ bedeutet: Wir nehmen im Folgenden an, dass x ein be-
liebiges ZZZ ist.
o Seix = ZZZ“ bedeutet: Wir nehmen im Folgenden an, dass x den Wert
Z7Z7 hat.
Oft schreibt man auch ,Sei x := ZZZ* oder einfach nur ,x := ZZZ*.

Beispiel 0.11 Seien a und b reelle Zahlen. Dann gilt a +b = b + a.

Beispiel 0.12 Sei n eine natirliche Zahl und sei m := 2n. Dann ist m durch
n teilbar.

Beispiel 0.13 Seien m und n teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann sind m und
m +n auch teilerfremd.

Konvention 0.14 ,Wenn A dann B ist gleichbedeutend mit: B ist wahr
oder A ist falsch.“ Man sagt auch: ,A impliziert B“ oder ,Aus A folgt B*“.

Beispiel 0.15 Fiir alle reellen Zahlen x gilt: Wenn © > 2 ist, dann ist * > 4.

~~ -

(%)
(Die Gesamtbehauptung ist, dass die Teilaussage (*) fir alle x wahr ist.)

Konvention 0.16 , A genau dann wenn B“ bedeutet: ,Wenn A dann B und
wenn B dann A“. Man sagt auch: ,A und B sind dquivalent.“



Beispiel 0.17 Fir jede natirliche Zahln gilt: n ist durch 10 teilbar genau dann
wenn die letzte Ziffer O ist.

Notation 0.18 Sind A und B Aussagen, so bedeutet:

e Disjunktion: ,Av B“: A oder B (von: lateinisch ,vel*)
Konjunktion: ,A A B“: A und B
Negation: ,—A“: A ist falsch
Implikation: ,A = B* oder ,A < B“: wenn A dann B
LA <= B*“: A genau dann wenn B
All-Quantor: Nx: A“: Fir alle x gilt A
Existenz-Quantor: ,3x: A“: Es gibt ein x so dass A gilt.

Beispiel 0.19 Ist A die Aussage ,Jede natirliche Zahl ist durch x teilbar®, so
besagt —A: ,Es gibt eine natirliche Zahl, die nicht durch x teilbar ist.“

Konvention 0.20 Klammerung und Bindungsstirke:
o Verwende nur runde Klammern zum klammern.
o - “ bindet stirker als ,+“ und ,—* (,Punkt vor Strich“)
o A bindet stirker als v, und — bindet noch stdrker.
e &, =, <= binden schwdcher als v, und mehrere in einer Reihe haben
eine spezielle Bedeutung: A = B = C bedeutet: A impliziert B und B
impliziert C.

1 Mathematische Grundbegriffe

1.1 Mengen

Definition 1.1.1 FEine Menge M ist eine Zusammenfassung von mathemati-
schen Objekten, die Elemente von M genannt werden. Fir ,x ist ein Element
von M “ sagen wir auch ,M enthdlt x“ oder ,x liegt in M “; Notation dafiir:
xe M. Fir ,x liegt nicht in M “ schreibt man: x ¢ M.

Eine Menge wird dadurch charakterisiert, welche Elemente sie enthdlt, d. h.
zwei Mengen M, N sind gleich (M = N) genau dann wenn fir alle mathema-
tischen Objekte x gilt: xr€e M <= x € N.

FEine Menge kann auch nur ein Element oder gar kein Element haben. Eine
Menge mit nur einem FElement x wird nicht als das gleiche angesehen wie x
selbst.

Mengen werden selbst wieder als mathematische Objekte angesehen und kénnen
deshalb Elemente von (anderen) Mengen sein.

Notation 1.1.2 Ist n eine natiirliche Zahl und sind x1,x9,x3,...,x, beliebi-
ge mathematische Objekte, so schreiben wir {x1,xa,x3,...,2,} fir die Menge,
die diese Objekte (und keine anderen) enthdilt. Die leere Menge {} (d.h. die
Menge, die keine Elemente hat), wird auch mit (J bezeichnet.

Konvention 0.21 Als Variable kann man auch einen Buchstaben mit einem
mathematischen Objekt als Index verwenden; fiir jeden Index wird dies als eigene
Variable angesehen.

Beispiel 0.22 T, 1, T2, T3, 71 sind lauter verschiedene Variablen.



Beispiel 1.1.3 z € {1,4,6} genau dann wenn x =1 oder x = 4 oder x = 6.

Beispiel 1.1.4 z € {1,2,3,...,7} genau dann wenn x = 1 oder x = 2 oder
...oderx =T.

Konvention 1.1.5 ,Die Menge der XXX bedeutet: die Menge, die alle XXX
enthdlt (und sonst nichts).

Beispiel 1.1.6 Die Menge der natiirlichen Zahlen (inklusive 0): N = Ny =
(0,1,2,3,...}

Beispiel 1.1.7 Die Menge der ganzen Zahlen:7 = {0,1,2,3,4,..., —1,-2,-3,...

Beispiel 1.1.8 Die Menge der rationalen Zahlen: Q
Beispiel 1.1.9 Die Menge der reellen Zahlen R

Konvention 0.23 Sei M eine Menge.

Nre M: ... “ bedeutet: Fir alle Elemente von M gilt ... “
Ldv e M: ... “ bedeutet: ,Es gibt ein (mindestens) Element von M, fir das
coLgilt e

Notation 1.1.10 Ist A eine Aussage iber eine Variable x, so bezeichnet {z | A}
die Menge, der Objekte, fiir die A gilt.

Ist auferdem M eine Menge, so bezeichnet {x € M | A} die Menge der
Objekte, die in M liegen und fiir die A gilt.

Ist C ein Ausdruck in einer Variablen x und A eine Aussage tber x, so
bezeichnet {C' | A} die Menge der Werte, die der Ausdruck annimmt, wenn
man fiir x Objekte einsetzt, auf die A zutrifft.

Beispiel 1.1.11 Die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen: Rsg = {z € R |
x = 0}.

Beispiel 1.1.12 {22 | x € Z} ist die Menge der Quadratzahlen.

Definition 1.1.13 FEine Menge A heifst endlich, wenn sich A schreiben ldsst
als A = {x1,...,x,} fiir eine natirliche Zahl n und fir Objekte x1, ..., xy.
Ist A endlich, so bezeichnet “#A” fiir die Anzahl der Elemente von A (,die
Kardinalitit von A“). Ist A nicht endlich, so nennt man A unendlich und
schreibt #A = 0.

Beispiel 1.1.14 #&5 = 0; #N = o0.

Definition 1.1.15 Seien A und B Mengen. A heifst Teilmenge von B wenn
jedes Element von A auch Element von B ist. Man sagt auch: ,A ist eine
Untermenge von B “; oder: ,B ist eine Obermenge von A“. Notation: A c B.

Beispiel 1.1.16 Nc Zc QcR.

Beispiel 1.1.17 Fiir jede Menge M gilt: & < M.

Definition 1.1.18 Ist A eine Menge, so bezeichnet
P(A) :={B| B Menge, B < A}

die Menge aller Teilmengen von A; P(A) wird Potenzmenge von A genannt.



Beispiel 1.1.19 P(Q) = {J}.

Definition 1.1.20 Seien A und B Mengen.
(a) Der Schnitt von A und B ist AnB :={x|xe€Arxe B} (,A ge-
schnitten B“).

(b) Die Vereinigung von A und B ist AuB:={x|zeAvaeB} (,A
vereinigt B ).

(¢) Die Differenz von A und B ist A\B := {x |z € Anz¢ B} (,A ohne
B(()‘

Satz 1.1.21 Fiir beliebige Mengen A, B und C gelten die folgenden Distribu-
tivgesetze:

(a) (AnB)uC=(AuvC)n(Bu()

(b) (AuB)nC=(AnC)u (Bn(C)

Definition 1.1.22 Ist I eine Menge, und ist A; eine Menge fiir jedes i € I, so
schreibt man:
Die Vereinigung aller A;:

JAi:={z|3iel:ze A}

iel
Der Schnitt aller A;:

(Ai={a|Viel:ze A}

iel
Ist I ={m,m+1,...,n} fir zwei ganze Zahlen m,n, so schreibt man auch
n n
A bz [ A
i=m i=m

Definition 1.1.23 Sind z1,...,z, mathematische Objekte, so fihrt man ein

neues Objekt ein: das n-Tupel (z1,...,x,). Zwein-Tupel (x1,...,x,) und (y1,...

sind genau dann gleich, wenn gilt:
L1 =YL NT2 =Y2 N+ NTp = Yn.

Ein Paar ist ein 2-Tupel, ein Tripel ist ein 3-Tupel, etc.
Das kartesische Produkt von Mengen A1,..., A, ist die Menge

A1><"'><An:: {(xl,...,xn)|.Z’1€A1A"'/\~Tn€An}~

Ist A; = A fiir alle i, so schreibt man auch A™ statt Ay x -+ X A,.

1.2 Abbildungen

Definition 1.2.1 Seien A und B Mengen. Eine Abbildung f (oder Punktion)
von A nach B ist gegeben durch eine Menge G ¢ A x B, fiir die gilt: Fir jedes
a € A gibt es genau ein b€ B mit (a,b) € G.

Falls (a,b) € G, setzt man f(a) := b, und man sagt, f bildet a auf b ab.

»Yn)



“Abb(A, B)” bezeichnet die Menge aller Abbildungen von A nach B. Statt
»f € Abb(A, B)“ schreibt man auch ,f: A — B¥, und statt f(a) = b schreibt
man auch ,f:a— b*

Man nennt A den Definitionsbereich von f, B den Wertebereich und G
den Graph.

Beispiel 1.2.2 Die Identitdit auf einer Menge A istida: A — A,a — a.

Definition 1.2.3 Seien A, B, C Mengen und seien f: A— B und g: B — C
Abbildungen. Dann ist die Verkniipfung von f und g die Abbildung

go i A—Crar g(f(a).
»g © f“ spricht man oft ,g nach f“ aus.

Definition 1.2.4 Seien A und B Mengen, und sei f: A — B.
(a) Ist A" < A, soist f(A") :={f(a)|a€ A’} das Bild von A’ unter f.
(b) Das Bild von f ist im f := f(A).
(c) Ist B' = B, so ist f~Y(B') := {a € A | f(a) € B'} das Urbild von B’
unter f.

Definition 1.2.5 Seien A und B Mengen, und sei f: A — B.
(a) f heifit injektiv (,f ist eine Injektion“), wenn fir alle b € B gilt:
#(f1({0}) <1
(b) f heifit surjektiv (,f ist eine Surjektion®), wenn fir alle b € B gilt:
#(fH({b}) = L.
(¢) f heifit bijektiv (,f ist eine Bijektion“), wenn fir alle b € B gilt:

#(1({0}) = 1.

Satz und Definition 1.2.6 Ist f: A — B eine bijektive Abbildung, so gibt es
genau eine Funktion g: B — A, so dass gilt: fog =1idpg und go f =ida; g heifst
,Inverses von f“ (oder ,Umkehrabbildung von f“) und wird f~! notiert.

Definition 1.2.7 Ist I eine Menge und ist A; eine Menge fiir jedes i € I, so
ist das kartesische Produkt wie folgt definiert:

[TAi={f: 1= JAi|Viel: f()e A}

el el
Ist x; € A; fir alle i € I, so schreibt man (x;)ier fiir die Funktion in | [, ; As,
die 1 auf x; abbildet.
1.3 Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition 1.3.1 Fine Partition ciner Menge A ist eine Menge P von nicht-
leeren Teilmengen von A, so dass es fir jedes a € A genau ein B € P gibt mit
a€eB.

Definition 1.3.2 Fine Relation ® auf einer Menge A ist gegeben durch eine
Menge G < A x A. Notation: a ® b bedeutet (a,b) € G.



Satz und Definition 1.3.3 Sei P eine Partition einer Menge A und sei ~p
die folgende Relation:

a~pa < IBeP:(ae BAdeB).

Diese Relation hat folgende Figenschaften:
(a) Ya€ A: a ~ a (Reflexivitit)
(b) Va,be A: (a ~b= b~ a) (Symmetrie)
(¢c) Ya,b,ce A: (a ~bAb~c=a~c) (Transitivitit)
Eine Relation mit den Eigenschaften (a)-(c) nennt man A quivalenzrelation.

Satz und Definition 1.3.4 Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A,
so gibt es genau eine Partition P von A so dassa ~a' < a ~pd'.

Diese Partition P nennt man ,Quotient von A durch ~“ oder ,A modulo
~ “. Notation dafir (fir P): A/~.

Ist a € Be A/~, so nennt man B die A quivalenzklasse von a.

2 Algebraische Grundbegriffe

2.1 Gruppen

Satz und Definition 2.1.1 (a) FEine Halbgruppe ist eine Menge G zusam-
men mit einer Abbildung o: G x G — G (,, Verkniipfung®), die folgende
FEigenschaft hat: Fir alle a,b,c € G gilt: (aob)oc=ao(boc) (Assozia-
tivitit).

(b) Ein neutrales Element ciner Halbgruppe G ist ein Element e € G fiir
das gilt: Vae G: ace=eo0a = a.

(c) Wenn ein neutrales Element existiert, ist es eindeutig.

(d) Ist G eine Halbgruppe mit neutralem Element e und ist a € G beliebig, so
heift ein Element b € G Inverses von a, wenn gilt: aob=boa =e.

(e) Wenn a ein Inverses hat, so ist es eindeutig.

(f) Eine Halbgruppe mit neutralem Element, bei der jedes Element ein Inver-
ses hat, heiffit Gruppe.

(g) Fine Halbgruppe oder Gruppe G heifit kommutativ oder abelsch, wenn
gilt: YVa,be G: aob="boa.

(Man sagt auch: ,(G,0) ist eine (Halb)gruppe.“)

Notation 2.1.2 Typische Notationen fir Gruppen:
Verkniipfung: a o b, neutrales Element: e; Inverses: a~
Verkniipfung: a-b (oder ab), neutrales Element: 1; Inverses: a~! (multiplikative
Notation)

Verkniipfung: a + b, neutrales Element: 0; Inverses: —a (additive Notation).

1

Beispiel 2.1.3 Q* bezeichnet die Gruppe Q\{0} mit Multiplikation als Ver-
kniipfung.
R* bezeichnet die Gruppe R\{0} mit Multiplikation als Verkniipfung.

Beispiel 2.1.4 Fiir n € N ist die symmetrische Gruppe
Sy i={feAbb({1,...,n},{1,...,n}) | f ist Bijektion},

mit der Verkniipfung von Abbildungen als Verkniipfung. Die Elemente von S,
werden auch Permutationen (der Menge {1,...,n}) genannt.



Beispiel 2.1.5 Sind (G, o) und (H, o) Gruppen, so ist auch G x H eine Gruppe,
mit der Verkniipfung

(g:h)o(g',h') = (gog' hoh').

Definition 2.1.6 Sei (G,0) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine
Teilmenge H < G, so dass (H,o) eine Gruppe ist.

Satz und Definition 2.1.7 Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und H eine Un-
tergruppe.

(a) Dann ist {a+ H | a € G} eine Partition von G. Notation fir diese Partiti-
on: G/H. (Ausgesprochen: ,G modulo H “; man nennt G/H auch Quo-
tientengruppe.)

(b) Sind B,B’ € G/H so ist auch B + B’ € G/H; mit dieser Verkniipfung ist
G/H eine Gruppe.

Definition 2.1.8 Seien (G, o) und (H, ) Gruppen. Eine Abbildung f: G — H
heifst Gruppenhomomorphismus, wenn gilt:

Va,be G: f(aob) = f(a) 2 f(b).

Hom(G, H) bezeichnet die Menge aller Gruppenhomomorphimen von G nach
H.
Ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver Gruppenhomomorphismus.

Beispiel 2.1.9 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe.

(a) H— G, h— h ist ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Ist G abelsch, so ist G — G/H,a — a+ H ein Gruppenhomomorphismus.
Diese Abbildungen nennt man kanonische Abbildungen.

Satz 2.1.10 Sind f: G - H und g: H — K Gruppenhomomorphismen, so ist
auch go f ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 2.1.11 Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f: G — H ist
ker f:={ae G| f(a) = e}.

Satz 2.1.12 Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist ker f eine
Untergruppe von G und im f eine Untergruppe von H.

Satz 2.1.13 (Homomorphiesatz fiir abelsche Gruppen) Sind G und H
abelsche Gruppen und ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gibt

es genau einen Isomorphismus g: G/ker f — im f, so dass die Verkniipfung der
Abbildungen

G G/ker f % im f I H
gleich f ist. (Hierbei sind kan jeweils die kanonischen Abbildungen.)
Definition 2.1.14 Sei f € S,, (siehe 2.1.4). Die Fehlstinde von f sind
Fr:={{a,b} c{1,....,n}|a<bA f(a) > f(b)}.

Das Signum von f ist sgn(f) := (—1)#Fs.



Satz 2.1.15 sgn: S,, — {1,—1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

Notation 0.24 Sei I = {iy,is,...,i,} eine endliche Menge. Sind die a; Ele-
mente einer Halbgruppe (G, +) fiir jedes i € I, so schreibt man:

Zai =ay ta, +Fag,
iel
Sind die a; Elemente einer Halbgruppe (G,-) fir jedes i € I, so schreibt man:

n

Hai = Qg Ay Ay,

i=m

Ist I leer, so setzt man Y, a; := 0 bzw. [[,c;a; = 1.

Ist I ={m,m+1,...,n} fir ganze Zahlen m und n, so schreibt man auch
n n
2 a; bzw. n a;
=m i=m

2.2 Ringe und Korper

Definition 2.2.1 Fin Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen +: R x
R — R und -: Rx R— R, so dass Folgendes gilt:

(a) (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

(b) (R,-) ist eine Halbgruppe.

(c) Va,b,ce R: ((a+b)-c=a-c+b-c A a-(b+c)=a-b+a-c)

(Distributivitdt)

Ein Ring heifft unitdr, wenn (R,-) ein neutrales Element besitzt. Ein Ring
heifit kommutativ, wenn (R,-) abelsch ist. Ein Kérper ist ein kommutativer
Ring K, bei dem (K\{0},-) eine Gruppe ist. Ist K ein Korper, so setzt man
K* = K\{0}.

Bemerkung 2.2.2 st K ein Kdrper, so gilt fir alle z,y € K:
(a) 0-2=0
(b) - (-y) = —(z-y)
(¢c) Wenn xy =0 ist, dann ist x = 0 oder y = 0.

Beispiel 2.2.3 Ist m € N;m > 1, so ist Z/mZ ein Ring mit der Addition und
Multiplikation, die von Z induziert wird, d.h. wenn Z — Z/mZ,a — a die
kanonische Abbildung ist, setzt man a+b:=a+bunda-b:=a-b.

Satz 2.2.4 Ist p eine Primzahl, so ist Z/pZ ein Kérper. Dieser Kérper wird
mit IF), bezeichnet.

2.3 Die komplexen Zahlen

Satz und Definition 2.3.1 Die komplexen Zahlen C sind wie folgt defi-
niert: (C,+) = (R2,+); fir (a,b),(c,d) € C definiere (a,b) - (¢,d) := (ac —
bd, ad + be). Mit diesen Verkniipfungen ist C ein Kérper.

Notation 2.3.2 Wir fassen R als Teilmenge von C auf, indem wir a € R mit
(a,0) € C identifizieren. (Diese Identifikation ist mit Addition und Multiplika-
tion kompatibel.) Das Element (0,1) in C wird mit i bezeichnet. So lisst sich
jedes Element (a,b) € C schreiben als a + bi (fir a,be R).



Definition 2.3.3 Sei z =a +ibe C.
(a) Der Realteil von z ist a, der Imagindrteil ist b.
(b) Das (komplex) Konjugierte von z ist Z := a — ib. Der Betrag von z

ist |z] ;= va? + b2 e R.

Satz 2.3.4 Fiir z,2' € C gilt:
) Z =2z

2.4 Polynomringe

Im Folgenden sei R ein unitérer, kommutativer Ring.

Satz und Definition 2.4.1 Fin Polynom iber R ist ein Tupel (ag, a1, az,...) =
(ai)ien € [lien R, fiir das gilt: Es gibt ein n € N, so dass fir alle i > n gilt:
a; = 0.

Sind (a;)ien und (b;)ien Polynome, so definiert man

(ai)ien + (bi)ien := (a; + b;)ien
und 4
(ai)ien - (bi)ien := (¢i)ien, wobei c; = Z arbi_k
=0

Die Menge aller Polynome dber R ist mit dieser Addition und Multiplikation
ein Ring (unitir, kommutativ), der Polynomring iber R.

Notation 2.4.2 Der Polynomring tiber R wird mit R[x] bezeichnet, wobei x
ein (neu eingefiihrtes) Symbol fiir das Polynom (0,1,0,0,0,...) ist.

Der Ring R wird als Teilmenge von R[x]| aufgefasst, indem a € R mit dem
Polynom (a,0,0,0,...) identifiziert wird. (Dies ist mit Addition und Multipli-
kation kompatibel.)

Insbesondere lisst sich ein Polynom (ag,a1,...,a,,0,0,...) schreiben als
g aizt.
Definition 2.4.3 Sei f = ag + a1z + -+ + a,2" € R[z] ein Polynom tber R
(wobei ag, . ..,a, € R).

(a) Ist an # 0, so ist n der Grad von f (Notation: deg f) und a,, der Leit-
koeffizient von f. Ist a, = 1, so nennt man f normiert. Man definiert
deg0 = —1. Ist deg f < 0, so nennt man f konstant. Ist deg f < 1, so
nennt man f linear.

(b) Das Polynom f definiert eine Funktion von R nach R, die auch mit f
bezeichnet wird: f(b) :=ag+ arb+ -+ apdb™ firbe R

(c) Eine Nullstelle von f ist ein Element be R mit f(b) = 0.

Im Folgenden sei K ein Korper.

Bemerkung 2.4.4 Sind f, g € K[x], beide ungleich 0, so ist deg(f-g) = deg f+
degg.
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Satz 2.4.5 (Polynomdivision) Sind f,g € K[z] Polynome mit degg > 2, so
gibt es Polynome h,r € K[x] mit

f=g-h+r
und degr < degg.

Bemerkung 2.4.6 Ist R ein kommutativer, unitirer Ring, sind f,g € R[z]
und ist a € R, so gilt: (f + g)(a) = f(a) + g(a) und (f - g)(a) = f(a) - g(a).
Satz 2.4.7 Ist f € K[xz], f # 0 und ist b eine Nullstelle von f, so gibt es ein
ge K[z] mit f = (z-0)-g.

Korollar 2.4.8 Ist f € K[z], f # 0, so hat f mazimal deg f verschiedene
Nullstellen.

Satz 2.4.9 (Fundamentalsatz der Algebra) Ist f € C[x] unddeg f > 1, so
besitzt f eine Nullstelle.

Korollar 2.4.10 Ist f € Cl[z], f # 0, so gibt es a,by,...,b, € C so dass
f=a-T[_,(z —b); hierbei ist n = deg f.

3 Vektorraume

3.1 Definition

Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 3.1.1 FEin Vektorraum iber K (auch: ein K-Vektorraum) ist
eine abelsche Gruppe (V,+), zusammen mit einer Verknipfung -: K xV — V|
so dass fiir alle r,s € K und alle u,v eV gilt:

() r-(u+v)=r-u+r-v

(b) (r+s)-v=r-v+s-v

(¢) (r-s)-v=r-(s-v)

(d) 1-v=w
Die Elemente von V nennt man Vektoren, die Elemente von K Skalare; +
heifit Vektoraddition, - heifit Skalarmultiplikation. Das Element 0 € V
nennt man Nullvektor.

Beispiel 3.1.2 K™ ist ein Vektorraum mit der Skalarmultiplikation
re(ay, ... an) = (rag,...,ray,).
ai
Elemente von K™ werden oft | @ | geschrieben (statt (a1,...,an)).
Qn
Satz 3.1.3 Ist V ein K-Vektorraum, so gilt fir alle r € K und alle ve V:

(a) 7rv=0 < (r=0vov=0)
(b) (-1)-v = —v.

Satz und Definition 3.1.4 Sind U und V K-Vektorrdume, so ist U x V ein
K -Vektorraum mit der Skalarmultiplikation - (u,v) = (ru,rv) firre K, ue U,
veV. Man nennt U x V die direkte Summe von U und V und schreibt auch
UV dafiir.
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3.2 Untervektorrdume

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 3.2.1 FEin Untervektorraum eines K -VektorraumsV ist eine Teil-
menge U < V, die mit der gleichen Vektoraddition und der gleichen Skalarmul-
tiplikation einen K -Vektorraum bildet.

Satz 3.2.2 FEine Teilmenge U eines K -Vektorraums V ist ein Untervektorraum
genau dann, wenn U nicht leer ist und U abgeschlossen ist unter Vektoraddition
und unter Skalarmultiplikation.

Definition 3.2.3 Sei V' ein Vektorraum und seien vi,...,v,,w € V. Man
nennt w eine Linearkombination von vy,...,v,,, wenn es ai,...,a,, € K
gibt mit w = a1v1 + - + AUy Hier ist m = 0 auch erlaubt: Der Nullvektor
ist Linearkombination vom ,leeren Tupel®.

Definition 3.2.4 Ist V ein K-Vektorraum und A <V eine beliebige Teilmen-
ge, so definiert man {A)k als die Menge aller Vektoren w € V, die sich als
Linearkombination von (jeweils endlich vielen) Vektoren aus A schreiben las-
sen. (Ist A leer, so ist (A)x = {0}.) Man nennt (A)k die lineare Hiille (oder
den Span oder das Erzeugnis) von A; Ist U = (A)k, so sagt man auch ,A
erzeugt U “ oder ,A ist ein Erzeugendensystem von U “.

Andere Notationen: (v, ..., K = {v1,..., v} r und {(v;)ieryk = {({v;
i€ I}yk fir Vektoren v, € V.

Satz 3.2.5 Ist A ¢ V fiir einen K-Vektorraum V, so ist (A)k ,der kleinste
Untervektorraum von V, der A (als Teilmenge) enthdlt*, d.h. (A)k ist ein
Untervektorraum von V', und jeder Untervektorraum U < V, der A enthilt,

enthdlt auch (A)k.

Satz 3.2.6 Ist V ein K-Vektorraum und sind U,U’ Untervektorriume von V.,
so ist U n U’ auch ein Untervektorraum von V.

Satz und Definition 3.2.7 Ist V ein K-Vektorraum und sind U, U’ Untervek-
torrdume von V', so setzt man

U+U :={u+d |uelUn €U}

Es gilt: U+ U’ = (U v U’k ; insbesondere ist U + U’ ein Untervektorraum von
V.

Satz und Definition 3.2.8 Ist V ein K-Vektorraum und U < V ein Unter-
vektorraum, so ist die abelsche Gruppe V /U auch ein K-Vektorraum mit der
Skalarmultiplikation v - (v+ U) = rv + U. Man spricht das ,V modulo U “ aus
und nennt V /U auch einen Quotienten-(vektor-)raum.

3.3 Lineare Unabhingigkeit

Sei weiterhin K ein Korper, und sei auflerdem V' ein K-Vektorraum.

12



Definition 3.3.1 Fin Tupel (v;)ie; von Vektoren heifit linear unabhdngig,
wenn es keine echte Teilmenge I' & I gibt mit {(v; )icr Yic = {(Vi)icr k- (Ist I =
{1,...,n} so sagt man auch: ,Die Vektoren vy, ...,v, sind linear unabhdingig®.)
Eine Teilmenge A < V heifit linear unabhdngig, wenn es keine echte
Teilmenge A’ < A gibt mit (A" Y = (A)k.
»Linear abhdngig“ bedeutet: nicht linear unabhdngig.

Satz 3.3.2 (a) Vektoren vi,...,v, € V sind linear abhingig genau dann
wenn es ri,...,rm € K gibt so dass mindestens ein r; # 0 ist aber
>t riv; = 0. (So eine Summe nennt man eine lineare Abhdngigkeit.)

Sei jetzt A 'V eine Menge von Vektoren.
(b) Ist A linear unabhingig, so ist auch jede Teilmenge A’ < A linear un-
abhdngig.
(c) Ist A linear abhingig, so gibt es eine endliche Teilmenge Ag < A, die
linear abhdngig ist.

Insbesondere: A ist linear abhdngig genau dann wenn es eine endliche, nicht

leere Teilmenge Ay < A gibt und Skalare r, € K* fiirv e Ag mit Zver ryv = 0.

(Auch diese Summe nennt man eine lineare Abhdngigkeit.)

Satz 3.3.3 Ist A c V linear unabhingig und v e V\(A)k, so ist auch A u {v}
linear unabhdngig.

3.4 Basis und Dimension

Sei weiterhin K ein Koérper und V ein K-Vektorraum.

Definition 3.4.1 Ein Tupel (v;)icr von Vektoren v; € V nennt man Basis
von V, wenn es linear unabhdngig ist und V erzeugt. Analog fiir Mengen: Fine
Teilmenge A c V nennt man Basis von V, wenn sie linear unabhdngig ist und
V' erzeugt.

Beispiel 3.4.2 In K™ bilden die Vektoren

1 0 0
0 1 0
e = 0 ,62 = 0 yereslp = | ¢
: : 0
0 0 1

eine Basis, die Standardbasis.

Satz 3.4.3 Sei A c V. Dann sind dquivalent:

(a) A ist eine Basis von V.

(b) A ist ein minimales Erzeugendensystem von V, d. h.: A erzeugt V aber
keine echte Teilmenge A’ < A erzeugt V.

(c) A ist eine mazimale linear unabhingige Teilmenge von V, d.h.: A ist
linear unabhingig, aber jede echte Obermenge A" 2 A ist linear abhingig.

(d) Jeder Vektorv e V lisst sich auf eindeutige Weise als Linearkombintation
von Vektoren aus A schreiben, d. h. es gibt genau eine endliche Teilmenge
Ay < A und eindeutig bestimmte r,, € K* fiir w e Ay so dass



ist. (Ao darf leer sein, namlich wenn v = 0.)

Satz 3.4.4 (Basisergidnzungssatz) Ist A eine linear unabhingige Teilmenge
von V', so gibt es eine Basis A" von V, mit A’ > A. Insbesondere hat jeder
Vektorraum eine Basis.

Definition 3.4.5 FEine Menge K von Mengen heifit Kette, wenn fir beliebige
A A e qgilt: Ac A’ oder A’ < A.

Satz 3.4.6 (Variante des Zornschen Lemmas) Sei M eine beliebige Men-
ge und T < P(M) eine Menge von Teilmengen mit folgenden Figenschaften:
(a) T ist nicht leer.
(b) Fir jede nicht-leere Kette K < T gilt |Jqec A€ T.
Dann gibt es eine Menge Ag € T, so dass keine echte Obermenge A 2 Ag in T
liegt.

Satz 3.4.7 Alle Basen von V haben die gleiche Kardinalitdt.

Satz 3.4.8 (Steinitzscher Austauschsatz) Ist A eine Basis von V und sind
wi, ..., w, €V linear unabhingig, so gibt es eine Teilmenge B < A mit #(A\B) =
n so dass B v {wy,...,w,} auch eine Basis von V ist.

Definition 3.4.9 Die Dimension ,dimV “ von V st die Kardinalitit einer
(beliebigen) Basis von V. Ist dim V' = n, so sagt man auch ,V ist n-dimensional®.
V' heifit endlich dimensional falls dimV € N und unendlich dimensional
falls dimV = co.

Satz 3.4.10 SeiV endlich dimensional und sei A <V mit #A = dim V. Dann
sind dquivalent:

(a) A ist linear unabhingig.

(b) A erzeugt V.

(c) A ist eine Basis von V.

Satz 3.4.11 Sind U, U’ < V zwei Untervektorriume, so gilt: dim(U + U’) +
dim(U nU’) = dimU + dim U’ (wobei wir setzen: © + a = oo fir beliebige
aeNuU {o0}).

Satz 3.4.12 IstU c V ein Untervektorraum, so gilt dimV = dim U+dim V' /U.
Insbesondere ist dimU < dim V.

4 Lineare Abbildungen und Matritzen

4.1 Lineare Abbildungen

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 4.1.1 Seien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: V — W
heifst lineare Abbildung oder (Vektorraum-)Homomorphismus wenn fiir
alle v,v' € V und alle r € K gilt:

(a) flv+2') = f(v)+ f(V) (d h. [ ist ein Gruppenhomomorphismus)

(b) F(rv) = (v).
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Ist f auflerdem bijektiv, so nennt man f einen (Vektorraum-)Isomorphismus.
Die Menge aller Vektorraum-Homomorphismen von V nach W wird mit Hom(V, W)
bezeichnet.

Beispiel 4.1.2 Ist V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum, so sind
die kanonischen Abbildungen U — V und V. — V /U (siehe Beispiel 2.1.9)
lineare Abbildungen.

Beispiel 4.1.3 Ist V' ein K-Vektorraum und v1,...,v, eine Basis von V, so
15t
aq n
K" -V, I s Z a;V;
an i=1

ewn Isomorphismus von Vektorrdumen.

Satz 4.1.4 Sind V und W K-Vektorriume, ist (v;);er eine Basis von V und
sind (w;)er beliebige Vektoren in W, so gibt es genau eine lineare Abbildung
[V > W, die v; auf w; abbildet fiir jedes i€ I.

Satz 4.1.5 Seien U, V und W K-Vektorriume und U TV L W lineare
Abbildungen. Dann gilt:

(a) go f € Hom(U,W).

(b) Ist f ein Isomorphismus, so ist auch f~1 ein Vektorraum-Isomorphismus
(also insbesondere linear).
(¢) Der Kern ker f ist ein Untervektorraum von U (vgl. Definition 2.1.11).
(d) Das Bild im f ist ein Untervektorraum von V' (vgl. Definition 1.2.4).
(e) Fiir u,u’ €U gilt: f(u) = f(u') < u—u ekerf.

(f) Fiir Ac U gilt: f((Ayx) = (f(A))x.
Bemerkung 4.1.6 FEin Isomorphismus f: V. — W erhdlt alle ,strukturellen
FEigenschaften®. Z. B. gilt fiir A < V: A ist linear unabhingig / ein Erzeugen-

densystem von V' / eine Basis von V genau dann wenn f(A) linear unabhdngig
/ ein Erzeugendensystem von W / eine Basis von W ist.

Satz 4.1.7 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume) Sind V und W K-Vek-
torrdume und ist f € Hom(V, W), so gibt es genau einen Vektorraum-Isomor-
phismus g: V/ker f — im f, so dass die Verkniipfung der Abbildungen

VS V/ker f S im f W
gleich f ist. (Hierbei sind kan jeweils die kanonischen Abbildungen.)

Definition 4.1.8 Der Rang einer linearen Abbildung f € Hom(V, W) istrk f :
dim(V /ker(f)) = dim(im(f)).

Bemerkung: Aus Bemerkung 4.1.6 folgt auch: ,, Verkniipfen mit Isomorphismen
dndert den Rang nicht®, d.h. fiir lineare Abbildungen f € Hom(V, W) und
Isomorphismen g € Hom(V’, V) und h € Hom(W, W’) gilt: tk f = rk(h o f o g).

Satz 4.1.9 Sind U, V und W K-Vektorriume und U N V -4 W lineare
Abbildungen, so gilt:
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(a) rk f < min{dim U, dim V'}

(b) dimU = rk f + dimker f

(c) rk(go f) < min{rk g, rk f}

(d) tk(f) +1k(g) <tk(go f) + dimV (Sylvesters Rang-Ungleichung)

Korollar 4.1.10 Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorriume und f €
Hom(V,W). Dann gilt:
(a) Ist dimV = dim W, so ist f surjektiv genau dann wenn f injektiv ist.
(b) Ist dimV > dim W, dann ist f nicht injektiv.
(¢) Ist dimV < dim W, dann ist f nicht surjektiv.

Satz 4.1.11 Seien V, W endlich-dimensionale K - Vektorriume und f € Hom(V, W)
mitdimV = m,dimW = n und vk f = k. Dann ¢ibt es Basen vy, ...,v, von 'V
und wi, ..., w, von W so dass gilt: f(v;) = w; fallsi <k; f(v;) =0 fallsi > k.

Bemerkung 4.1.12 Sind V und W K-Vektorriume, so ist auch Hom(V, W)
ein K-Vektorraum mit punktweiser Vektor-Addition und punktweiser Sk-
alarmultiplikation: Fir f,g € Hom(V,W) und r € K setze (f + g)(x) :=

f(@) + g9(@) und (r- f)(z) =r- f(z).
4.2 Matrizen
Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 4.2.1 Seien m,n = 1 natiirliche Zahlen. Eine m x n-Matriz iber
K ist ein m-n-Tupel A von Elementen aus K, dessen Eintrige mit Paaren (i, j)
firl <i<m,1<j<n indiziert sind. Notation:

aix  aiz -+ QAin
Q21 Q22 - Q2n

A= . . .| = (aij)icismi<i<n-
Am1 Am2 tee Amn

(Hierbei ist der Index ,ij“ eine Kurzschreibweise fir ,i,j“ und bedeutet nicht
i-j.) Die Menge aller m x n-Matrizen iber K wird mit K™*™ bezeichnet und auf
tibliche Weise als K-Vektorraum aufgefasst (d. h. mit komponentenweiser Vek-
toraddition und Skalarmultiplikation). Die Matriz, deren Eintrige alle 0 sind,
heifft Nullmatriz (und wird wie iblich selbst mit 0 bezeichnet).

Satz und Definition 4.2.2 Wir identifizieren eine Matriz A € K™*™ mit der
Abbildung f € Hom(K™, K™), die gegeben ist durch

by iy aib;

n
bn Zi: 1 anLibi

Notation, firve K": Av := f(v). Diese Identifikation ist eine Bijektion zwi-
schen den Mengen K™*™ und Hom (K™, K™).

Definition 4.2.3 Seien A € K™ ynd B € K™*".
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(a) Das Produkt A - B ist die Matriz, die zur Verkniipfung Ao B: K" — K*
gehort (Matriz- Multiplikation).
(b) Der Rang rk A ist der Rang der zu A gehorigen Abbildung K™ — K™.

Satz 4.2.4 Das Produkt von Matrizen A = (a;j)1<i<t,1<j<m € K™ und B =
(bjk)lsjsm,lsksn e K™*" st die Matriz C = (Cik)lsise,lngn € fon, die
gegeben ist durch:

m
Cily = Z aijbjik
j=1

Definition 4.2.5 Die Einheitsmatrix I,, € K"*" ist die Matriz, die der Iden-
titdtsabbildung K™ — K™ entspricht:

1 0---0
0 .
0---0 1

Eine Matriz A € K™ "™ heifit invertierbar, wenn die zugehdrige Abbildung
bijektiv ist; die Matriz zur inversen Abbildung wird mit A~' bezeichnet und
heift inverse Matriz.

Satz 4.2.6 K"™*" ist mit der Matrizmultiplikation ein unitirer Ring; I,, ist das
neutrale Element der Multiplikation.

Satz 4.2.7 Zu jeder Matriz A € K™*" gibt es invertierbare Matrizen S €
K™*™ ynd T € K™ so dass

SAT = ) -+ 0 0 [
0--00---0
wobei die Anzahl der 1en gleich tk A ist.

4.3 Lineare Gleichungssysteme

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 4.3.1 Ist A = (aij)lgigm,lgjgn e K™™ und b = (bi)1<i<m e K™,
und ist x = (x1,...,%,) ein Tupel von Variablen (Unbekannte), so nennt man

1121 + ...01,Ty = b1

Am1T1 + - O Ty, = by,

ein lineares Gleichungssystem. Kiirzere Schreibweise: Ax = b. Fine Lésung
von ,Ax =b“ ist ein ¢ = (¢j)1<j<n, fir das Ac =b gilt.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem ist ein lineares Gleichungs-
system der Form Az = 0.
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Satz 4.3.2 Die Menge der Lisungen eines homogenen linearen Gleichungssy-
stems Ax = 0 fiir A e K™*"™ ist ein Untervektorraum U von K™ mit dimU =
n — rk A; insbesondere gibt es, wenn n > m ist (d.h. wenn es mehr Unbe-
kannte als Gleichungen gibt), immer nicht-triviale Lésungen, d.h. Ldsungen
# (0,...,0).

Satz 4.3.3 Ist ¢ eine beliebige Lisung eines (inhomogenen) Gleichungssystems
Az = b so hat die Menge aller Losungen die Form {c + d | Ad = 0}.

Definition 4.3.4 Ist A = (aij)lgigm,lgjgn und b = (bi)1<i<m7 so ist die er-
weiterte Matrix zum linearen Gleichungssystem Az = b die mx (n+1)-Matriz

aii a2 - Qin b1

azi Q22 - Q2n bo
(A[p) = .

am1 Am2 o Omn bm

Definition 4.3.5 Elementare Umformungen eines linearen Gleichungssy-
stems sind:

(a) zwei Gleichungen vertauschen;

(b) eine Gleichung mit einem Skalar r € K* multiplizieren;

(¢) zu einer Gleichung ein Vielfaches einer anderen Gleichung addieren.

Satz und Definition 4.3.6 FEiner elementare Umformung eines linearen Glei-
chungssystems Ax = b entspricht, die erweiterte Matriz (A|b) durch E(A|b) zu
ersetzen, wobei E = (€;j)1<i,j<m eine der folgenden Elementarmatrizen ist:
(a) Gleichungen k und ¢ vertauschen (fir 1 < k,£ <m, k # {): e;; = 1 falls
i # k,l; e = eqr = 1; alle anderen e;; sind 0;
(b) Gleichung k mit r € K* multiplizieren (1 < k < m): ey =1 fallsi # k
exr = 7; alle anderen e;; sind 0;
(¢) das r-fache von Gleichung k zu Gleichung ¢ addieren (fir r € K und
1<k l<m,k#U):e;=1;ey=r;ale anderen e;; sind 0.

Bemerkung: Es gilt allgemeiner, fiir das Produkt AB von Matrizen A =
(aij)lgigg,lgjgm € szm und B = (bjk)lgjgm,lgkgn e K™*™: Die i-te Zeile

von A beschreibt, wie man die i-te Zeile des Produkts aus den Zeilen von B
berechnet, ndmlich:

(i-te Zeile von AB) = 2 a;; - (j-te Zeile von B)
j=1

Satz 4.3.7 Elementare Umformungen eines linearen Gleichungssystems dndern
die Losungsmenge nicht.

Satz 4.3.8 (Gauf3-Algorithmus) Jedes lineare Gleichungssystem lisst sich
durch elementare Umformungen in Zeilenstufenform bringen, d.h. in die
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Form

O--0*~ * ok % * % * %
o-ooo.o* CoE ke -
0---000--0 0 - 0[1]" :

und sogar in Normalform:

0...000...0* £ 0 % -0 0 = | %
0--000--000 0.*. gg
g

Hierbei stehen die .= fir beliege Skalare. Die eingekistelten len (d. h. die ersten
nicht-0-Eintrige der Zeilen) nennt man Pivot-Elemente.

Satz 4.3.9 Sei (Alb) ein linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform mit
A = (aij)1<i<cmi<j<n und b = (b;)1<i<m. Die Lisungsmenge ist leer, wenn es
eine Zeile der Form (0---0[b;) gibt mit b; # 0. Ansonsten ist die Losungsmenge
die Menge der (z1,...,x,) € K™ mit folgenden Bedingungen an x; firl < j <
n:

(a) Enhdlt die j-te Spalte kein Pivot-Element, so ist x; beliebig.

(b) Enhdlt die j-te Spalte ein Pivot-Element a;; = 1, so wird x; durch die i-te

Zeile festgelegt: x5 = by — Xop_ ;11 Qi

Bemerkung: Ist (A|b) sogar in Normalform, so kommen in den Summen in (b)
nur diejenigen x; vor, die beliebig gew#hlt werden kénnen.

Satz 4.3.10 Ist A € K™ und bringt man die erweiterte Matriz (A|l,) in
Normalform (A'|B’), so gilt: A ist invertierbar genau dann wenn A" = I,,; ist

dies der Fall, so ist B' = A™1.

aij
Definition 4.3.11 Sei A = (a;;)1<i<m,1<j<n € K™*". Seien vj := die

Ay
Spaltenvektoren von A und w; = (a;1,...,a;n) die Zeilenvektoren. Der Spal-
tenrang von A ist dim{vy, . .., v,k ; der Zeilenrang von A ist dim{wy, ..., wy, k.

Satz 4.3.12 Fiir jede Matriz A € K™*" gilt: Zeilenrang = Spaltenrang = Rang.

Definition 4.3.13 Die Transponierte einer Matriz A = (a;;)1<i<m,i<j<n €
K™ st die Matriz AT = (@ji)1<j<n,1<i<m € K™,
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4.3.14 Fir beliebige Matrizen A, B gilt:

(AT)T — 4

(A+ B)T = AT + BT (falls A, B beides m x n-Matrizen sind)

(AB)T = BT AT (falls A eine £ x m-Matriz und B eine m x n-Matriz ist)

Bemerkung: Es gilt auch: A ist invertierbar genau dann wenn A7 invertierbar
ist, und (A7)~ = (4A~1)T.

Bemerkung 4.3.15 Ist A e K™*"™ beliebig und ist E € K™*™ eine Elementar-
matriz, so ergibt sich AE aus A auf eine der folgenden Arten (wobei die Fille
denen von 4.3.6 entsprechen):

(a) zwei Spalten vertauschen

(b) eine Spalte mit einem Skalar # 0 multiplizieren

(c) das Vielfache einer Spalte zu einer anderen Spalte addieren.

4.4 Arbeiten mit Basen

Sei weiterhin K ein Korper.

Notation 4.4.1 (a) Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = (v1,...,0m).
Wir schreiben yg: K™ — V fiir den Isomorphismus aus Beispiel J.1.3,
d. h. ¥p(e;) = v; firl <i<m, und firveV setzen wir g[v] := ¢z'(v) €

ai
K™ (d.h.v=ajvi + ...anvm genau dann wenn glv] = [ * ]).
a7n/
(b) Sei nun W ein weitere K-Vektorraum mit Basis C = (w1, ..., w,), und
sei f € Hom(W, V). Wir setzen yz[f]e := ¥z o fove € K™*™; d.h. ist
ay
f(wj) = a1vi + ... amom, soist | 1 | die j-te Spalte von g[f]c.
Am

Satz 4.4.2 Seien U, V und W endlich-dimensionale K -Vektorrdume mit Ba-
sen A bzw. B bzw. C.
(a) Fir fe Hom(W,V) und we W gilt: g[f(w)] = g[fle - o[w]

(b) Fiir lineare Abbildungen W LvLu gilt 4[go fle = 4lgls - slfle
slv

(c) Ist B = (vi,...,v),) eine weitere Basis von V so gilt fiir ve V: =
slidv]g - g[v], und glidv]g ist die Matriz mit den Spalten glvi], ...,
slvm]-

5 Endomorphismen
Im ganzen Kapitel sei weiterhin K ein Korper.

Definition 5.0.1 Sei V' ein K-Vektorraum. Fine lineare Abbildung von V in
sich selbst nennt man auch einen Endomorphismus von V. Man setzt End(V) :=
Hom(V,V).
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5.1 Determinanten

Zur Erinnerung: S, ist die symmetrische Gruppe (Beispiel 2.1.4) und sgn(o)
das Signum von o € S,, (Definition 2.1.14).

Definition 5.1.1 Die Determinante einer Matriz A = (a;j)1<i,j<n € K™"
ist definiert durch die Leibniz-Formel:

det A := Z sgn(o) ﬁaiva(i).
i=1

o€ES,

Beispiel 5.1.2 Es gilt:

a1l a12
det = 011022 — 412021
a21 A22

und

a11 Gi2 a13
det | @21 a2z a3 | = aiia2a33 + 12023031 + a13021032

@31 a3z 4ss — 13022031 — 011023032 — 012021033

Satz 5.1.3 Fiir Ae K™*" gilt: det(AT) = det A.

ai1 A1n
Notation 5.1.4 Sind vy = N R : e K™, so schreiben wir
Am1 Amn
-«— mXn
(vi |-+ [vn) = (aij)1<ismi<jsn € K

fir die Matriz, die vy, ..., v, als Spalten hat.

Satz 5.1.5 Die Determinante ist die einzige Abbildung K™*"™ — K mit folgen-
den FEigenschaften:
(a) det ist multilinear, d. h. fir alle j = 1,...,n und alle (fest gewdihlten)

Vly.ooy Vj—1,Vjgl, - - -, Up € K™ ist die Abbildung
K" = K,w o det(or | [0yt [w | var || o)
linear.
(b) det ist alternierend, d.h. falls vy,...,v, € K™ und es j # k gibt mit
vj = vy, dann ist det(vq | -+ | v,) = 0.

(¢) det ist normiert, d. h. det(l,) = 1.
Auflerdem gilt:
(d) Firwvi,...,vpe K" und 1 < j <k <n gilt:

det(vr [ - [vj—1 [ o [vjen |- [ve—1 [0y [vgsr |- [wn) = —det(or | - [ vn).

(e) det A = 0 genau dann wenn A nicht invertierbar ist (d.h. det(vy | -+ |
vp) = 0 genau dann wenn vy, ..., v, linear abhingig sind).
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Lemma 5.1.6 Ist A € K™ ™ beliebig und E € K™*" eine Elementarmatriz,
so gilt det(AE) = det A - det E: Zwei Spalten tauschen multipliziert die Deter-
minante mit —1, das Vielfache einer Spalte zu einer anderen addieren dndert
die Determinante nicht, und eine Spalte mit einem Faktor r € K* multipli-
zieren dndert auch die Determinante um den Faktor r. Entsprechendes gilt fiir
Zeilentransformationen.

Satz 5.1.7 Fir Matrizen der Form

a1 a2 -+ aip
0 azx - ag

A= )
0 0  ann

gllt det A = a11a22 " App,-

Satz 5.1.8 Fir A,B e K™*™ gilt:
(a) det(AB) = det(A)det(B)
(b) Falls A invertierbar ist, gilt det(A~!) = (det A)~L.

Definition 5.1.9 Ist V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, f € End(V)
ein Endomorphismus und B eine Basis von V', so setzen wir det f := det z[f]z

Satz 5.1.10 In Definition 5.1.9 hingt det f nicht von der Wahl von B ab.

Satz 5.1.11 (Laplacescher Entwicklungssatz) Sei A = (ai;)1<ij<n € K™
Im Folgenden seien 1 < k,1 < n. Wir schreiben Ay fiir die (n —1) x (n —1)-
Matriz, die man aus A erhdlt, indem man die k-te Zeile und die [-te Spalte
rausstreicht.

(a) Fiir jedes ¢ gilt: det A = Y1 (—1)" - ag - det A, ).

(b) Fiir jedes k gilt: det A = Y7 (—=1)*" - ayy - det A o).

5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.2.1 (a) Zwei Matrizen A, A’ € K™*™ heiffen dhnlich, wenn es
eine invertierbare Matriz S € K™<" gibt mit A’ = S™LAS.
(b) Eine Matriz der Form

a;; 0 -+ 0
0 -0 ap,
fir a1, ..., ann € K heifft Diagonalmatrix.

(¢) Fine Matrix A € K™™ heifst diagonalisierbar, wenn sie zu einer Dia-
gonalmatriz dhnlich ist.
Fin Endomorphismus f € End(V) eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums V heiffit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so
dass z[flg eine Diagonalmatriz ist.
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Definition 5.2.2 Sei V' ein K-Vektorraum und f € End(V') ein Endomorphis-
mus. Ein Skalar A € K heifit Eigenwert von f wenn es einen Vektor v € V\{0}
gibt mit f(v) = M. In diesem Fall nennt man v Eigenvektor von f (zum
Eigenwert \).

Der Eigenraum zum Eigenwert A ist {ve V| f(v) = Av}.

Bemerkung 5.2.3 FEigenrdume sind Untervektorrdume von V.
Bemerkung 5.2.4 Ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigenwerte.

Satz 5.2.5 Sei V ein Vektorraum und f € End(V). Sind vq,...,vx € V FEi-
genvektoren von [ zu verschiedenen Figenwerten, so sind vi,...,v; linear un-
abhdngig.

Definition 5.2.6 Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und f € End(V).
Das charakteristische Polynom von f ist das Polynom x ¢ := det(f—zidy) €
K|z]. (Formal gesehen wdihlen wir eine Basis B von V', betrachten »z|flz —«1I,
als Matriz mit Fintrigen im Ring K[x] und wenden darauf die Leibniz-Formel
an, wobei wir im Ring K[z] arbeiten.)

Satz 5.2.7 Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und f € End(V). Die
Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Xf -

Bemerkung 5.2.8 Das charakteristische Polynom einer Matriz A € K™ ™ hat
Grad n, und schreibt man es in der Form

xa(z) =ap+ a1z + -+ + apz”™,
so ist ag = det A und a,, = (—1)".

Satz 5.2.9 Fir eine Matriz A € K™*™ sind dquivalent:

(a) A ist diagonalisierbar.

(b) FEs gibt eine Basis von K™*™ aus Eigenvektoren von A.
(¢) Die Summe der Dimensionen der Figenrdume ist n.

6 FEuklidische und unitidre Vektorriaume

6.1 Reelle Skalarprodukte

Definition 6.1.1 Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.
(a) Eine Bilinearform aufV ist eine Abbildung 8: V xV — K, so dass fiir
jedes v € V' die beiden Abbildungen V. — K, u — B(u,v) und V — K,
u— B(v,u) linear sind.
(b) Eine Bilinearform  heifit symmetrisch, wenn fir alle u,v € V gilt:
ﬁ(uvv) = ﬂ(vvu)'
Ab jetzt nehmen wir K =R an.
(¢) Fine Bilinearform [ heifit positiv definit, wenn fir alle v € V\{0} gilt:
B(v,v) > 0.
(d) Fin (reelles) Skalarprodukt (oder inneres Produkt auf V ist eine
symmetrische, positiv definite Bilinearform auf V. Fir Skalarprodukte ver-
wendet man oft die Notation (u,v) := f(u,v).
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Definition 6.1.2 (a) PEin euklidischer Vektorraum ist ein R-Vektorraum
V' zusammen mit einem Skalarprodukt auf V.
(b) Ist V ein euklidischer Vektorraum, so ist die Norm eines Vektors v eV

definiert durch ||v| := 1/(v,v).
Beispiel 6.1.3 Das Standard-Skalarprodukt auf R™ ist
al bl

L Pi=aby + -+ anby.
a, by,
Wenn man Vektoren als Matrizen mit einer Spalte auffasst, ldsst sich dies auch

ktirzer schreiben:
T

(u, vy = u" v.
Verwendet man dieses Standard-Skalarprodukt, so ist die Norm eines Vektors

ai

I : |l =yat+ -+

Qn

Satz 6.1.4 Sei V ein euklidischer Vektorraum, seien u,v € V und sei r € R.

Dann gilt:
(a) o] =0
(b) v =0 = v=0
(©) [rol = [r[ - vl

(d) Ku,vy| < |ul|-||v| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung), und Gleichheit gilt
genau dann, wenn u und v linear abhdngig sind.

(e) |lu+v|| < |lu] + |lv|] (Minkowski-Ungleichung oder Dreiecksunglei-
chung)

Satz 6.1.5 Sei K ein Korper und sei ey, ..., e, die Standardbasis von K™. Die
Abbildung
{Bilinearformen auf K"} — K"™*"

B = (Blei €5)1<ij<n
ist eine Bijektion; das Inverse dieser Abbildung ist

K™"™ — {Bilinearformen auf K"}

A Ba, wobei Ba(u,v) :=uT Av  fir u,ve K",

Auflerdem gilt:
(a) Ba ist symmetrisch genau dann wenn A = AT. (Solche Matritzen A nennt
man symmetrisch.)
(b) Ist K =R, so ist Ba positiv definit genau dann wenn fir alle v € R™\{0}
gilt: vT Av > 0. (Solche Matritzen A nennt man positiv definit.)
Die Skalarprodukte auf R™ sind also genau die Abbildungen der Form {u,v) =
uT Av fiir symmetrische, positiv definite Matrizen A € R™*™.

Bemerkung 6.1.6 Allgemeiner gilt, in euklidischen Vektorrdumen V :
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(a) Ist f e End(V), so ist Bf(u,v) := {u, f(v)) eine Bilinearform auf V; dies
definiert eine Bijektion zwischen End(V) und den Bilinearformen auf V.

(b) By(u,v) ist symmetrisch genau dann wenn {u, f(v)) = (f(u),v). Finen
Endomorphismus f € End(V), der dies erfiillt, nennt man selbstadjun-
giert.

6.2 Orthonormalbasen

Im Folgenden sei V' ein euklidischer Vektorraum.

Definition 6.2.1 (a) FEin Vektor v e V heifit normiert, wenn |v| = 1.
(b) Zwei Vektoren u,v € V heiffen orthogonal (zueinander), wenn {u,v) =0
ist. Man scheibt u L v.

Definition 6.2.2 Fine Orthonormalbasis von V ist eine Basis (v;)ier mit
folgenden FEigenschaften:

(a) v; ist normiert fir alle i € I.

(b) v; Lwj fiir allei,j eI miti+#j.

Satz 6.2.3 Sei B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V.
(a) Fiir beliebige ve V gilt v =Y {v,v;yv;; anders ausgedriickt:

(v,v1)
slv] = :

(o)
(b) Fiir beliebige v,w € V gilt: (v,w) = (z[v])T glw].

Satz 6.2.4 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Jeder endlich dimensio-

nale euklidische Vektorraum V' hat eine Orthonormalbasis. Genauer: Ist vy, ..., v,
eine beliebige Basis von V', so gibt es eine Orthonormalbasis wy, . .., w, von V,
so dass (w1, ..., wiyr = {v1,...,v)r fir allei < n.

Bemerkung: Satze 6.2.4 und 6.2.3 zusammen besagen also insbesondere: Fiir
jeden endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum V' gibt es einen Isomor-
phismus R™ — V| so dass das Skalarprodukt auf V' dem Standard-Skalarprodukt
auf R™ entspricht.

6.3 Orthogonale transformationen

Definition 6.3.1 SeiV ein euklidischer Vektorraum. Ein Endomorphismus f €
End(V) heifit orthogonale Transformation von V, wenn fir alle u,v gilt:
(u,v) = (f(u), f(v)).

Eine Matriz A € R™*™ heifit orthogonal, wenn sie eine orthogonale Trans-
formation von R™ ist, wobei wir R™ als euklidischen Vektorraum mit dem Standard-
Skalarprodukt auffassen.

Satz 6.3.2 Fiir eine Matriz A € R™*™ sind dquivalent:
(a) A ist orthogonal.
(b) A ist invertierbar und AT = A1,
(¢) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis.
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Satz 6.3.3 (Hauptachsentransformation) Eine Matriz A € R™*™ ist sym-
metrisch genau dann wenn es eine orthogonale Matriz S g¢ibt, so dass STAS
eine Diagonalmatriz ist.

Bemerkung 6.3.4 Da ST = S~! ist eine solche Matriz A auch diagonalisier-
bar, und die Eintrige auf der Diagonalen von STAS sind die Eigenwerte von
A.

6.4 Hermitesche Skalarprodukte

(Dieser Abschnitt kam in LA I nicht mehr dran; ich hinge ihn der Vollstindigkeit
halber trotzdem an.)

Alles, was in den Abschnitten 6.1 bis 6.3 gemacht wurde, geht so dhnlich
auch fiir C-Vektorrdume, wenn man die Definition von Skalarprodukt leicht
abwandelt.

Im Folgenden sei V' ein C-Vektorraum.

Definition 6.4.1 Fin Hermitesches Skalarprodukt auf V ist eine Abbil-
dung V x V — C, (u,v) — {u,v) mit folgenden Eigenschaften:
(a) Fir jedes ue'V ist die Abbildung v — {u,v) linear.
(b) Fir alle u,v € V' gilt: {u,v) = {v,u), wobei a das komplex Konjugierte
von a € C bezeichnet; siehe Definition 2.3.5.
(¢c) Fiir alle v e V\{0} ist (v,v) eine reelle Zahl grifer als 0.
Einen C-Vektorraum zusammen mit einem Hermiteschen Skalarprodukt nennt

man unitiren Vektorraum.
Die Norm eines Vektors ve V ist |v|| = 1/{v,v).

Beispiel 6.4.2 Das Hermitesche Standard-Skalarprodukt auf C™ ist
(u,vy = @’ v,

(wobei u der Vektor ist, den man aus u erhdlt, indem man alle Eintrdige komplex
konjugiert).

e Satz 6.1.4 gilt unverdndert fiir Hermitesche Skalarprodukte.

e Jedes Hermitesche Skalarprodukt lisst sich in der Form (u,v) = @ Av fiir
geeignete Matrizen A schreiben. (Die Bedingung (a) aus Satz 6.1.5 muss
leicht abgewandelt werden: A sollte eine hermitesche Matrix sein, d. h.
AT — A)

e Orthogonalitdt, Normiertheit und Orthonormalbasen definiert man wie in
euklidischen Vektorrdumen. Satz 6.1.4 (iiber die Existenz von Orthonor-
malbasen) gilt dann auch unverédndert fiir Hermitesche Skalarprodukte.

e Im Folgenden verwenden wie das Standard-Hermitesche Skalarprodukt.
Matrizen A € C™*", die (Au, Avy = {u,v) erfiillen, nennt man unitir.
Satz 6.3.2 gilt in leicht abgewandelter From: In (b) wird die Bedingung
AT = A~'. Satz 6.3.3 gilt auch in leicht abgewandelter Form: Statt , A
symmetrisch” muss es ,,A hermitesch® heiflen.
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