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0 Die Sprache der Mathematik

Konvention 0.1
”

A oder B“ bedeutet
”

A oder B oder beides“. (Wenn beides
verboten sein soll, sage das explizit.)

Beispiel 0.2 Jede rationale Zahl ist kleiner als 4 oder größer als 3.

Beispiel 0.3 “n ist eine Quadratzahl oder durch 3 teilbar.”: Wahr für n “ 4,
n “ 6, n “ 9; nicht wahr für n “ 7.

Konvention 0.4
”
Es gibt ein XXX“ bedeutet

”
Es gibt ein oder mehrere XXX“.

(Wenn mehrere XXX ausgeschlossen werden soll, sage
”

Es gibt genau ein XXX“)

Beispiel 0.5 Es gibt eine ganze Zahl, deren Quadrat 9 ist. (Es gibt sogar zwei,
nämlich 3 und ´3.)

Beispiel 0.6 Es gibt genau eine ganze Zahl, deren dritte Potenz 8 ist.

Konvention 0.7 Buchstaben (oder andere Symbole) können als Platzhalter für
mathematische Objekte (wie Zahlen) verwendet werden. So verwendete Buch-
staben heißen Variablen.

Beispiel 0.8 Es gibt genau eine ganze Zahl z mit z3 “ 8.

Beispiel 0.9 Für jede rationale Zahl r gilt: r ă 4 oder r ą 3.

Konvention 0.10
”
Sei x YYY“ bedeutet: Wir nehmen im Folgenden an, dass

x YYY ist. Insbesondere:
•

”
Sei x ein ZZZ“ bedeutet: Wir nehmen im Folgenden an, dass x ein be-

liebiges ZZZ ist.
•

”
Sei x “ ZZZ“ bedeutet: Wir nehmen im Folgenden an, dass x den Wert

ZZZ hat.
Oft schreibt man auch

”
Sei x :“ ZZZ“ oder einfach nur

”
x :“ ZZZ“.

Beispiel 0.11 Seien a und b reelle Zahlen. Dann gilt a` b “ b` a.

Beispiel 0.12 Sei n eine natürliche Zahl und sei m :“ 2n. Dann ist m durch
n teilbar.

Beispiel 0.13 Seien m und n teilerfremde natürliche Zahlen. Dann sind m und
m` n auch teilerfremd.

Konvention 0.14
”
Wenn A dann B“ ist gleichbedeutend mit:

”
B ist wahr

oder A ist falsch.“ Man sagt auch:
”
A impliziert B“ oder

”
Aus A folgt B“.

Beispiel 0.15 Für alle reellen Zahlen x gilt: Wenn x ą 2 ist, dann ist x2 ą 4.
l jh n

p˚q

(Die Gesamtbehauptung ist, dass die Teilaussage p˚q für alle x wahr ist.)

Konvention 0.16
”

A genau dann wenn B“ bedeutet:
”

Wenn A dann B und
wenn B dann A“. Man sagt auch:

”
A und B sind äquivalent.“
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Beispiel 0.17 Für jede natürliche Zahl n gilt: n ist durch 10 teilbar genau dann
wenn die letzte Ziffer 0 ist.

Notation 0.18 Sind A und B Aussagen, so bedeutet:
• Disjunktion:

”
A_B“: A oder B (von: lateinisch

”
vel“)

• Konjunktion:
”
A^B“: A und B

• Negation:
”
 A“: A ist falsch

• Implikation:
”
Añ B“ oder

”
Að B“: wenn A dann B

•
”
A ðñ B“: A genau dann wenn B

• All-Quantor:
”
@x : A“: Für alle x gilt A

• Existenz-Quantor:
”
Dx : A“: Es gibt ein x so dass A gilt.

Beispiel 0.19 Ist A die Aussage
”

Jede natürliche Zahl ist durch x teilbar“, so
besagt  A:

”
Es gibt eine natürliche Zahl, die nicht durch x teilbar ist.“

Konvention 0.20 Klammerung und Bindungsstärke:
• Verwende nur runde Klammern zum klammern.
•

”
¨“ bindet stärker als

”
`“ und

”
´“ (

”
Punkt vor Strich“)

• ^ bindet stärker als _, und  bindet noch stärker.
• ð, ñ, ðñ binden schwächer als _, und mehrere in einer Reihe haben

eine spezielle Bedeutung: A ñ B ñ C bedeutet: A impliziert B und B
impliziert C.

1 Mathematische Grundbegriffe

1.1 Mengen

Definition 1.1.1 Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von mathemati-
schen Objekten, die Elemente von M genannt werden. Für

”
x ist ein Element

von M“ sagen wir auch
”
M enthält x“ oder

”
x liegt in M“; Notation dafür:

x PM . Für
”
x liegt nicht in M“ schreibt man: x RM .

Eine Menge wird dadurch charakterisiert, welche Elemente sie enthält, d. h.
zwei Mengen M , N sind gleich (M “ N) genau dann wenn für alle mathema-
tischen Objekte x gilt: x PM ðñ x P N .

Eine Menge kann auch nur ein Element oder gar kein Element haben. Eine
Menge mit nur einem Element x wird nicht als das gleiche angesehen wie x
selbst.

Mengen werden selbst wieder als mathematische Objekte angesehen und können
deshalb Elemente von (anderen) Mengen sein.

Notation 1.1.2 Ist n eine natürliche Zahl und sind x1, x2, x3, . . . , xn beliebi-
ge mathematische Objekte, so schreiben wir tx1, x2, x3, . . . , xnu für die Menge,
die diese Objekte (und keine anderen) enthält. Die leere Menge tu (d. h. die
Menge, die keine Elemente hat), wird auch mit H bezeichnet.

Konvention 0.21 Als Variable kann man auch einen Buchstaben mit einem
mathematischen Objekt als Index verwenden; für jeden Index wird dies als eigene
Variable angesehen.

Beispiel 0.22 x, x1, x2, x3, x 1
2

sind lauter verschiedene Variablen.
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Beispiel 1.1.3 x P t1, 4, 6u genau dann wenn x “ 1 oder x “ 4 oder x “ 6.

Beispiel 1.1.4 x P t1, 2, 3, . . . , 7u genau dann wenn x “ 1 oder x “ 2 oder
. . . oder x “ 7.

Konvention 1.1.5
”

Die Menge der XXX“ bedeutet: die Menge, die alle XXX
enthält (und sonst nichts).

Beispiel 1.1.6 Die Menge der natürlichen Zahlen (inklusive 0): N “ N0 “

t0, 1, 2, 3, . . . u

Beispiel 1.1.7 Die Menge der ganzen Zahlen: Z “ t0, 1, 2, 3, 4, . . . , ´1,´2,´3, . . . u

Beispiel 1.1.8 Die Menge der rationalen Zahlen: Q

Beispiel 1.1.9 Die Menge der reellen Zahlen R

Konvention 0.23 Sei M eine Menge.

”
@x PM : . . .“ bedeutet:

”
Für alle Elemente von M gilt . . .“

”
Dx P M : . . .“ bedeutet:

”
Es gibt ein (mindestens) Element von M , für das

. . . gilt.“

Notation 1.1.10 Ist A eine Aussage über eine Variable x, so bezeichnet tx | Au
die Menge, der Objekte, für die A gilt.

Ist außerdem M eine Menge, so bezeichnet tx P M | Au die Menge der
Objekte, die in M liegen und für die A gilt.

Ist C ein Ausdruck in einer Variablen x und A eine Aussage über x, so
bezeichnet tC | Au die Menge der Werte, die der Ausdruck annimmt, wenn
man für x Objekte einsetzt, auf die A zutrifft.

Beispiel 1.1.11 Die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen: Rě0 “ tx P R |
x ě 0u.

Beispiel 1.1.12 tx2 | x P Zu ist die Menge der Quadratzahlen.

Definition 1.1.13 Eine Menge A heißt endlich, wenn sich A schreiben lässt
als A “ tx1, . . . , xnu für eine natürliche Zahl n und für Objekte x1, . . . , xn.
Ist A endlich, so bezeichnet “#A” für die Anzahl der Elemente von A (

”
die

Kardinalität von A“). Ist A nicht endlich, so nennt man A unendlich und
schreibt #A “ 8.

Beispiel 1.1.14 #H “ 0; #N “ 8.

Definition 1.1.15 Seien A und B Mengen. A heißt Teilmenge von B wenn
jedes Element von A auch Element von B ist. Man sagt auch:

”
A ist eine

Untermenge von B“; oder:
”
B ist eine Obermenge von A“. Notation: A Ă B.

Beispiel 1.1.16 N Ă Z Ă Q Ă R.

Beispiel 1.1.17 Für jede Menge M gilt: H ĂM .

Definition 1.1.18 Ist A eine Menge, so bezeichnet

PpAq :“ tB | B Menge, B Ă Au

die Menge aller Teilmengen von A; PpAq wird Potenzmenge von A genannt.
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Beispiel 1.1.19 PpHq “ tHu.

Definition 1.1.20 Seien A und B Mengen.
(a) Der Schnitt von A und B ist A X B :“ tx | x P A ^ x P Bu (

”
A ge-

schnitten B“).

(b) Die Vereinigung von A und B ist A Y B :“ tx | x P A _ x P Bu (
”
A

vereinigt B“).

(c) Die Differenz von A und B ist AzB :“ tx | x P A ^ x R Bu (
”
A ohne

B“).

Satz 1.1.21 Für beliebige Mengen A, B und C gelten die folgenden Distribu-
tivgesetze:

(a) pAXBq Y C “ pAY Cq X pB Y Cq
(b) pAYBq X C “ pAX Cq Y pB X Cq

Definition 1.1.22 Ist I eine Menge, und ist Ai eine Menge für jedes i P I, so
schreibt man:
Die Vereinigung aller Ai:

ď

iPI

Ai :“ tx | Di P I : x P Aiu

Der Schnitt aller Ai:
č

iPI

Ai :“ tx | @i P I : x P Aiu

Ist I “ tm,m` 1, . . . , nu für zwei ganze Zahlen m,n, so schreibt man auch

n
ď

i“m

Ai bzw.
n
č

i“m

Ai.

Definition 1.1.23 Sind x1, . . . , xn mathematische Objekte, so führt man ein
neues Objekt ein: das n-Tupel px1, . . . , xnq. Zwei n-Tupel px1, . . . , xnq und py1, . . . , ynq
sind genau dann gleich, wenn gilt:

x1 “ y1 ^ x2 “ y2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ xn “ yn.

Ein Paar ist ein 2-Tupel, ein Tripel ist ein 3-Tupel, etc.
Das kartesische Produkt von Mengen A1, . . . , An ist die Menge

A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn :“ tpx1, . . . , xnq | x1 P A1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ xn P Anu.

Ist Ai “ A für alle i, so schreibt man auch An statt A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn.

1.2 Abbildungen

Definition 1.2.1 Seien A und B Mengen. Eine Abbildung f (oder Funktion)
von A nach B ist gegeben durch eine Menge G Ă AˆB, für die gilt: Für jedes
a P A gibt es genau ein b P B mit pa, bq P G.

Falls pa, bq P G, setzt man fpaq :“ b, und man sagt, f bildet a auf b ab.
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“AbbpA,Bq” bezeichnet die Menge aller Abbildungen von A nach B. Statt

”
f P AbbpA,Bq“ schreibt man auch

”
f : A Ñ B“, und statt fpaq “ b schreibt

man auch
”
f : a ÞÑ b“.

Man nennt A den Definitionsbereich von f , B den Wertebereich und G
den Graph.

Beispiel 1.2.2 Die Identität auf einer Menge A ist idA : AÑ A, a ÞÑ a.

Definition 1.2.3 Seien A, B, C Mengen und seien f : AÑ B und g : B Ñ C
Abbildungen. Dann ist die Verknüpfung von f und g die Abbildung

g ˝ f : AÑ C, a ÞÑ gpfpaqq.

”
g ˝ f“ spricht man oft

”
g nach f“ aus.

Definition 1.2.4 Seien A und B Mengen, und sei f : AÑ B.
(a) Ist A1 Ă A, so ist fpA1q :“ tfpaq | a P A1u das Bild von A1 unter f .
(b) Das Bild von f ist im f :“ fpAq.
(c) Ist B1 Ă B, so ist f´1pB1q :“ ta P A | fpaq P B1u das Urbild von B1

unter f .

Definition 1.2.5 Seien A und B Mengen, und sei f : AÑ B.
(a) f heißt injektiv (

”
f ist eine Injektion“), wenn für alle b P B gilt:

#pf´1ptbuqq ď 1
(b) f heißt surjektiv (

”
f ist eine Surjektion“), wenn für alle b P B gilt:

#pf´1ptbuqq ě 1.
(c) f heißt bijektiv (

”
f ist eine Bijektion“), wenn für alle b P B gilt:

#pf´1ptbuqq “ 1.

Satz und Definition 1.2.6 Ist f : AÑ B eine bijektive Abbildung, so gibt es
genau eine Funktion g : B Ñ A, so dass gilt: f ˝g “ idB und g˝f “ idA; g heißt

”
Inverses von f“ (oder

”
Umkehrabbildung von f“) und wird f´1 notiert.

Definition 1.2.7 Ist I eine Menge und ist Ai eine Menge für jedes i P I, so
ist das kartesische Produkt wie folgt definiert:

ź

iPI

Ai “ tf : I Ñ
ď

iPI

Ai | @i P I : fpiq P Aiu.

Ist xi P Ai für alle i P I, so schreibt man pxiqiPI für die Funktion in
ś

iPI Ai,
die i auf xi abbildet.

1.3 Partitionen und Äquivalenzrelationen

Definition 1.3.1 Eine Partition einer Menge A ist eine Menge P von nicht-
leeren Teilmengen von A, so dass es für jedes a P A genau ein B P P gibt mit
a P B.

Definition 1.3.2 Eine Relation r auf einer Menge A ist gegeben durch eine
Menge G Ă AˆA. Notation: ar b bedeutet pa, bq P G.
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Satz und Definition 1.3.3 Sei P eine Partition einer Menge A und sei „P
die folgende Relation:

a „P a
1 ðñ DB P P : pa P B ^ a1 P Bq.

Diese Relation hat folgende Eigenschaften:
(a) @a P A : a „ a (Reflexivität)
(b) @a, b P A : pa „ bñ b „ aq (Symmetrie)
(c) @a, b, c P A : pa „ b^ b „ cñ a „ cq (Transitivität)

Eine Relation mit den Eigenschaften (a)–(c) nennt man Äquivalenzrelation.

Satz und Definition 1.3.4 Ist „ eine Äquivalenzrelation auf einer Menge A,
so gibt es genau eine Partition P von A so dass a „ a1 ðñ a „P a

1.
Diese Partition P nennt man

”
Quotient von A durch „“ oder

”
A modulo

„“. Notation dafür (für P ): A{„.
Ist a P B P A{„, so nennt man B die Äquivalenzklasse von a.

2 Algebraische Grundbegriffe

2.1 Gruppen

Satz und Definition 2.1.1 (a) Eine Halbgruppe ist eine Menge G zusam-
men mit einer Abbildung ˝ : GˆGÑ G (

”
Verknüpfung“), die folgende

Eigenschaft hat: Für alle a, b, c P G gilt: pa ˝ bq ˝ c “ a ˝ pb ˝ cq (Assozia-
tivität).

(b) Ein neutrales Element einer Halbgruppe G ist ein Element e P G für
das gilt: @a P G : a ˝ e “ e ˝ a “ a.

(c) Wenn ein neutrales Element existiert, ist es eindeutig.
(d) Ist G eine Halbgruppe mit neutralem Element e und ist a P G beliebig, so

heißt ein Element b P G Inverses von a, wenn gilt: a ˝ b “ b ˝ a “ e.
(e) Wenn a ein Inverses hat, so ist es eindeutig.
(f) Eine Halbgruppe mit neutralem Element, bei der jedes Element ein Inver-

ses hat, heißt Gruppe.
(g) Eine Halbgruppe oder Gruppe G heißt kommutativ oder abelsch, wenn

gilt: @a, b P G : a ˝ b “ b ˝ a.
(Man sagt auch:

”
pG, ˝q ist eine (Halb)gruppe.“)

Notation 2.1.2 Typische Notationen für Gruppen:
Verknüpfung: a ˝ b, neutrales Element: e; Inverses: a´1

Verknüpfung: a¨b (oder ab), neutrales Element: 1; Inverses: a´1 (multiplikative
Notation)
Verknüpfung: a` b, neutrales Element: 0; Inverses: ´a (additive Notation).

Beispiel 2.1.3 Qˆ bezeichnet die Gruppe Qzt0u mit Multiplikation als Ver-
knüpfung.

Rˆ bezeichnet die Gruppe Rzt0u mit Multiplikation als Verknüpfung.

Beispiel 2.1.4 Für n P N ist die symmetrische Gruppe

Sn :“ tf P Abbpt1, . . . , nu, t1, . . . , nuq | f ist Bijektionu,

mit der Verknüpfung von Abbildungen als Verknüpfung. Die Elemente von Sn
werden auch Permutationen (der Menge t1, . . . , nu) genannt.
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Beispiel 2.1.5 Sind pG, ˝q und pH, ˝q Gruppen, so ist auch GˆH eine Gruppe,
mit der Verknüpfung

pg, hq ˝ pg1, h1q “ pg ˝ g1, h ˝ h1q.

Definition 2.1.6 Sei pG, ˝q eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine
Teilmenge H Ă G, so dass pH, ˝q eine Gruppe ist.

Satz und Definition 2.1.7 Sei pG,`q eine abelsche Gruppe und H eine Un-
tergruppe.

(a) Dann ist ta`H | a P Gu eine Partition von G. Notation für diese Partiti-
on: G{H. (Ausgesprochen:

”
G modulo H“; man nennt G{H auch Quo-

tientengruppe.)
(b) Sind B,B1 P G{H so ist auch B `B1 P G{H; mit dieser Verknüpfung ist

G{H eine Gruppe.

Definition 2.1.8 Seien pG, ˝q und pH, Ÿq Gruppen. Eine Abbildung f : GÑ H
heißt Gruppenhomomorphismus, wenn gilt:

@a, b P G : fpa ˝ bq “ fpaq Ÿ fpbq.

HompG,Hq bezeichnet die Menge aller Gruppenhomomorphimen von G nach
H.

Ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver Gruppenhomomorphismus.

Beispiel 2.1.9 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe.
(a) H Ñ G, h ÞÑ h ist ein Gruppenhomomorphismus.
(b) Ist G abelsch, so ist GÑ G{H, a ÞÑ a`H ein Gruppenhomomorphismus.

Diese Abbildungen nennt man kanonische Abbildungen.

Satz 2.1.10 Sind f : GÑ H und g : H Ñ K Gruppenhomomorphismen, so ist
auch g ˝ f ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 2.1.11 Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f : G Ñ H ist
ker f :“ ta P G | fpaq “ eu.

Satz 2.1.12 Ist f : G Ñ H ein Gruppenhomomorphismus, so ist ker f eine
Untergruppe von G und im f eine Untergruppe von H.

Satz 2.1.13 (Homomorphiesatz für abelsche Gruppen) Sind G und H
abelsche Gruppen und ist f : G Ñ H ein Gruppenhomomorphismus, so gibt
es genau einen Isomorphismus g : G{ ker f Ñ im f , so dass die Verknüpfung der
Abbildungen

G
kan
Ñ G{ ker f

g
Ñ im f

kan
Ñ H

gleich f ist. (Hierbei sind kan jeweils die kanonischen Abbildungen.)

Definition 2.1.14 Sei f P Sn (siehe 2.1.4). Die Fehlstände von f sind

Ff :“ tta, bu Ă t1, . . . , nu | a ă b^ fpaq ą fpbqu.

Das Signum von f ist sgnpfq :“ p´1q#Ff .
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Satz 2.1.15 sgn: Sn Ñ t1,´1u ist ein Gruppenhomomorphismus.

Notation 0.24 Sei I “ ti1, i2, . . . , inu eine endliche Menge. Sind die ai Ele-
mente einer Halbgruppe pG,`q für jedes i P I, so schreibt man:

ÿ

iPI

ai :“ ai1 ` ai2 ` ¨ ¨ ¨ ` ain

Sind die ai Elemente einer Halbgruppe pG, ¨q für jedes i P I, so schreibt man:

n
ź

i“m

ai :“ ai1 ¨ ai2 ¨ ¨ ¨ ain

Ist I leer, so setzt man
ř

iPI ai :“ 0 bzw.
ś

iPI ai “ 1.
Ist I “ tm,m` 1, . . . , nu für ganze Zahlen m und n, so schreibt man auch

n
ÿ

i“m

ai bzw.
n
ź

i“m

ai

2.2 Ringe und Körper

Definition 2.2.1 Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verknüpfungen ` : Rˆ
RÑ R und ¨ : RˆRÑ R, so dass Folgendes gilt:

(a) pR,`q ist eine abelsche Gruppe.
(b) pR, ¨q ist eine Halbgruppe.
(c) @a, b, c P R :

`

pa ` bq ¨ c “ a ¨ c ` b ¨ c ^ a ¨ pb ` cq “ a ¨ b ` a ¨ c
˘

(Distributivität)
Ein Ring heißt unitär, wenn pR, ¨q ein neutrales Element besitzt. Ein Ring
heißt kommutativ, wenn pR, ¨q abelsch ist. Ein Körper ist ein kommutativer
Ring K, bei dem pKzt0u, ¨q eine Gruppe ist. Ist K ein Körper, so setzt man
Kˆ :“ Kzt0u.

Bemerkung 2.2.2 Ist K ein Körper, so gilt für alle x, y P K:
(a) 0 ¨ x “ 0
(b) x ¨ p´yq “ ´px ¨ yq
(c) Wenn xy “ 0 ist, dann ist x “ 0 oder y “ 0.

Beispiel 2.2.3 Ist m P N,m ě 1, so ist Z{mZ ein Ring mit der Addition und
Multiplikation, die von Z induziert wird, d. h. wenn Z Ñ Z{mZ, a ÞÑ ā die
kanonische Abbildung ist, setzt man ā` b̄ :“ a` b und ā ¨ b̄ :“ a ¨ b.

Satz 2.2.4 Ist p eine Primzahl, so ist Z{pZ ein Körper. Dieser Körper wird
mit Fp bezeichnet.

2.3 Die komplexen Zahlen

Satz und Definition 2.3.1 Die komplexen Zahlen C sind wie folgt defi-
niert: pC,`q “ pR2,`q; für pa, bq, pc, dq P C definiere pa, bq ¨ pc, dq :“ pac ´
bd, ad` bcq. Mit diesen Verknüpfungen ist C ein Körper.

Notation 2.3.2 Wir fassen R als Teilmenge von C auf, indem wir a P R mit
pa, 0q P C identifizieren. (Diese Identifikation ist mit Addition und Multiplika-
tion kompatibel.) Das Element p0, 1q in C wird mit i bezeichnet. So lässt sich
jedes Element pa, bq P C schreiben als a` bi (für a, b P R).
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Definition 2.3.3 Sei z “ a` ib P C.
(a) Der Realteil von z ist a, der Imaginärteil ist b.
(b) Das (komplex) Konjugierte von z ist z̄ :“ a ´ ib. Der Betrag von z

ist |z| :“
?
a2 ` b2 P R.

Satz 2.3.4 Für z, z1 P C gilt:
(a) ¯̄z “ z
(b) z P R ðñ z “ z̄.
(c) z ` z1 “ z̄ ` z̄1

(d) z ¨ z1 “ z̄ ¨ z̄1

(e) |z ¨ z1| “ |z| ¨ |z1|

2.4 Polynomringe

Im Folgenden sei R ein unitärer, kommutativer Ring.

Satz und Definition 2.4.1 Ein Polynom über R ist ein Tupel pa0, a1, a2, . . . q “
paiqiPN P

ś

iPNR, für das gilt: Es gibt ein n P N, so dass für alle i ą n gilt:
ai “ 0.

Sind paiqiPN und pbiqiPN Polynome, so definiert man

paiqiPN ` pbiqiPN :“ pai ` biqiPN

und

paiqiPN ¨ pbiqiPN :“ pciqiPN, wobei ci “
i
ÿ

k“0

akbi´k

Die Menge aller Polynome über R ist mit dieser Addition und Multiplikation
ein Ring (unitär, kommutativ), der Polynomring über R.

Notation 2.4.2 Der Polynomring über R wird mit Rrxs bezeichnet, wobei x
ein (neu eingeführtes) Symbol für das Polynom p0, 1, 0, 0, 0, . . . q ist.

Der Ring R wird als Teilmenge von Rrxs aufgefasst, indem a P R mit dem
Polynom pa, 0, 0, 0, . . . q identifiziert wird. (Dies ist mit Addition und Multipli-
kation kompatibel.)

Insbesondere lässt sich ein Polynom pa0, a1, . . . , an, 0, 0, . . . q schreiben als
řn
i“0 aix

i.

Definition 2.4.3 Sei f “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` anx
n P Rrxs ein Polynom über R

(wobei a0, . . . , an P R).
(a) Ist an ‰ 0, so ist n der Grad von f (Notation: deg f) und an der Leit-

koeffizient von f . Ist an “ 1, so nennt man f normiert. Man definiert
deg 0 “ ´1. Ist deg f ď 0, so nennt man f konstant. Ist deg f ď 1, so
nennt man f linear.

(b) Das Polynom f definiert eine Funktion von R nach R, die auch mit f
bezeichnet wird: fpbq :“ a0 ` a1b` ¨ ¨ ¨ ` anb

n für b P R
(c) Eine Nullstelle von f ist ein Element b P R mit fpbq “ 0.

Im Folgenden sei K ein Körper.

Bemerkung 2.4.4 Sind f, g P Krxs, beide ungleich 0, so ist degpf ¨gq “ deg f`
deg g.
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Satz 2.4.5 (Polynomdivision) Sind f, g P Krxs Polynome mit deg g ě 2, so
gibt es Polynome h, r P Krxs mit

f “ g ¨ h` r

und deg r ă deg g.

Bemerkung 2.4.6 Ist R ein kommutativer, unitärer Ring, sind f, g P Rrxs
und ist a P R, so gilt: pf ` gqpaq “ fpaq ` gpaq und pf ¨ gqpaq “ fpaq ¨ gpaq.

Satz 2.4.7 Ist f P Krxs, f ‰ 0 und ist b eine Nullstelle von f , so gibt es ein
g P Krxs mit f “ px´ bq ¨ g.

Korollar 2.4.8 Ist f P Krxs, f ‰ 0, so hat f maximal deg f verschiedene
Nullstellen.

Satz 2.4.9 (Fundamentalsatz der Algebra) Ist f P Crxs und deg f ě 1, so
besitzt f eine Nullstelle.

Korollar 2.4.10 Ist f P Crxs, f ‰ 0, so gibt es a, b1, . . . , bn P C so dass
f “ a ¨

śn
i“1px´ biq; hierbei ist n “ deg f .

3 Vektorräume

3.1 Definition

Im Folgenden sei K ein Körper.

Definition 3.1.1 Ein Vektorraum über K (auch: ein K-Vektorraum) ist
eine abelsche Gruppe pV,`q, zusammen mit einer Verknüpfung ¨ : K ˆ V Ñ V ,
so dass für alle r, s P K und alle u, v P V gilt:

(a) r ¨ pu` vq “ r ¨ u` r ¨ v
(b) pr ` sq ¨ v “ r ¨ v ` s ¨ v
(c) pr ¨ sq ¨ v “ r ¨ ps ¨ vq
(d) 1 ¨ v “ v

Die Elemente von V nennt man Vektoren, die Elemente von K Skalare; `
heißt Vektoraddition, ¨ heißt Skalarmultiplikation. Das Element 0 P V
nennt man Nullvektor.

Beispiel 3.1.2 Kn ist ein Vektorraum mit der Skalarmultiplikation

r ¨ pa1, . . . , anq :“ pra1, . . . , ranq.

Elemente von Kn werden oft

¨

˚

˝

a1
...
an

˛

‹

‚

geschrieben (statt pa1, . . . , anq).

Satz 3.1.3 Ist V ein K-Vektorraum, so gilt für alle r P K und alle v P V :
(a) r ¨ v “ 0 ðñ pr “ 0_ v “ 0q
(b) p´1q ¨ v “ ´v.

Satz und Definition 3.1.4 Sind U und V K-Vektorräume, so ist U ˆ V ein
K-Vektorraum mit der Skalarmultiplikation r¨pu, vq “ pru, rvq für r P K, u P U ,
v P V . Man nennt U ˆ V die direkte Summe von U und V und schreibt auch
U ‘ V dafür.
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3.2 Untervektorräume

Sei weiterhin K ein Körper.

Definition 3.2.1 Ein Untervektorraum eines K-Vektorraums V ist eine Teil-
menge U Ă V , die mit der gleichen Vektoraddition und der gleichen Skalarmul-
tiplikation einen K-Vektorraum bildet.

Satz 3.2.2 Eine Teilmenge U eines K-Vektorraums V ist ein Untervektorraum
genau dann, wenn U nicht leer ist und U abgeschlossen ist unter Vektoraddition
und unter Skalarmultiplikation.

Definition 3.2.3 Sei V ein Vektorraum und seien v1, . . . , vm, w P V . Man
nennt w eine Linearkombination von v1, . . . , vm, wenn es a1, . . . , am P K
gibt mit w “ a1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` amvm. Hier ist m “ 0 auch erlaubt: Der Nullvektor
ist Linearkombination vom

”
leeren Tupel“.

Definition 3.2.4 Ist V ein K-Vektorraum und A Ă V eine beliebige Teilmen-
ge, so definiert man xAyK als die Menge aller Vektoren w P V , die sich als
Linearkombination von (jeweils endlich vielen) Vektoren aus A schreiben las-
sen. (Ist A leer, so ist xAyK “ t0u.) Man nennt xAyK die lineare Hülle (oder
den Span oder das Erzeugnis) von A; Ist U “ xAyK , so sagt man auch

”
A

erzeugt U“ oder
”
A ist ein Erzeugendensystem von U“.

Andere Notationen: xv1, . . . , vnyK :“ xtv1, . . . , vnuyK und xpviqiPIyK :“ xptvi |
i P IuyK für Vektoren vi P V .

Satz 3.2.5 Ist A Ă V für einen K-Vektorraum V , so ist xAyK ”
der kleinste

Untervektorraum von V , der A (als Teilmenge) enthält“, d. h. xAyK ist ein
Untervektorraum von V , und jeder Untervektorraum U Ă V , der A enthält,
enthält auch xAyK .

Satz 3.2.6 Ist V ein K-Vektorraum und sind U,U 1 Untervektorräume von V ,
so ist U X U 1 auch ein Untervektorraum von V .

Satz und Definition 3.2.7 Ist V ein K-Vektorraum und sind U,U 1 Untervek-
torräume von V , so setzt man

U ` U 1 :“ tu` u1 | u P U, u1 P U 1u.

Es gilt: U `U 1 “ xU YU 1yK ; insbesondere ist U `U 1 ein Untervektorraum von
V .

Satz und Definition 3.2.8 Ist V ein K-Vektorraum und U Ă V ein Unter-
vektorraum, so ist die abelsche Gruppe V {U auch ein K-Vektorraum mit der
Skalarmultiplikation r ¨ pv`Uq “ rv`U . Man spricht das

”
V modulo U“ aus

und nennt V {U auch einen Quotienten-(vektor-)raum.

3.3 Lineare Unabhängigkeit

Sei weiterhin K ein Körper, und sei außerdem V ein K-Vektorraum.
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Definition 3.3.1 Ein Tupel pviqiPI von Vektoren heißt linear unabhängig,
wenn es keine echte Teilmenge I 1 Ĺ I gibt mit xpviqiPI1yK “ xpviqiPIyK . (Ist I “
t1, . . . , nu so sagt man auch:

”
Die Vektoren v1, . . . , vn sind linear unabhängig“.)

Eine Teilmenge A Ă V heißt linear unabhängig, wenn es keine echte
Teilmenge A1 Ĺ A gibt mit xA1yK “ xAyK .

”
Linear abhängig“ bedeutet: nicht linear unabhängig.

Satz 3.3.2 (a) Vektoren v1, . . . , vm P V sind linear abhängig genau dann
wenn es r1, . . . , rm P K gibt so dass mindestens ein ri ‰ 0 ist aber
řm
i“1 rivi “ 0. (So eine Summe nennt man eine lineare Abhängigkeit.)

Sei jetzt A Ă V eine Menge von Vektoren.
(b) Ist A linear unabhängig, so ist auch jede Teilmenge A1 Ă A linear un-

abhängig.
(c) Ist A linear abhängig, so gibt es eine endliche Teilmenge A0 Ă A, die

linear abhängig ist.
Insbesondere: A ist linear abhängig genau dann wenn es eine endliche, nicht
leere Teilmenge A0 Ă A gibt und Skalare rv P K

ˆ für v P A0 mit
ř

vPA0
rv ¨v “ 0.

(Auch diese Summe nennt man eine lineare Abhängigkeit.)

Satz 3.3.3 Ist A Ă V linear unabhängig und v P V zxAyK , so ist auch AY tvu
linear unabhängig.

3.4 Basis und Dimension

Sei weiterhin K ein Körper und V ein K-Vektorraum.

Definition 3.4.1 Ein Tupel pviqiPI von Vektoren vi P V nennt man Basis
von V , wenn es linear unabhängig ist und V erzeugt. Analog für Mengen: Eine
Teilmenge A Ă V nennt man Basis von V , wenn sie linear unabhängig ist und
V erzeugt.

Beispiel 3.4.2 In Kn bilden die Vektoren

e1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
0
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, e2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
1
0
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, . . . , en “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
...
0
1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

eine Basis, die Standardbasis.

Satz 3.4.3 Sei A Ă V . Dann sind äquivalent:
(a) A ist eine Basis von V .
(b) A ist ein minimales Erzeugendensystem von V , d. h.: A erzeugt V aber

keine echte Teilmenge A1 Ĺ A erzeugt V .
(c) A ist eine maximale linear unabhängige Teilmenge von V , d. h.: A ist

linear unabhängig, aber jede echte Obermenge A1 Ľ A ist linear abhängig.
(d) Jeder Vektor v P V lässt sich auf eindeutige Weise als Linearkombintation

von Vektoren aus A schreiben, d. h. es gibt genau eine endliche Teilmenge
A0 Ă A und eindeutig bestimmte rw P K

ˆ für w P A0 so dass

v “
ÿ

wPA0

rw ¨ w
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ist. (A0 darf leer sein, nämlich wenn v “ 0.)

Satz 3.4.4 (Basisergänzungssatz) Ist A eine linear unabhängige Teilmenge
von V , so gibt es eine Basis A1 von V , mit A1 Ą A. Insbesondere hat jeder
Vektorraum eine Basis.

Definition 3.4.5 Eine Menge K von Mengen heißt Kette, wenn für beliebige
A,A1 P K gilt: A Ă A1 oder A1 Ă A.

Satz 3.4.6 (Variante des Zornschen Lemmas) Sei M eine beliebige Men-
ge und T Ă PpMq eine Menge von Teilmengen mit folgenden Eigenschaften:

(a) T ist nicht leer.
(b) Für jede nicht-leere Kette K Ă T gilt

Ť

APKA P T .
Dann gibt es eine Menge A0 P T , so dass keine echte Obermenge A Ľ A0 in T
liegt.

Satz 3.4.7 Alle Basen von V haben die gleiche Kardinalität.

Satz 3.4.8 (Steinitzscher Austauschsatz) Ist A eine Basis von V und sind
w1, . . . , wn P V linear unabhängig, so gibt es eine Teilmenge B Ă A mit #pAzBq “
n so dass B Y tw1, . . . , wnu auch eine Basis von V ist.

Definition 3.4.9 Die Dimension
”
dimV“ von V ist die Kardinalität einer

(beliebigen) Basis von V . Ist dimV “ n, so sagt man auch
”
V ist n-dimensional“.

V heißt endlich dimensional falls dimV P N und unendlich dimensional
falls dimV “ 8.

Satz 3.4.10 Sei V endlich dimensional und sei A Ă V mit #A “ dimV . Dann
sind äquivalent:

(a) A ist linear unabhängig.
(b) A erzeugt V .
(c) A ist eine Basis von V .

Satz 3.4.11 Sind U,U 1 Ă V zwei Untervektorräume, so gilt: dimpU ` U 1q `
dimpU X U 1q “ dimU ` dimU 1 (wobei wir setzen: 8 ` a :“ 8 für beliebige
a P NY t8u).

Satz 3.4.12 Ist U Ă V ein Untervektorraum, so gilt dimV “ dimU`dimV {U .
Insbesondere ist dimU ď dimV .

4 Lineare Abbildungen und Matritzen

4.1 Lineare Abbildungen

Sei weiterhin K ein Körper.

Definition 4.1.1 Seien V und W K-Vektorräume. Eine Abbildung f : V ÑW
heißt lineare Abbildung oder (Vektorraum-)Homomorphismus wenn für
alle v, v1 P V und alle r P K gilt:

(a) fpv ` v1q “ fpvq ` fpv1q (d. h. f ist ein Gruppenhomomorphismus)
(b) fprvq “ rfpvq.
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Ist f außerdem bijektiv, so nennt man f einen (Vektorraum-)Isomorphismus.
Die Menge aller Vektorraum-Homomorphismen von V nach W wird mit HompV,W q
bezeichnet.

Beispiel 4.1.2 Ist V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum, so sind
die kanonischen Abbildungen U Ñ V und V Ñ V {U (siehe Beispiel 2.1.9)
lineare Abbildungen.

Beispiel 4.1.3 Ist V ein K-Vektorraum und v1, . . . , vn eine Basis von V , so
ist

Kn Ñ V,

¨

˚

˝

a1
...
an

˛

‹

‚

ÞÑ

n
ÿ

i“1

aivi

ein Isomorphismus von Vektorräumen.

Satz 4.1.4 Sind V und W K-Vektorräume, ist pviqiPI eine Basis von V und
sind pwiqiPI beliebige Vektoren in W , so gibt es genau eine lineare Abbildung
f : V ÑW , die vi auf wi abbildet für jedes i P I.

Satz 4.1.5 Seien U , V und W K-Vektorräume und U
f
ÝÑ V

g
ÝÑ W lineare

Abbildungen. Dann gilt:
(a) g ˝ f P HompU,W q.
(b) Ist f ein Isomorphismus, so ist auch f´1 ein Vektorraum-Isomorphismus

(also insbesondere linear).
(c) Der Kern ker f ist ein Untervektorraum von U (vgl. Definition 2.1.11).
(d) Das Bild im f ist ein Untervektorraum von V (vgl. Definition 1.2.4).
(e) Für u, u1 P U gilt: fpuq “ fpu1q ðñ u´ u1 P ker f .
(f) Für A Ă U gilt: fpxAyKq “ xfpAqyK .

Bemerkung 4.1.6 Ein Isomorphismus f : V Ñ W erhält alle
”

strukturellen
Eigenschaften“. Z. B. gilt für A Ă V : A ist linear unabhängig / ein Erzeugen-
densystem von V / eine Basis von V genau dann wenn fpAq linear unabhängig
/ ein Erzeugendensystem von W / eine Basis von W ist.

Satz 4.1.7 (Homomorphiesatz für Vektorräume) Sind V und W K-Vek-
torräume und ist f P HompV,W q, so gibt es genau einen Vektorraum-Isomor-
phismus g : V { ker f Ñ im f , so dass die Verknüpfung der Abbildungen

V
kan
Ñ V { ker f

g
Ñ im f

kan
Ñ W

gleich f ist. (Hierbei sind kan jeweils die kanonischen Abbildungen.)

Definition 4.1.8 Der Rang einer linearen Abbildung f P HompV,W q ist rk f :“
dimpV { kerpfqq “ dimpimpfqq.

Bemerkung: Aus Bemerkung 4.1.6 folgt auch:
”
Verknüpfen mit Isomorphismen

ändert den Rang nicht“, d. h. für lineare Abbildungen f P HompV,W q und
Isomorphismen g P HompV 1, V q und h P HompW,W 1q gilt: rk f “ rkph ˝ f ˝ gq.

Satz 4.1.9 Sind U , V und W K-Vektorräume und U
f
ÝÑ V

g
ÝÑ W lineare

Abbildungen, so gilt:

15



(a) rk f ď mintdimU,dimV u
(b) dimU “ rk f ` dim ker f
(c) rkpg ˝ fq ď mintrk g, rk fu
(d) rkpfq ` rkpgq ď rkpg ˝ fq ` dimV (Sylvesters Rang-Ungleichung)

Korollar 4.1.10 Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume und f P

HompV,W q. Dann gilt:
(a) Ist dimV “ dimW , so ist f surjektiv genau dann wenn f injektiv ist.
(b) Ist dimV ą dimW , dann ist f nicht injektiv.
(c) Ist dimV ă dimW , dann ist f nicht surjektiv.

Satz 4.1.11 Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume und f P HompV,W q
mit dimV “ m,dimW “ n und rk f “ k. Dann gibt es Basen v1, . . . , vm von V
und w1, . . . , wn von W so dass gilt: fpviq “ wi falls i ď k; fpviq “ 0 falls i ą k.

Bemerkung 4.1.12 Sind V und W K-Vektorräume, so ist auch HompV,W q
ein K-Vektorraum mit punktweiser Vektor-Addition und punktweiser Sk-
alarmultiplikation: Für f, g P HompV,W q und r P K setze pf ` gqpxq :“
fpxq ` gpxq und pr ¨ fqpxq “ r ¨ fpxq.

4.2 Matrizen

Sei weiterhin K ein Körper.

Definition 4.2.1 Seien m,n ě 1 natürliche Zahlen. Eine mˆ n-Matrix über
K ist ein m ¨n-Tupel A von Elementen aus K, dessen Einträge mit Paaren pi, jq
für 1 ď i ď m, 1 ď j ď n indiziert sind. Notation:

A “

¨

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n
a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

...
am1 am2 ¨ ¨ ¨ amn

˛

‹

‹

‹

‚

“ paijq1ďiďm,1ďjďn.

(Hierbei ist der Index
”
ij“ eine Kurzschreibweise für

”
i, j“ und bedeutet nicht

i¨j.) Die Menge aller mˆn-Matrizen über K wird mit Kmˆn bezeichnet und auf
übliche Weise als K-Vektorraum aufgefasst (d. h. mit komponentenweiser Vek-
toraddition und Skalarmultiplikation). Die Matrix, deren Einträge alle 0 sind,
heißt Nullmatrix (und wird wie üblich selbst mit 0 bezeichnet).

Satz und Definition 4.2.2 Wir identifizieren eine Matrix A P Kmˆn mit der
Abbildung f P HompKn,Kmq, die gegeben ist durch

fp

¨

˚

˝

b1
...
bn

˛

‹

‚

q “

¨

˚

˝

řn
i“1 a1ibi

...
řn
i“1 amibi

˛

‹

‚

.

Notation, für v P Kn: Av :“ fpvq. Diese Identifikation ist eine Bijektion zwi-
schen den Mengen Kmˆn und HompKn,Kmq.

Definition 4.2.3 Seien A P K`ˆm und B P Kmˆn.
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(a) Das Produkt A ¨ B ist die Matrix, die zur Verknüpfung A ˝ B : Kn Ñ K`

gehört (Matrix-Multiplikation).
(b) Der Rang rkA ist der Rang der zu A gehörigen Abbildung Kn Ñ Km.

Satz 4.2.4 Das Produkt von Matrizen A “ paijq1ďiď`,1ďjďm P K
`ˆm und B “

pbjkq1ďjďm,1ďkďn P K
mˆn ist die Matrix C “ pcikq1ďiď`,1ďkďn P K

`ˆn, die
gegeben ist durch:

cik “
m
ÿ

j“1

aijbjk

Definition 4.2.5 Die Einheitsmatrix In P K
nˆn ist die Matrix, die der Iden-

titätsabbildung Kn Ñ Kn entspricht:

In “

¨

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0

. . .
. . .

......
. . .

. . . 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‚

Eine Matrix A P Knˆn heißt invertierbar, wenn die zugehörige Abbildung
bijektiv ist; die Matrix zur inversen Abbildung wird mit A´1 bezeichnet und
heißt inverse Matrix.

Satz 4.2.6 Knˆn ist mit der Matrixmultiplikation ein unitärer Ring; In ist das
neutrale Element der Multiplikation.

Satz 4.2.7 Zu jeder Matrix A P Kmˆn gibt es invertierbare Matrizen S P

Kmˆm und T P Knˆn so dass

SAT “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0
0

. . .
. . .

...
......

. . . 1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0...

...
...

...
0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

wobei die Anzahl der 1en gleich rkA ist.

4.3 Lineare Gleichungssysteme

Sei weiterhin K ein Körper.

Definition 4.3.1 Ist A “ paijq1ďiďm,1ďjďn P K
mˆn und b “ pbiq1ďiďm P K

m,
und ist x “ px1, . . . , xnq ein Tupel von Variablen (Unbekannte), so nennt man

a11x1 ` . . . a1nxn “ b1

...
...

...

am1x1 ` . . . amnxn “ bm

ein lineares Gleichungssystem. Kürzere Schreibweise: Ax “ b. Eine Lösung
von

”
Ax “ b“ ist ein c “ pcjq1ďjďn, für das Ac “ b gilt.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem ist ein lineares Gleichungs-
system der Form Ax “ 0.
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Satz 4.3.2 Die Menge der Lösungen eines homogenen linearen Gleichungssy-
stems Ax “ 0 für A P Kmˆn ist ein Untervektorraum U von Kn mit dimU “
n ´ rkA; insbesondere gibt es, wenn n ą m ist (d. h. wenn es mehr Unbe-
kannte als Gleichungen gibt), immer nicht-triviale Lösungen, d. h. Lösungen
‰ p0, . . . , 0q.

Satz 4.3.3 Ist c eine beliebige Lösung eines (inhomogenen) Gleichungssystems
Ax “ b so hat die Menge aller Lösungen die Form tc` d | Ad “ 0u.

Definition 4.3.4 Ist A “ paijq1ďiďm,1ďjďn und b “ pbiq1ďiďm, so ist die er-
weiterte Matrix zum linearen Gleichungssystem Ax “ b die mˆpn`1q-Matrix

pA|bq “

¨

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n b1
a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n b2

...
...

...
...

am1 am2 ¨ ¨ ¨ amn bm

˛

‹

‹

‹

‚

.

Definition 4.3.5 Elementare Umformungen eines linearen Gleichungssy-
stems sind:

(a) zwei Gleichungen vertauschen;
(b) eine Gleichung mit einem Skalar r P Kˆ multiplizieren;
(c) zu einer Gleichung ein Vielfaches einer anderen Gleichung addieren.

Satz und Definition 4.3.6 Einer elementare Umformung eines linearen Glei-
chungssystems Ax “ b entspricht, die erweiterte Matrix pA|bq durch EpA|bq zu
ersetzen, wobei E “ peijq1ďi,jďm eine der folgenden Elementarmatrizen ist:

(a) Gleichungen k und ` vertauschen (für 1 ď k, ` ď m, k ‰ `): eii “ 1 falls
i ‰ k, `; ek` “ e`k “ 1; alle anderen eij sind 0;

(b) Gleichung k mit r P Kˆ multiplizieren (1 ď k ď m): eii “ 1 falls i ‰ k
ekk “ r; alle anderen eij sind 0;

(c) das r-fache von Gleichung k zu Gleichung ` addieren (für r P K und
1 ď k, ` ď m, k ‰ `): eii “ 1 ; e`k “ r; alle anderen eij sind 0.

Bemerkung: Es gilt allgemeiner, für das Produkt AB von Matrizen A “

paijq1ďiď`,1ďjďm P K`ˆm und B “ pbjkq1ďjďm,1ďkďn P K
mˆn: Die i-te Zeile

von A beschreibt, wie man die i-te Zeile des Produkts aus den Zeilen von B
berechnet, nämlich:

pi-te Zeile von ABq “
m
ÿ

j“1

aij ¨ pj-te Zeile von Bq

Satz 4.3.7 Elementare Umformungen eines linearen Gleichungssystems ändern
die Lösungsmenge nicht.

Satz 4.3.8 (Gauß-Algorithmus) Jedes lineare Gleichungssystem lässt sich
durch elementare Umformungen in Zeilenstufenform bringen, d. h. in die
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Form
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ 0 1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ ˚ ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ ˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚ ˚

0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ ˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚ ˚

0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1
. . .

...
......

. . .
. . .

. . .
...

...

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚
...

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
......

...
...

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ˚

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

;

und sogar in Normalform:
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ 0 1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ 0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ 0 ˚ ¨ ¨ ¨ 0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ ˚

0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ 0 ˚ ¨ ¨ ¨ 0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ ˚

0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 ˚
...

...
...

......
. . .

. . .
. . .

...
...

...
......

. . .
. . . 0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

...

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚
...

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
......

...
...

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ˚

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Hierbei stehen die
”
˚“ für beliege Skalare. Die eingekästelten 1en (d. h. die ersten

nicht-0-Einträge der Zeilen) nennt man Pivot-Elemente.

Satz 4.3.9 Sei pA|bq ein linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform mit
A “ paijq1ďiďm,1ďjďn und b “ pbiq1ďiďm. Die Lösungsmenge ist leer, wenn es
eine Zeile der Form p0 ¨ ¨ ¨ 0|biq gibt mit bi ‰ 0. Ansonsten ist die Lösungsmenge
die Menge der px1, . . . , xnq P K

n mit folgenden Bedingungen an xj für 1 ď j ď
n:

(a) Enhält die j-te Spalte kein Pivot-Element, so ist xj beliebig.
(b) Enhält die j-te Spalte ein Pivot-Element aij “ 1, so wird xj durch die i-te

Zeile festgelegt: xj “ bi ´
řn
k“j`1 aikxk.

Bemerkung: Ist pA|bq sogar in Normalform, so kommen in den Summen in (b)
nur diejenigen xj vor, die beliebig gewählt werden können.

Satz 4.3.10 Ist A P Knˆn und bringt man die erweiterte Matrix pA|Inq in
Normalform pA1|B1q, so gilt: A ist invertierbar genau dann wenn A1 “ In; ist
dies der Fall, so ist B1 “ A´1.

Definition 4.3.11 Sei A “ paijq1ďiďm,1ďjďn P K
mˆn. Seien vj :“

¨

˚

˝

a1j
...

amj

˛

‹

‚

die

Spaltenvektoren von A und wi :“ pai1, . . . , ainq die Zeilenvektoren. Der Spal-
tenrang von A ist dimxv1, . . . , vnyK ; der Zeilenrang von A ist dimxw1, . . . , wnyK .

Satz 4.3.12 Für jede Matrix A P Kmˆn gilt: Zeilenrang “ Spaltenrang “ Rang.

Definition 4.3.13 Die Transponierte einer Matrix A “ paijq1ďiďm,1ďjďn P
Kmˆn ist die Matrix AT :“ pajiq1ďjďn,1ďiďm P K

nˆm.
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Satz 4.3.14 Für beliebige Matrizen A, B gilt:
(a) pAT qT “ A
(b) pA`BqT “ AT `BT (falls A, B beides mˆ n-Matrizen sind)
(c) pABqT “ BTAT (falls A eine `ˆm-Matrix und B eine mˆn-Matrix ist)

Bemerkung: Es gilt auch: A ist invertierbar genau dann wenn AT invertierbar
ist, und pAT q´1 “ pA´1qT .

Bemerkung 4.3.15 Ist A P Kmˆn beliebig und ist E P Knˆn eine Elementar-
matrix, so ergibt sich AE aus A auf eine der folgenden Arten (wobei die Fälle
denen von 4.3.6 entsprechen):

(a) zwei Spalten vertauschen
(b) eine Spalte mit einem Skalar ‰ 0 multiplizieren
(c) das Vielfache einer Spalte zu einer anderen Spalte addieren.

4.4 Arbeiten mit Basen

Sei weiterhin K ein Körper.

Notation 4.4.1 (a) Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B “ pv1, . . . , vmq.
Wir schreiben ψB : Km Ñ V für den Isomorphismus aus Beispiel 4.1.3,
d. h. ψBpeiq “ vi für 1 ď i ď m, und für v P V setzen wir Brvs :“ ψ´1

B pvq P

Km (d. h. v “ a1v1 ` . . . amvm genau dann wenn Brvs “

¨

˚

˝

a1
...
am

˛

‹

‚

).

(b) Sei nun W ein weitere K-Vektorraum mit Basis C “ pw1, . . . , wnq, und
sei f P HompW,V q. Wir setzen Brf sC :“ ψ´1

B ˝ f ˝ ψC P K
mˆn; d. h. ist

fpwjq “ a1v1 ` . . . amvm, so ist

¨

˚

˝

a1
...
am

˛

‹

‚

die j-te Spalte von Brf sC.

Satz 4.4.2 Seien U , V und W endlich-dimensionale K-Vektorräume mit Ba-
sen A bzw. B bzw. C.

(a) Für f P HompW,V q und w PW gilt: Brfpwqs “ Brf sC ¨ Crws

(b) Für lineare Abbildungen W
f
ÝÑ V

g
ÝÑ U gilt Arg ˝ f sC “ ArgsB ¨ Brf sC

(c) Ist B1 “ pv11, . . . , v1mq eine weitere Basis von V so gilt für v P V : Brvs “

Br idV sB1 ¨ B1rvs, und Br idV sB1 ist die Matrix mit den Spalten Brv
1
1s, . . . ,

Brv
1
ms.

5 Endomorphismen

Im ganzen Kapitel sei weiterhin K ein Körper.

Definition 5.0.1 Sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung von V in
sich selbst nennt man auch einen Endomorphismus von V . Man setzt EndpV q :“
HompV, V q.
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5.1 Determinanten

Zur Erinnerung: Sn ist die symmetrische Gruppe (Beispiel 2.1.4) und sgnpσq
das Signum von σ P Sn (Definition 2.1.14).

Definition 5.1.1 Die Determinante einer Matrix A “ paijq1ďi,jďn P K
nˆn

ist definiert durch die Leibniz-Formel:

detA :“
ÿ

σPSn

sgnpσq
n
ź

i“1

ai,σpiq.

Beispiel 5.1.2 Es gilt:

det

ˆ

a11 a12
a21 a22

˙

“ a11a22 ´ a12a21

und

det

¨

˝

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

˛

‚“ a11a22a33 ` a12a23a31 ` a13a21a32

´ a13a22a31 ´ a11a23a32 ´ a12a21a33

Satz 5.1.3 Für A P Knˆn gilt: detpAT q “ detA.

Notation 5.1.4 Sind v1 “

¨

˚

˝

a11
...

am1

˛

‹

‚

, . . . , vn “

¨

˚

˝

a1n
...

amn

˛

‹

‚

P Km, so schreiben wir

pv1 | ¨ ¨ ¨ | vnq :“ paijq1ďiďm,1ďjďn P K
mˆn

für die Matrix, die v1, . . . , vn als Spalten hat.

Satz 5.1.5 Die Determinante ist die einzige Abbildung Knˆn Ñ K mit folgen-
den Eigenschaften:

(a) det ist multilinear, d. h. für alle j “ 1, . . . , n und alle (fest gewählten)
v1, . . . , vj´1, vj`1, . . . , vn P K

n ist die Abbildung

Kn Ñ K,w ÞÑ detpv1 | ¨ ¨ ¨ | vj´1 | w | vj`1 | ¨ ¨ ¨ | vnq

linear.
(b) det ist alternierend, d. h. falls v1, . . . , vn P K

n und es j ‰ k gibt mit
vj “ vk, dann ist detpv1 | ¨ ¨ ¨ | vnq “ 0.

(c) det ist normiert, d. h. detpInq “ 1.
Außerdem gilt:

(d) Für v1, . . . , vn P K
n und 1 ď j ă k ď n gilt:

detpv1 | ¨ ¨ ¨ | vj´1 | vk | vj`1 | ¨ ¨ ¨ | vk´1 | vj | vk`1 | ¨ ¨ ¨ | vnq “ ´detpv1 | ¨ ¨ ¨ | vnq.

(e) detA “ 0 genau dann wenn A nicht invertierbar ist (d. h. detpv1 | ¨ ¨ ¨ |
vnq “ 0 genau dann wenn v1, . . . , vn linear abhängig sind).
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Lemma 5.1.6 Ist A P Knˆn beliebig und E P Knˆn eine Elementarmatrix,
so gilt detpAEq “ detA ¨ detE: Zwei Spalten tauschen multipliziert die Deter-
minante mit ´1, das Vielfache einer Spalte zu einer anderen addieren ändert
die Determinante nicht, und eine Spalte mit einem Faktor r P Kˆ multipli-
zieren ändert auch die Determinante um den Faktor r. Entsprechendes gilt für
Zeilentransformationen.

Satz 5.1.7 Für Matrizen der Form

A “

¨

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n
0 a22 ¨ ¨ ¨ a2n
...

. . .
. . .

...
0 ¨ ¨ ¨ 0 ann

˛

‹

‹

‹

‚

gilt: detA “ a11a22 ¨ ¨ ¨ ann.

Satz 5.1.8 Für A,B P Knˆn gilt:
(a) detpABq “ detpAqdetpBq
(b) Falls A invertierbar ist, gilt detpA´1q “ pdetAq´1.

Definition 5.1.9 Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f P EndpV q
ein Endomorphismus und B eine Basis von V , so setzen wir det f :“ det Brf sB

Satz 5.1.10 In Definition 5.1.9 hängt det f nicht von der Wahl von B ab.

Satz 5.1.11 (Laplacescher Entwicklungssatz) Sei A “ paijq1ďi,jďn P K
nˆn.

Im Folgenden seien 1 ď k, l ď n. Wir schreiben Apk,lq für die pn´ 1q ˆ pn´ 1q-
Matrix, die man aus A erhält, indem man die k-te Zeile und die l-te Spalte
rausstreicht.

(a) Für jedes ` gilt: detA “
řn
k“1p´1qk`` ¨ ak` ¨ detApk,`q.

(b) Für jedes k gilt: detA “
řn
`“1p´1qk`` ¨ ak` ¨ detApk,`q.

5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.2.1 (a) Zwei Matrizen A,A1 P Knˆn heißen ähnlich, wenn es
eine invertierbare Matrix S P Knˆn gibt mit A1 “ S´1AS.

(b) Eine Matrix der Form

¨

˚

˚

˝

a11 0 ¨ ¨ ¨ 0
0

. . .
. . .

......
. . .

. . . 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 ann

˛

‹

‹

‚

P Knˆn

für a11, . . . , ann P K heißt Diagonalmatrix.
(c) Eine Matrix A P Knˆn heißt diagonalisierbar, wenn sie zu einer Dia-

gonalmatrix ähnlich ist.
Ein Endomorphismus f P EndpV q eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums V heißt diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so
dass Brf sB eine Diagonalmatrix ist.
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Definition 5.2.2 Sei V ein K-Vektorraum und f P EndpV q ein Endomorphis-
mus. Ein Skalar λ P K heißt Eigenwert von f wenn es einen Vektor v P V zt0u
gibt mit fpvq “ λv. In diesem Fall nennt man v Eigenvektor von f (zum
Eigenwert λ).

Der Eigenraum zum Eigenwert λ ist tv P V | fpvq “ λvu.

Bemerkung 5.2.3 Eigenräume sind Untervektorräume von V .

Bemerkung 5.2.4 Ähnliche Matrizen haben die gleichen Eigenwerte.

Satz 5.2.5 Sei V ein Vektorraum und f P EndpV q. Sind v1, . . . , vk P V Ei-
genvektoren von f zu verschiedenen Eigenwerten, so sind v1, . . . , vk linear un-
abhängig.

Definition 5.2.6 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und f P EndpV q.
Das charakteristische Polynom von f ist das Polynom χf :“ detpf´x idV q P
Krxs. (Formal gesehen wählen wir eine Basis B von V , betrachten Brf sB ´ xIn
als Matrix mit Einträgen im Ring Krxs und wenden darauf die Leibniz-Formel
an, wobei wir im Ring Krxs arbeiten.)

Satz 5.2.7 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und f P EndpV q. Die
Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
χf .

Bemerkung 5.2.8 Das charakteristische Polynom einer Matrix A P Knˆn hat
Grad n, und schreibt man es in der Form

χApxq “ a0 ` a1x` ¨ ¨ ¨ ` anx
n,

so ist a0 “ detA und an “ p´1qn.

Satz 5.2.9 Für eine Matrix A P Knˆn sind äquivalent:
(a) A ist diagonalisierbar.
(b) Es gibt eine Basis von Knˆn aus Eigenvektoren von A.
(c) Die Summe der Dimensionen der Eigenräume ist n.

6 Euklidische und unitäre Vektorräume

6.1 Reelle Skalarprodukte

Definition 6.1.1 Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum.
(a) Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung β : V ˆ V Ñ K, so dass für

jedes v P V die beiden Abbildungen V Ñ K, u ÞÑ βpu, vq und V Ñ K,
u ÞÑ βpv, uq linear sind.

(b) Eine Bilinearform β heißt symmetrisch, wenn für alle u, v P V gilt:
βpu, vq “ βpv, uq.

Ab jetzt nehmen wir K “ R an.
(c) Eine Bilinearform β heißt positiv definit, wenn für alle v P V zt0u gilt:

βpv, vq ą 0.
(d) Ein (reelles) Skalarprodukt (oder inneres Produkt auf V ist eine

symmetrische, positiv definite Bilinearform auf V . Für Skalarprodukte ver-
wendet man oft die Notation xu, vy :“ βpu, vq.
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Definition 6.1.2 (a) Ein euklidischer Vektorraum ist ein R-Vektorraum
V zusammen mit einem Skalarprodukt auf V .

(b) Ist V ein euklidischer Vektorraum, so ist die Norm eines Vektors v P V
definiert durch }v} :“

a

xv, vy.

Beispiel 6.1.3 Das Standard-Skalarprodukt auf Rn ist

x

¨

˚

˝

a1
...
an

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

b1
...
bn

˛

‹

‚

y :“ a1b1 ` ¨ ¨ ¨ ` anbn.

Wenn man Vektoren als Matrizen mit einer Spalte auffasst, lässt sich dies auch
kürzer schreiben:

xu, vy “ uT v.

Verwendet man dieses Standard-Skalarprodukt, so ist die Norm eines Vektors

}

¨

˚

˝

a1
...
an

˛

‹

‚

} “

b

a21 ` ¨ ¨ ¨ ` a
2
n.

Satz 6.1.4 Sei V ein euklidischer Vektorraum, seien u, v P V und sei r P R.
Dann gilt:

(a) }v} ě 0
(b) }v} “ 0 ðñ v “ 0
(c) }rv} “ |r| ¨ }v}
(d) |xu, vy| ď }u}¨}v} (Cauchy-Schwarz-Ungleichung), und Gleichheit gilt

genau dann, wenn u und v linear abhängig sind.
(e) }u ` v} ď }u} ` }v} (Minkowski-Ungleichung oder Dreiecksunglei-

chung)

Satz 6.1.5 Sei K ein Körper und sei e1, . . . , en die Standardbasis von Kn. Die
Abbildung

tBilinearformen auf Knu Ñ Knˆn

β ÞÑ pβpei, ejqq1ďi,jďn

ist eine Bijektion; das Inverse dieser Abbildung ist

Knˆn Ñ tBilinearformen auf Knu

A ÞÑ βA, wobei βApu, vq :“ uTAv für u, v P Kn.

Außerdem gilt:
(a) βA ist symmetrisch genau dann wenn A “ AT . (Solche Matritzen A nennt

man symmetrisch.)
(b) Ist K “ R, so ist βA positiv definit genau dann wenn für alle v P Rnzt0u

gilt: vTAv ą 0. (Solche Matritzen A nennt man positiv definit.)
Die Skalarprodukte auf Rn sind also genau die Abbildungen der Form xu, vy “
uTAv für symmetrische, positiv definite Matrizen A P Rnˆn.

Bemerkung 6.1.6 Allgemeiner gilt, in euklidischen Vektorräumen V :
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(a) Ist f P EndpV q, so ist βf pu, vq :“ xu, fpvqy eine Bilinearform auf V ; dies
definiert eine Bijektion zwischen EndpV q und den Bilinearformen auf V .

(b) βf pu, vq ist symmetrisch genau dann wenn xu, fpvqy “ xfpuq, vy. Einen
Endomorphismus f P EndpV q, der dies erfüllt, nennt man selbstadjun-
giert.

6.2 Orthonormalbasen

Im Folgenden sei V ein euklidischer Vektorraum.

Definition 6.2.1 (a) Ein Vektor v P V heißt normiert, wenn }v} “ 1.
(b) Zwei Vektoren u, v P V heißen orthogonal (zueinander), wenn xu, vy “ 0

ist. Man scheibt u K v.

Definition 6.2.2 Eine Orthonormalbasis von V ist eine Basis pviqiPI mit
folgenden Eigenschaften:

(a) vi ist normiert für alle i P I.
(b) vi K vj für alle i, j P I mit i ‰ j.

Satz 6.2.3 Sei B “ pv1, . . . , vnq eine Orthonormalbasis von V .
(a) Für beliebige v P V gilt v “

řn
i“1xv, viyvi; anders ausgedrückt:

Brvs “

¨

˚

˝

xv, v1y
...

xv, vny

˛

‹

‚

.

(b) Für beliebige v, w P V gilt: xv, wy “ pBrvsq
T

Brws.

Satz 6.2.4 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Jeder endlich dimensio-
nale euklidische Vektorraum V hat eine Orthonormalbasis. Genauer: Ist v1, . . . , vn
eine beliebige Basis von V , so gibt es eine Orthonormalbasis w1, . . . , wn von V ,
so dass xw1, . . . , wiyR “ xv1, . . . , viyR für alle i ď n.

Bemerkung: Sätze 6.2.4 und 6.2.3 zusammen besagen also insbesondere: Für
jeden endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum V gibt es einen Isomor-
phismus Rn Ñ V , so dass das Skalarprodukt auf V dem Standard-Skalarprodukt
auf Rn entspricht.

6.3 Orthogonale transformationen

Definition 6.3.1 Sei V ein euklidischer Vektorraum. Ein Endomorphismus f P
EndpV q heißt orthogonale Transformation von V , wenn für alle u, v gilt:
xu, vy “ xfpuq, fpvqy.

Eine Matrix A P Rnˆn heißt orthogonal, wenn sie eine orthogonale Trans-
formation von Rn ist, wobei wir Rn als euklidischen Vektorraum mit dem Standard-
Skalarprodukt auffassen.

Satz 6.3.2 Für eine Matrix A P Rnˆn sind äquivalent:
(a) A ist orthogonal.
(b) A ist invertierbar und AT “ A´1.
(c) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis.
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Satz 6.3.3 (Hauptachsentransformation) Eine Matrix A P Rnˆn ist sym-
metrisch genau dann wenn es eine orthogonale Matrix S gibt, so dass STAS
eine Diagonalmatrix ist.

Bemerkung 6.3.4 Da ST “ S´1 ist eine solche Matrix A auch diagonalisier-
bar, und die Einträge auf der Diagonalen von STAS sind die Eigenwerte von
A.

6.4 Hermitesche Skalarprodukte

(Dieser Abschnitt kam in LA I nicht mehr dran; ich hänge ihn der Vollständigkeit
halber trotzdem an.)

Alles, was in den Abschnitten 6.1 bis 6.3 gemacht wurde, geht so ähnlich
auch für C-Vektorräume, wenn man die Definition von Skalarprodukt leicht
abwandelt.

Im Folgenden sei V ein C-Vektorraum.

Definition 6.4.1 Ein Hermitesches Skalarprodukt auf V ist eine Abbil-
dung V ˆ V Ñ C, pu, vq ÞÑ xu, vy mit folgenden Eigenschaften:

(a) Für jedes u P V ist die Abbildung v ÞÑ xu, vy linear.
(b) Für alle u, v P V gilt: xu, vy “ xv, uy, wobei ā das komplex Konjugierte

von a P C bezeichnet; siehe Definition 2.3.3.
(c) Für alle v P V zt0u ist xv, vy eine reelle Zahl größer als 0.

Einen C-Vektorraum zusammen mit einem Hermiteschen Skalarprodukt nennt
man unitären Vektorraum.

Die Norm eines Vektors v P V ist }v} “
a

xv, vy.

Beispiel 6.4.2 Das Hermitesche Standard-Skalarprodukt auf Cn ist

xu, vy “ ūT v,

(wobei ū der Vektor ist, den man aus u erhält, indem man alle Einträge komplex
konjugiert).

• Satz 6.1.4 gilt unverändert für Hermitesche Skalarprodukte.
• Jedes Hermitesche Skalarprodukt lässt sich in der Form xu, vy “ ūTAv für

geeignete Matrizen A schreiben. (Die Bedingung (a) aus Satz 6.1.5 muss
leicht abgewandelt werden: A sollte eine hermitesche Matrix sein, d. h.
ĀT “ A.)

• Orthogonalität, Normiertheit und Orthonormalbasen definiert man wie in
euklidischen Vektorräumen. Satz 6.1.4 (über die Existenz von Orthonor-
malbasen) gilt dann auch unverändert für Hermitesche Skalarprodukte.

• Im Folgenden verwenden wie das Standard-Hermitesche Skalarprodukt.
Matrizen A P Cnˆn, die xAu,Avy “ xu, vy erfüllen, nennt man unitär.
Satz 6.3.2 gilt in leicht abgewandelter From: In (b) wird die Bedingung
ĀT “ A´1. Satz 6.3.3 gilt auch in leicht abgewandelter Form: Statt

”
A

symmetrisch“ muss es
”
A hermitesch“ heißen.
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Identitätsabbildung, 6
inverse, 6
lineare, 14
Umkehrabbildung, 6

abelsch, 7
additive Notation, 7
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