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Übungen zu Lie-Gruppen und Lie-Algebren I

1.a) Zeigen Sie durch vollständige Induktion und ohne in ein Lehrbuch oder ei-
ne Vorlesungsmitschrift der Linearen Algebra zu schauen, dass jeder endlich-
dimensionale euklidische Vektorraum eine Orthonormalbasis besitzt.

1.b) Seien V ,W euklidische Vektorräume und seien (v1, . . . , vn) bzw. (w1, . . . , wn)
Orthonormalbasen von V bzw. W . Sei ϕ : V → W die lineare Abbildung mit
ϕ(vi) = wi für i = 1, . . . , n. Zeigen Sie, dass ϕ ein isometrischer Isomorphismus
ist, d.h. dass ϕ ein Vektorraum-Isomorphismus ist und ||ϕ(x)|| = ||x|| für alle
x ∈ V erfüllt.

1.c) Seien V ,W endlich-dimensionale euklidische Vektorräume und sei ϕ : V → W
ein isometrischer Isomorphismus. Zeigen Sie: Durch

F 7→ ϕ ◦ F ◦ ϕ−1

erhält man einen Gruppenhomomorphismus

Φ : O(V ) → O(W ).

1.d) Sei V endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Erklären Sie, wie man
O(V ) in vernünftiger Weise zu einem metrischen Raum machen kann und zei-
gen Sie, dass damit die Abbildung Φ aus 1.c) zu einem Homöomorphismus
wird.

1.e) Definieren Sie für einen beliebigen endlich-dimensionalen euklidischen Vektor-
raum die Gruppe SO(V ) und zeigen Sie, dass SO(V ) abgeschlossen in O(V ) ist
und dass man mit der Bezeichnung aus 1.c) durch F 7→ Φ(F ) eine Abbildung
von SO(V ) nach SO(W ) erhält, die gleichzeitig ein Gruppenhomomorphismus
und ein Homöomorphismus ist.
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