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Ergebnisse fiir das Extrablatt

Aufgabe 1
Nur die Menge in Aufgabenteil (b) ist ein Vektorraum.

Aufgabe 2
(a) Die Abbildung f ist R-linear.
(b) Eine Basis von ker(f) ist

und eine Basis von im(f) ist
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Damit ist dimg ker(f) =1 und rg(f) = 3.

(c) Fur 1 <k <l <nsel A(k,l) die Matrix, deren Eintrag an der Stelle (k,[) gleich 1
ist, an der Stelle (I, k) gleich —1 ist und bei der alle weiteren Eintrdage 0 sind. Dann
ist {A(k,1); 1 <k <l <n} eine Basis von ker(f).

Fir 1 <k <l < nsei B(k,l) die Matrix, deren Eintrdge an den Stellen (k,[) und
(I, k) gleich 1 ist und bei der alle weiteren Eintrage 0 sind.

Fiir 1 <m < n sei C(m) die Matrix, deren Eintrag an der Stelle (m,m) gleich 1 ist
und bei der alle weiteren Eintrége 0 sind.

Dann ist {B(k,l); 1 <k <l <n}U{C(m); 1 <m <n} eine Basis von im(f). Da-

;1
mit ist dimg ker(f) = "= und rg(f) = 20,

Aufgabe 3
(a) 22% + 32% — 1 = 2p1(x) + pa(x) + pa(z)
(b) Z.B. sind {p1(x),pa(x), p3(x), ps(x)} und {1, z, 2% 23} Basen von der Hiille.

Aufgabe 4
(a) Z.B. bilden {vy, vy, v3,v4} eine Basis der Hiille.

(b) Die Basis aus Aufgabenteil (a) kann z.B. durch e5 = (0,0, 0,0, 1)* zu einer Basis von
R erginzt werden.

(c) Die Basen sind {vy, va,v3,v4}, {v1, v2, 04, 05}, {va, v3,v4,v5}. Die zusétzlichen Dar-
stellungen sind
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Aufgabe 5
(1) Die Matrix ist fur k£ # 0 invertierbar.

(2) Uber den reellen Zahlen ist A fiir jedes k € (—1,00) \ {0,2} diagonalisierbar.
Aufgabe 6

(1) Fiir k = —1 ist die Losungsmenge von dem Gleichungssystem
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0 -1

Fiir k£ # —1 ist die Losungsmenge gleich

(7))

(2) Fir jedes h ¢ {0, —10} und beliebiges k € R gibt es genau eine Losung.

Fir h = 0 und k # 0 gibt es keine Losungen. Fiir h = —10 und k # 0 gibt es
ebenfalls keine Losungen.

In allen anderen Fallen, d.h. (h,k) € {(0,0),(—10,0)}, gibt es unendlich viele
Losungen.

Aufgabe 8
Seien A, B Mengen und f : A — B eine Abbildung. Dann ist

f(T) ={f(x); 2T} (T'CA)

und
fUS)={ze 4 fx)eS} (ScCB).
(1) fist injektiv < f(f(T)) =T VT C A.
Bewezs.
“=7": Sei f injektiv und T'C A. Z.z.: f~H(f(T)) =T.

e Sei z € f7H(f(T)), dh. f(z) € f(T). Also gibt es y € T mit f(z) = f(y).
Da f injektiv ist, gilt 2 = y € T. Damit ist f~'(f(T)) C T bewiesen.

e Sei z € T. Dann gilt f(z) € f(T), dh. z € f7(f(T)).
Also T C f~(f(T)). Damit f~(f(T)) =T.

“<": Sel fH(f(T)) =T VT C Aundseien z,y € Amit f(z) = f(y).
Wihle T = {y}. Dann gilt z € f7'(f({y})) = {y}, dh. z =y.
Also ist f injektiv.
(2) fist surjektiv < f(f71(S)) =S VS CB.
Beweis.
“=7: Sei f surjektiv und S C B. Z.z.: f(f7'(S5)) = S.
e Seiz e f(f71(S5)), dh. es gibt ein y € f~1(S) mit z = f(y).
Wegen f(y) € S folgt x € S. Damit gilt f(f~'(5)) C S.
e Sei x € S. Da f surjektiv ist, gibt es ein a € A mit f(a) = z,
dh.ae f~({z}) C f7H(S). Somit gilt z = f(a) € f(f(S5)).
Also S C f(f7(9)).

“«<". Konnen Sie das selbst beweisen?



