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Extra ﬂ'bungen zu Lineare Algebra I

Wichtige Information: Diejenigen Studierenden, die auf den Blattern 1-12
zwischen 86 und 96 Punkten haben, kénnen durch die Aufgaben 9-12 dieses Blattes
jeweils 5 Punkte bekommen. Diese miissen bis Mittwoch 25.01.2012, 11:00 Uhr in
die ﬁbungskésten eingeworfen werden und werden nur fiir diese Studierenden
korrigiert.

Aufgabe 1
Welche der folgenden Mengen, ausgestattet mit den iiblichen Operationen, sind
Vektorrdume, welche nicht? Begriinden Sie Ihre Antwort!

(a) Die Menge der Polynome vom Grad 4 mit reellen Koeffizienten.
(b) Die Menge der Polynome p(x) mit reellen Koeffizienten und p(7/2) = 0.

(c) Die Menge der Polynome ag + oz + aoz? mit reellen Koeffizienten und ay > 0.

Aufgabe 2
Wir betrachten folgende Abbildung;:

[R5 R¥2 A %(A + AY).

(a) Ist f R-linear?

(b) Finden Sie eine Basis von ker(f) und im(f). Berechnen Sie dimg ker(f) und
rg(f)-

(c)* Konnen Sie die Ergebnisse von (a) und (b) auf den Fall
1
fiRY 5 RV A s §(A + AY)

tibertragen?

Aufgabe 3
Gegeben seien die vier Polynome mit reellen Koeffizienten

pi(z) = 3+ 2%, polz) = z? — 2 — 4, ps(z) =3z +4, py(r)=2z+3.

(a) Schreiben sie das Polynom 2% + 3z% — 1 als Linearkombination der Polynome
pi(x), p2(x), p3(x), pal).

(b) Bestimmen Sie eine Basis der Hiille (p;(x), p2(x), p3(x), pa(z)).



Aufgabe 4
Gegeben seien im R® die Vektoren

2 4 1 0 5
1 -3 0 1 2
vi=1 0 [|,v= -2 | ,v3 = 0 you=1 2 | ,v5 = 0
3 0 —1 0 5
0 1 -1 2 -1

(a) Bestimmen Sie eine Basis von der Hiille V' = (vy, va, v3, vy, v5).
(b) Erginzen Sie diese zu einer Basis von R5.

(c) Wéhlen Sie alle moglichen Basen von V' aus den Vektoren vy, vq, v3, v4, v5 aus.
Fiir jede solche Basis stellen Sie die Vektoren vy, vs, ..., vs, die nicht in dieser
Basis enthalten sind, in dieser Basis dar.

Aufgabe 5
Sei
1 0 =10
0 -1 1 0
A=1o 0 1 1
0 0 k£ O

(1) Fiir welche k € R ist A invertierbar?

(2) Fir welche k € R ist A diagonalisierbar?

Aufgabe 6

(1) Sei k € R. Bestimmen Sie alle Lsungen von

Ty +29+x3 = k
T —kl’Q—FSIJg = -1
—931+k7$2+933 = k.

(2) Seien h, k € R. Betrachten Sie das folgende Gleichungssystem:

—r1+ 229 — x3=0
-1+ (2 - h>$2+(2+h)I3:0

Entscheiden Sie, fiir welche h, k das Gleichungssystem keine Losung besitzt
und fiir welche es genau eine Losung gibt.



Aufgabe 7*
Sein € N\ {0} und

1 A A2 LAt
1 A A2 ... At
A= 1 A A2 A
1 Ay A2 L. anl

fiir reelle Zahlen A\, Ao, ..., \,. Zeigen Sie, dass

det(A,) = [ =)

1<i<j<n

Diese Determinante wird auch die Vandermonde-Determinante genannt.

Aufgabe 8
Seien A und B Mengen und f: A — B eine Abbildung zwischen diesen Mengen.
Beweisen Sie die folgenden Aquivalenzen:

(1) f ist genau dann injektiv, wenn f~!(f(T)) =T fiir alle T C A.

(2) f ist genau dann surjektiv, wenn f(f7(5)) = S fiir alle S C B.

Aufgabe 9
Wir betrachten die Menge

n={( %) awee)

(a) H bildet beziiglich der Addition von Matrizen eine abelsche Gruppe.

Zeigen Sie:

(b) Die Menge H \ { ( 8 8 ) } bildet beziiglich der Multiplikation von Matrizen

eine Gruppe. Ist diese Gruppe abelsch?
H heifit der Schiefkérper der Quaternionen.



Aufgabe 10
Betrachten Sie die Abbildungen

1((71,22), (Y1, 92)) = T1y1 + 3T2Y2 + 6,
Oy : R? X R, Oy((21,22), (1,42)) = i1 + Taya,
D31 R? X R?, ®3((21,22), (Y1, 42)) = T1Y2 — Tay1,
Dy R X R, ®y((w1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + 4x2y2 + 523Ys3,
D5 R® X R, ®5((21, %, 23), (Y1, %2,Y3)) = 37191 + Tays — T3y,
6((71, 72, 23), (Y1, Y2,¥3)) = T1y1 + T2yo.

(1) Sind diese Abbildungen Bilinearformen?
(2) Entscheiden Sie, fiir die Bilinearformen jeweils, ob diese symmetrisch sind.

(3) Geben Sie, falls moglich, jeweils die darstellende Matrix beziiglich der
Standardbasis an und entscheiden Sie, ob die Abbildung positiv definit ist.

Aufgabe 11
Sei V' ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt <, >. Fiir jede Teilmenge M C V
definieren wir seinen Orthogonalraum

t=eV; <muv>=0VYmec M}
(a) Ist M ein Untervektorraum von V7
(b) Zeigen Sie:

(1) Bs gilt M C (M4)L,
(2) es gilt M+ =< M >+ und
(3) aus My C My C V folgt Mi- D M.

Aufgabe 12
Bestimmen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthonormalbasis des
folgenden Untervektorraumes des R® beziiglich des kanonischen Skalarproduktes:
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