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1. Einleitung

Aufgrund von Corona wurde Ende März / Anfang April 2020 deutlich, dass wir
das Seminar nicht in der bekannten Form durchführen können, da es, zumindest zu
Beginn des Sommersemesters, keine Präsenzveranstaltungen geben würde. Darauf-
hin stellte sich die Frage, in welcher Form wir das Seminar durchführen möchten:
Soll jeder sein Thema, wie auch in der bekannten Form, über Screensharing den an-
deren Vorstellen oder wollen wir eine gemeinsame Arbeit zu dem Thema verfassen?
Wir entschieden uns für die zweite Möglichkeit.

Es stellt sich heraus, dass in klassischer Logik erster Stufe diverse Eigenschaften,
welche man beim Arbeiten in metrischen oder topologischen Räumen voraussetzen
möchte, sich nicht durch Formeln beschreiben lassen. Die meisten Arbeitstechniken
der Modelltheorie sind somit für solche Strukturen ungeeignet. Durch das Anpassen
der Logik auf metrische Strukturen versucht man nun dieses Problem zu umgehen.
In unserer Arbeit orientieren wir uns an [1] und richten uns an Personen, die schon
Erfahrungen mit der Modelltheorie gemacht haben, wobei diese nur für Vergleiche
zwischen der klassischen Modelltheorie und dieser in stetiger Logik nötig sind. Die
Arbeit soll einen Einblick in die stetige Logik geben, angereichert um Beispiele und
Vergleiche zur klassischen Modelltheorie.

Begleitet und betreut wurde das Seminar von Prof. Dr. Immanuel Halupczok,
Heinrich-Heine-Universität Düsseldorf.

2. Metrische Strukturen und Signaturen

Bevor die Modelltheorie auf metrischen Strukturen eingeführt werden kann, ist
es hilfreich, die Grundlagen der Theorie metrischer Räume einzuführen beziehungs-
weise an sie zu erinnern. Dabei ist das Konzept der gleichmäÿigen Stetigkeit von
groÿer Bedeutung.

Date: Sommersemester 2020.
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Metrische Strukturen

Für analytische Zwecke ist die Vollständigkeit von metrischen Räumen unerläss-
lich, sodass wir für metrische Strukturen diese voraussetzen.

De�nition 2.1. (1) Ein metrischer Raum (M,d) besteht aus einer Menge
M und einer Abbildung d : M ×M → [0,∞[, der Metrik, die folgende
Eigenschaften besitzt:
(i) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, x, y ∈M (De�nitheit)
(ii) d(x, y) = d(y, x), x, y ∈M (Symmetrie)
(iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), x, y, z ∈M (Dreiecksungleichung)

(2) Ein metrischer Raum heiÿt vollständig, falls jede Cauchyfolge in M auch
konvergiert.

Sei von nun an M ein metrischer Raum.
(3) M heiÿt beschränkt, falls sup{d(x, y) : x, y ∈M} <∞. Diese Zahl nennt

man Durchmesser.
(4) Seien (M,d), (M ′, d′) metrische Räume und f : M → M ′ eine Abbildung.

Eine Funktion ∆ : ]0, 1] →]0, 1], heiÿt (Gleichmäÿiges) Stetigkeitsmo-
dul von f , falls sie Folgendes erfüllt: Für ein vorgegebenes ε > 0 und alle
x, y ∈M

d(x, y) < ∆(ε) =⇒ d(f(x), f(y)) < ε.

Die folgenden De�nitionen sind die Analoga zu den Begri�en der Konstanten,
Funktionen und Relationen der klassischen Modelltheorie.

De�nition 2.2. Sei (M,d) ein beschränkter metrischer Raum.

(1) Ein Prädikat auf M ist eine gleichmäÿig stetige Funktion von Mn in das
kompakte Intervall [0, 1], wobei n ∈ N.

(2) Eine Funktion auf M ist eine gleichmäÿig stetige Funktion von Mn nach
M, wobei n ∈ N.

(3) Eine Konstante ist ein ausgezeichnetes Element aus M.
(4) Die natürliche Zahl n in den De�nitionen des Prädikates und der Funktion

heiÿt Stelligkeit des Prädikates/der Funktion.
(5) Eine metrische Struktur M besteht aus einer Familie von Prädikaten

auf M {Ri : i ∈ I}, einer Familie von Funktionen auf M {Fj : j ∈ J} und
einer Familie von Konstanten {aK : k ∈ K}, für Indexmengen I, J,K. Wir
schreiben diese Struktur auch alsM = (M,Ri, Fj , ak : i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K).

Beispiel 2.3. (1) Ein Trivialbeispiel ist ein metrischer Raum (M,d) ohne wei-
tere Struktur. Dies bedeutet, dass die Mengen der Prädikate, Funktionen
und Konstanten alle leer sind.

(2) Wir versuchen die klassische Modelltheorie in die metrischer Räume einzu-
betten. Sei dafür ein ModellM gegeben. Wir setzen als Metrik die diskrete
Metrik, welche Elementen x, y genau dann die Zahl 1 zuordnet, wenn x = y
und sonst den Wert 0 annimmt. Mit dieser Ausstattung können wir Rela-
tionen als Prädikate au�assen, die diskret die Werte 0 oder 1 annehmen.
Man beachte, dass Funktionen F : Mn →M und Prädikate R : Mn → [0, 1]
immer gleichmäÿig stetig sind, falls man M mit der diskreten Metrik und
Mn mit der zugehörigen Produktmetrik, vergleiche auch 2.6, ausstattet.
Daher sind Strukturen der klassischen Modelltheorie auch metrische Struk-
turen.

Nun werden wir ausgehend von der De�nition einer metrischen Struktur die
zugehörige Signatur entwickeln.
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De�nition 2.4. Sei M = (M,Ri, Fj , ak : i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K) eine metrische
Struktur. Eine Signatur L ist eine Vereinigung von folgenden Symbolen:

(1) Prädikatensymbolen Pi, welche einem Prädikat Ri auf M zugeordnet
sind.

(2) Funktionensymbolen fj, welche einer Funktion Fj auf M zugeordnet
sind.

(3) Konstantensymbolen ck, welche einer Konstante ak zugeordnet sind.

Zusätzlich gibt eine Signatur L für ein Prädikatensymbol Pi ein Stetigkeitsmodul
∆Pi und für ein Funktionensymbol fj ein Stetigkeitsmodul ∆fj an, der für die
jeweiligen Ri bzw. Fj ein Stetigkeitsmodul darstellt.
Letztendlich spezi�ziert L durch DL eine obere Schranke für den Durchmesser von
M , wobei wir diese ohne Einschränkung als 1 setzen.
Sind all diese Voraussetzungen erfüllt, so sagen wir, dassM eine L-Struktur ist.

Die Begri�e der strukturerhaltenden Abbildungen aus der klassischen Modell-
theorie werden im metrischen Kontext wie folgt de�niert.

De�nition 2.5. Sei L eine Signatur für metrische Räume und seien M,N metri-
sche Strukturen.

(1) Eine Einbettung vonM nach N ist eine Isometrie T : (M,dM )→ (N, dN ),
welche mit den Interpretationen der Symbole aus L vertauscht. Das heiÿt,
wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol ist und a1, . . . , an ∈M , so gilt

fN (T (a1), . . . , T (an)) = T (fM(a1, . . . , an));

wenn c ein Konstantensymbol ist, so gilt

cN = T (cM);

und wenn P ein Prädikatensymbol mit Stelligkeit n ist und a1, . . . , an ∈M ,
so gilt

PM(a1, . . . , an) = PN (T (a1), . . . , T (an)).

(2) Ein Isomorphismus von M nach N ist eine surjektive Einbettung. In
diesem Fall heiÿenM und N isomorph und wir schreiben M ∼= N.

(3) Ein Automorphismus ist ein Isomorphismus vonM nachM.
(4) M ist eine Unterstruktur von N , falls M ⊂ N und die Einbettungsab-

bildung i : M → N, x 7→ x eine Einbettung ist.

Metrische Räume

De�nition 2.6. Seien (Mi, di) für i = 1, . . . , n metrische Räume. Wir statten den
Raum Mn mit der Produktmetrik
d(x, y) := max{di(xi, yi) : i = 1, . . . , n}, wobei x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn),
aus.

Häu�g ist es einfacher, auf Mengen einen Abstandsbegri� zu de�nieren, welcher
auch nicht-selben Elementen den Abstand Null zuweist. Folgende Konstruktion
erlaubt es, auf kanonische Art und Weise dennoch eine vollwertige Metrik und
daher einen metrischen Raum zu erhalten.

De�nition 2.7. (1) (M0, d0) heiÿt pseudometrischer Raum und d0 Pseu-
dometrik, falls die Abbildung d0 : M ×M → [0,∞[ symmetrisch ist und
die Dreiecksgleichung im Sinne von 2.1 erfüllt, jedoch nur

d0(x, x) = 0 x ∈M0

gilt.



4

(2) Sei (M0, d0) ein pseudometrischer Raum. Wir de�nieren eine Äquivalenz-
relation ∼ auf M0 ×M0 wie folgt:

x ∼ y ⇐⇒ d0(x, y) = 0 x, y ∈M0

und bezeichnen die Äquivalenzklassen mit x. Dass ∼ eine Äquivalenzrelation
ist, folgt direkt aus den de�nierenden Eigenschaften der Pseudometrik d0.
Wir setzen

M := M0/∼, d(x, y) := d0(x, y) x, y ∈M0.

(M,d) heiÿt Quotientenraum, welche von (M0, d0) induziert ist.

Im Folgenden beweisen wir grundlegende Resultate über gleichmäÿig stetige Ab-
bildungen zwischen metrischen Räumen und führen das für die stetige Logik wich-
tige Konzept der In�mums- und Supremumsfunktionen ein.

Satz 2.8. Es seien f : M → M ′ und f ′ : M ′ → M ′′ Abbildungen zwischen me-
trischen Räumen M,M ′,M ′′ und ∆,∆′ die zugehörigen (gleichmäÿigen) Stetig-
keitsmodule. Dann ist ∆(1/2 · (∆′(ε)) ein Stetigkeitsmodul für f ′ ◦ f , sodass f ′ ◦ f
gleichmäÿig stetig ist.

Beweis. Wir geben ein ε > 0 vor. Seien x, y ∈ M mit d(x, y) < ∆(1/2 · ∆′(ε)).
Nach De�nition des Stetigkeitsmoduls gilt also d′(f(x), f(y)) < 1/2 · ∆′(ε), was
seinerseits d′′(f ′(f(x)), f ′(f(y))) < ε und somit die Behauptung impliziert. �

De�nition 2.9. Seien (M,d), (M ′, d′) metrische Räume und f, (fn)n Abbildungen
von M nach M ′. Die Funktionenfolge fn konvergiert gleichmäÿig gegen f , falls
für alle ε > 0 ein N ∈ N derart existiert, sodass für alle x ∈M und n ≥ N

d′(f(x), fn(x)) ≤ ε

gilt.

Satz 2.10. Seien M,M ′ und fn, f wie oben. Zusätzlich seien die fn gleichmäÿig
stetig und gleichmäÿig konvergent gegen f. Dann ist f gleichmäÿig stetig.

Beweis. Ein ε > 0 sei vorgegeben. Seien x, y ∈ M, noch zu spezi�zierend, nah
aneinander. Wir wählen ein n ∈ N, sodass |fn(z) − f(z)| ≤ ε/3 gleichmäÿig in
z ∈ M gilt. Zusätzlich gelte d(x, y) < δ, wobei δ so gewählt ist, dass für alle
x, y ∈ M mit d(x, y) < δ bereits d′(fn(x), fn(y)) < ε/3 gilt, was aufgrund der
gleichmäÿigen Stetigkeit von fn möglich ist. Damit erhalten wir

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(y)|+ |fn(y)− f(y)| ≤ 3 · ε/3 = ε.

Das n und δ sind unabhängig von x ∈M, sodass diese Stetigkeit auch gleichmäÿig
ist. �

Satz 2.11. Seien (M1, d1), (M2, d2), (M3, d3) metrische Räume, f, fn : M1 → M2

und f ′, f ′n : M2 → M3 für n ∈ N derartige gleichmäÿig stetige Funktionen, dass
fn gleichmäÿig gegen f und f ′n gleichmäÿig gegen f ′ konvergiert. Dann konvergiert
auch f ′n ◦ fn gleichmäÿig gegen f ′ ◦ f.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt ab einem N1 ∈ N für alle n ≥ N1, dass |f(x) −
fn(x)| klein ist, wobei das N1 nicht von x ∈ M1 abhängt. Ab einem N2 ∈ N gilt
wiederum für alle n ≥ N2, dass |f ′(y) − f ′n(y)| klein ist und dieses N2 ist erneut
unabhängig von y ∈ M2. Setzen wir nun N := max{N1, N2}, so impliziert die
gleichmäÿige Stetigkeit der Abbildungen die Behauptung. �

Es folgt das wichtige Konzept der Supremums- und In�mumsfunktionen, welche
in der stetigen Logik anschaulich die Rolle von Quantoren einnehmen.
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De�nition 2.12. Es seien M,M ′ metrische Räume und f : M ×M ′ → R eine
beschränkte Abbildung. Wir de�nieren die neuen Abbildungen

sup
y
f : M → R, x 7→ sup

y∈M ′
{f(x, y) : y ∈M ′} und

inf
y
f : M → R, x 7→ inf

y∈M ′
{f(x, y) : y ∈M ′}.

Satz 2.13. Seien M,M ′ metrische Räume und f M ×M ′ → R eine gleichmäÿig
stetige beschränkte Funktion und ∆ ein gleichmäÿiges Stetigkeitsmodul für f . Dann
sind supy f und infy f auch gleichmäÿig stetige und beschränkte Funktionen und ∆
ist ein gleichmäÿiges Stetigkeitsmodul für beide Abbildungen.

Beweis. Sei ein ε > 0 vorgegeben und u, v ∈ M mit d(u, v) < ∆(ε). Wir rechnen
für z ∈M ′

f(v, z) ≤ f(u, z) + ε ≤ sup
y
f(u) + ε.

Da z ∈ M ′ beliebig war, ist es möglich das Supremum über die Ungleichung zu
bilden, was supy f(v) − supy f(u) ≤ ε generiert. Ein Vertauschen von u und v in
der Rechnung liefert die Beziehung supy f(u)− supy f(v) ≤ ε, sodass
| supy f(v)− supy f(u)| ≤ ε folgt. Damit ist supy f gerade gleichmäÿig stetig.

Für das In�mum beachte
f(u, z) ≤ ε+ f(v, z).

Eine In�mumsbildung über die Ungleichung in z ∈M ′ generiert
infy f(u)− infy f(v) ≤ ε und ein erneutes Symmetrieargument

| inf
y
f(u)− inf

y
f(v) | ≤ ε.

Damit ist auch infy f gleichmäÿig stetig und beide Abbildungen haben den behaup-
teten Stetigkeitsmodul. �

Es sei angemerkt, dass man die Beschränktheit der Funktion f benötigt, damit die
Operationen sup und inf überhaupt wohlde�niert sind.

Es wird sich herausstellen, dass die Beibehaltung gleichmäÿiger Stetigkeit der Su-
premums- und In�mumsfunktion integral für die Funktionalität der hier beschrie-
benen Modelltheorie metrischer Strukturen ist.

Satz 2.14. Sei (M,d) ein metrischer Raum und fs : M → [0, 1] für eine In-
dexmenge S eine gleichmäÿig stetige Funktion. Zusätzlich sei ∆ ein gemeinsames
gleichmäÿiges Stetigkeitsmodul für die Funktionenfamilie. Dann sind sups fs und
infs fs gleichmäÿig stetige Funktionen mit De�nitionsbereich M und Zielbereich
[0, 1]. Auÿerdem ist ∆ ein gleichmäÿiges Stetigkeitsmodul für beide Funktionen.

Beweis. Wir wollen dies auf 2.13 zurückführen und setzen dazu M ′ := S und die
Metrik auf M ′ sei die diskrete Metrik. Weiterhin setzen wir f(x, s) := fs(x) und
entnehmen der Voraussetzung, dass ∆ dann ein Stetigkeitsmodul für f ist. Die
Behauptung folgt nun vollständig aus 2.13. �

Satz 2.15. Es seien M,M ′ metrische Räume und f, f1, f2, . . . beschränkte reell-
wertige Funktionen von M ×M ′. Falls fn gleichmäÿig gegen f konvergiert, so kon-
vergiert supy fn auf M gleichmäÿig gegen supy f und infy fn (auf M) gegen infy f.

Beweis. Wir geben ein ε > 0 vor. Seien u, v ∈M. Für beliebige, aber feste, z ∈M ′
gilt dann für groÿe n

fn(u, z)− f(u, z) ≤ ε,
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aufgrund der gleichmäÿigen Konvergenz, wobei das n unabhängig von den u ∈
M, z ∈M ′ ist. Eine Supremumsbildung resultiert in

sup
y
fn(u)− sup

y
f(u) ≤ ε

und ein Symmetrieargument liefert

| sup
y
fn(u)− sup

y
f(u)| ≤ ε.

Wegen der Unabhängigkeit des n von u ∈M folgt die gleichmäÿige Konvergenz von
supy fn gegen supy f.

Der Beweis für infy fn verläuft völlig analog, sodass wir auf diesen hier verzich-
ten. �

Wahrscheinlichkeitsräume

In diesem Abschnitt wollen wir Wahrscheinlichkeitsräume als metrische Struk-
turen identi�zieren.

De�nition 2.16. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (X,B, P ) ist ein Tripel beste-
hend aus einer nicht-leeren Menge X, einer σ-Algebra B auf X und einem auf 1
normierten Maÿ P.

Wir konstruieren einen Maÿraum, den man als metrischen Raum au�assen kann.
Dafür schreiben wir A ∼ B, wenn A∆B eine Nullmenge unter P ist, wobei A,B ∈ B
und ∆ die symmetrische Di�erenz zweier Mengen bezeichnet. Dies ist eine Äquiva-
lenzrelation.
Die Restklasse von einem A ∈ B bezeichnen wir mit [A] und nennen sie Ereignis.
Die Menge all dieser Äquivalenzklassen notieren wir mit B̂ und nennen sie Ereignis
σ−Algebra. Wir beachten, dass P als induziertes Maÿ auf B̂ wohlde�niert ist

De�nition 2.17. Seien nun (X,B, P ) gegeben. Wir setzen

M := (B̂, 0, 1, ·c,∩,∪, P )

und nennen sie Wahrscheinlichkeitsstruktur. Dabei ist die Metrik gegeben durch

d([A], [B]) := P (A∆B) man vergleiche mit 2.7

und die anderen Operationen sind die gewöhnlichen induzierten Mengenoperatio-
nen auf B̂. Dabei überzeugt man sich schnell, dass die Stetigkeitsmoduli für ·c durch
∆(ε) = ε und für die Vereinigung und den Schnitt durch ∆(ε) = ε/2 gegeben sind.

Die gemäÿ 2.4 kanonisch de�nierte Signatur bezeichnen wir mit LProb.

3. Formeln

Formeln und Interpretationen

In diesem Kapitel de�nieren wir analog zur diskreten Logik grundlegende Begri�e
wie Terme, Formeln und deren Interpretationen in Strukturen.

De�nition 3.1. Sei (M0, d0) ein pseudometrischer Raum mit Durchmesser 1 und
L eine Signatur.

(1) Eine L-PrästrukturM0 auf (M0, d0) besteht aus:
(i) einer Funktion PM0 : Mn

0 → [0, 1] mit Stetigkeitsmodul ∆P für jedes
n-stellige Prädikatsymbol P in L.

(ii) einer Funktion fM0 : Mn
0 → M0 mit Stetigkeitsmodul ∆f für jedes

n-stellige Funktionssymbol f in L.
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(iii) ein Element cM0 für jedes Konstantensymbol c in L.
(2) Zu einer L-PrästrukturM0 auf (M0, d0) sei die Quotienten L-Prästruk-

turM auf dem Quotientenraum (M,d) von (M0, d0) de�niert durch:
(i) die eindeutige Funktion PM : Mn → [0, 1] mit PM(π(x)) := PM0(x)

für jedes n-stellige Prädikatsymbol P in L.
(ii) die eindeutige Funktion fM : Mn → M mit fM(π(x)) := π(fM0(x))

für jedes n-stellige Funktionssymbol f in L.
(iii) für jedes Konstantensymbol c in L sei cM := π(cM0).

(3) Die Vervollständigung der Quotienten L-Prästruktur M auf (M,d) sei
die Folgende L-Struktur N auf der Vervollständigung (N, d) von (M,d):
(i) Für ein n-stelliges Prädikatsymbol P in L sei PN : Nn → [0, 1] die

eindeutige stetige Fortsetzung von PM.
(ii) Für ein n-stelliges Funktionssymbol f in L sei fN : Nn → N die ein-

deutige stetige Fortsetzung von fM.
(iii) Für jedes Konstantensymbol c in L sei cN := cM.

Die Konstruktionen aus (2) und (3) erhalten den Durchmesser und alle Stetigkeits-
module.

Ein wichtiger Unterschied zur diskreten Logik ist hier, dass die Stetigkeitsmodule
ein fester Bestandteil der Sprache sind.

De�nition 3.2. L-Terme sind wie folgt rekursiv de�niert:

(1) Variablen und Konstantensymbole sind L-Terme.
(2) Für ein n-stelliges Funktionssymbol und L-Terme t1, . . . , tn ist f(t1, . . . , tn)

ein L-Term.

Sei t ein Term und x = (x1, . . . , xn) ein Tupel aller Variablen, die in t vorkommen,
dann sagen wir t ist ein Term in x1, . . . , xn bzw. x und schreiben t(x1, . . . , xn),
oder kurz t(x). Manchmal fassen wir einen Term t(x) auch als t(y) auf, wobei y
ein Tupel ist, das alle xi enthält.

De�nition 3.3. Für einen L-Term t(x1, . . . , xn) und eine L-Prästruktur M de�-
nieren wir tM : Mn →M rekursiv:

(1) Falls t = c gilt für ein Konstantensymbol c, dann setzten wir tM(a) := cM.
(2) Falls t = xi gilt, dann setzte wir tM(a) := ai.
(3) Falls t = f(t1, . . . , tm), dann setzen wir tM(a) := fM(tM1 (a), . . . , tMm (a)).

De�nition 3.4. L-Formeln in einem Variablen Tupel x werden analog zu Formeln
in normaler Logik de�niert:

(1) Für zwei L-Terme t1, t2 in x ist d(t1, t2) eine L-Formel in x.
(2) Für ein n-stelliges Prädikatsymbol (d wird hierbei wie zweistelliges Prädi-

katsymbol behandelt) P und L-Terme t1, . . . , tn in x ist P (t1, . . . , tn) eine
L-Formel in x.

(3) Seien ϕ1, . . . , ϕn L-Formeln in x, dann ist für eine stetige Funktion u : [0, 1]n →
[0, 1] u(ϕ1, . . . , ϕn) eine L-Formel in x.

(4) Für eine L-Formel ϕ in (y, x) sind supy ϕ und infy ϕ L-Formeln in x.
Formeln die ohne diesen Schritt konstruiert werden heiÿen quantorenfrei.

Eine Formel aus (1) oder (2) heiÿt atomar. Wie in normaler Logik schreiben wir
für eine Formel ϕ(x) für eine L-Formel ϕ in x. Wie bei L-Termen vergröÿern wir
manchmal das Tupel x.

De�nition 3.5. Für einen L-Formel ϕ(x1, . . . , xn) und eine L-Prästruktur M
de�nieren wir ϕM : Mn → [0, 1] rekursiv:

(1) Falls ϕ = d(t1, t2) für L-Terme t1, t2 in x, setzen wir ϕM(a) := dM(tM1 (a), tM2 (a)).
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(2) Falls ϕ = P (t1, . . . , tm) für ein Prädikatsymbol P und L-Terme t1, . . . , tm
in x, setzen wir ϕM(a) := PM(tM1 (a), . . . , tMm (a)).

(3) Falls ϕ = u(ψ1, . . . , ψm) für eine stetige Funktion u : [0, 1]m → [0, 1] und
L-Formeln ψ1, . . . , ψm in x, setzen wir ϕM(a) := u(ψM1 (a), . . . , ψMm (a)).

(4) Falls ϕ = infyψ oder ϕ = supyψ gilt für eine L-Formel ψ in (y, x), setzen
wir ϕM(a) := inf{ψM(b, a)) | b ∈M}, bzw. ϕM(a) := sup{ψM(b, a)) | b ∈
M}.

Satz 3.6. Für jede L-Formel ϕ und jeden L-Term t existieren Stetigkeitsmodule
∆ϕ und ∆t für tM : Mn →M bzw. ϕM : M → [0, 1] die von der L-PrästrukturM
nicht abhängen.

Beweis. Folgt per Induktion über den Aufbau des Terms bzw. der Formel. Da die
Stetigkeitsmodule ∆f ,∆P zu einem Funktionssymbol f ∈ L und einem Prädikat-
symbol P ∈ L vonM unabhängig sind, folgt die Aussage aus Satz 2.8 für alle Terme
und quantorenfreie Formeln. Mit Satz 2.13 folgt die Aussage auch für Formeln mit
Quantoren. �

Satz 3.7. Sei wie in De�nition 3.1 M0 eine L-Prästruktur, M die zugehörige
Quotienten L-Prästruktur und N die Vervollständigung vonM. Dann gilt für einen
L-Term t(x), eine L-Formel ϕ(x), a ∈M0 und a′ ∈M ⊂ N :

(1) tM(π(a)) = π(tM0(a)),
(2) ϕM(π(a)) = ϕM0(a),
(3) tN (a′) = tM(a′)
(4) ϕN (a′) = ϕM(a′)

Beweis. Folgt per Induktion über den Aufbau des Terms bzw. der Formel. Nach
Konstruktion von M und N , De�nition 3.3 und De�nition 3.5 gilt die Aussage
für alle Terme und quantorenfreie Formeln. Sei nun ϕ(x) = Qyψ(y, x), wobei Q
entweder inf oder sup ist, und die Aussage gelte bereits für ψ(y, x). Da π surjektiv
ist erhält man

Q{ψM(b′, π(a)) | b′ ∈M} = Q{ψM(π(b), π(a)) | b ∈M0}}
= Q{ψM0(b, a) | b ∈M0}}

Da ψN stetig ist, ψN|M = ψM gilt und M dicht in N liegt, folgt

Q{ψM(b′, a′) | b′ ∈M} = Q{ψN (b′, a′) | b′ ∈ N}.

Damit folgt (2) und (4) auch für Formeln mit Quantoren. �

De�nition 3.8. Zwei L-Formeln ϕ(x) und φ(x) heiÿen äquivalent, falls für jede
L-StrukturM und alle Tupel a ∈Mn ϕ(a) = φ(a) gilt.

Nun wollen wir auch sagen können was in einer L-Prästruktur wahr ist und was
nicht. In stetiger Logik reichen hierfür Formeln. Da unsere Formeln allerdings Werte
in [0, 1] annehmen, ist erst mal nicht ganz klar, wann eine Formel wahr sein soll.
Deswegen führen einen neuen Begri� ein:

De�nition 3.9. Eine L-Bedingung E ist ein formaler Ausdruck ϕ = 0 für eine
L-Formel ϕ.

(1) Falls ϕ keine freien Variabeln hat, heiÿt E geschlossen.
(2) Falls für eine L-Prästruktur M und a ∈ Mn ϕM(a) = 0 gilt, sagen wir E

von a ist wahr in M und schreibenM |= E[a].
(3) Zwei L-Bedingungen E1, E2 heiÿen logisch äquivalent, falls für jede L-

StrukturM und alle Tupel a ∈Mn gilt:M |= E1[a]⇔M |= E2[a].
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Bemerkung 3.10. (1) Nach Satz 3.7 kann in De�nition 3.8 und in 3.9 (3),
das gleiche für alle L-Prästrukturen gefordert werden.

(2) Die Äquivalenz von zwei L-Formeln ϕ1(x), ϕ2(x) impliziert die logische
Äquivalenz von den L-Bedingungen E1 := ϕ1(x) = 0 und E2 := ϕ2(x) = 0.
Die Umkehrung gilt aber nicht, da die logische Äquivalenz von L-Bedingungen
nur von den Nullstellen der zugrunde liegenden Formeln auf alle L-Strukturen
abhängt. Für ϕ1(x, y) := d(x, y) und ϕ2(x, y) := min(2d(x, y), 1) ist zum
Beispiel E1 zu E2 logisch äquivalent, aber ϕ1 ist nicht äquivalent zu ϕ2.

(3) Für eine L-Bedingung E[x], eine L-PrästrukturM ist die Menge {a ∈Mn |
M |= E[a]} stets abgeschlossen, da nach Satz 3.6 für jede L-Formel ϕ(x)
die Funktion ϕM stetig ist.

De�nition 3.11. Seien ϕ, φ zwei L-Formeln und .− : [0, 1]n → [0, 1] de�niert durch
x1

.− x2 := max(x1 − x2, 0).

(1) Wir schreiben ϕ = φ als Abkürzung für die Bedingung |ϕ− φ| = 0.
(2) Für r ∈ [0, 1] schreiben wir ϕ = r für die Bedingung aus (1), wobei φ = r.
(3) Wir schreiben ϕ ≤ φ und φ ≥ ϕ als Abkürzung für ϕ .− φ = 0.

Bemerkung 3.12. Sei E[z, x] = (ϕ(z, x) = 0), E1[x] = (ϕ1(x) = 0) und E2[y] =
(ϕ2(y) = 0) für L-Formeln ϕ(z, x), ϕ1(x) und ϕ2(y). Dann gilt für eine L-Prästruktur
M und zwei Tupel a, b aus M :

(1) (M |= E1[a]) ∧ (M |= E2[b])⇔M |= (max(ϕ1(a), ϕ2(b)) = 0)
(2) (M |= E1[a]) ∨ (M |= E2[b])⇔M |= (ϕ1(a) · ϕ2(b) = 0)
(3) ∀z ∈M : (M |= E[z, a])⇔M |= (supz ϕ(z, a) = 0)
(4) ∃z ∈M : (M |= E[z, a])⇔M |= (infz ϕ(z, a) = 0)

Das heiÿt, wir können L-Bedingungen wie in diskreter Logik mit ∧ und ∨ verknüpfen
und haben auch ein Analogon zu All- und Existenzquantor. Was im Allgemeinen
aber nicht existiert ist die Negation:

Nach Bemerkung 3.10 ist die Menge A := {a ∈ Mn | M |= E[a]} abgeschlossen
für eine L-Bedingung E[x]. Falls nun eine Negation Ê[x] von E[x] existiert, dann
ist A = Bc für B := {a ∈ Mn | M |= Ê[a]}, also o�en. Das heiÿt, falls wir jede
L-Bedingung negieren könnten, dann wäre jede Menge von der gleichen Form wie A
sowohl o�en als auch abgeschlossen. Das ist aber zum Beispiel für eine L-Struktur
mit nicht isolierten Punkten und die L-Bedingung d(x, y) = 0 nicht der Fall.

Verknüpfungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass man eigentlich nur endlich viele Verknüp-
fungen braucht. Um dies zu zeigen geben wir vier Verknüpfungen an und zeigen,
dass man mit den daraus konstruierbaren L-Formeln jede L-Formel beliebig ge-
nau approximieren kann. Auÿerdem zeigen wir, dass eine bestimmte Teilmenge der
L-Bedingungen bereits festlegt, welche L-Bedingungen in einer L-Prästruktur für
welche Elemente wahr ist.

De�nition 3.13. Ein Verknüpfungssystem F = (Fn | n ≥ 1) ist eine Familie
von Mengen Fn, die aus stetigen Funktionen f : [0, 1]n → [0, 1] bestehen.

(1) Ein Verknüpfungssystem heiÿt abgeschlossen, falls:
(i) Für jedes n und jedes j ≤ n die Projektion πnj : [0, 1]n → [0, 1] auf die

j-te Koordinate in Fn ist.
(ii) Für alle n, m, u ∈ Fn und alle v1, . . . , vn ∈ Fm auch u(v1, . . . , vm) in

Fm ist.
Das kleinste abgeschlossene Verknüpfungssystem F , das F enthält heiÿt
Abschluss von F . Um diesen Abschluss zu konstruieren, de�niert man F0

als die Vereinigung von F und den Projektionen aus (i). Dann de�niert man
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rekursiv Fn+1 als Fn vereinigt mit den fehlenden Funktionen aus (ii). Die
Vereinigung aller Fn ist der Abschluss von F . Damit sind die Funktionen
in F genau die endlichen Verknüpfungen von Funktionen in F und die
Projektionen.

(2) Wir sagen F ist voll, falls für jede stetige Funktion f : [0, 1]n → [0, 1] und
jedes ε > 0 ein g ∈ Fn existiert mit ||f − g||∞ < ε.

De�nition 3.14. F-eingeschränkte L-Formeln seien wie folgt rekursiv de�niert.

(1) Atomare L-Formeln sind F-eingeschränkt.
(2) Falls ϕ1, . . . , ϕn F-eingeschränkte L-Formeln sind und u ∈ Fn, dann ist

auch u(ϕ1, . . . ϕn) F-eingeschränkt.
(3) Falls ϕ F-eingeschränkt ist, ist es auch supx ϕ und infx ϕ.

Lemma 3.15. Jede F-eingeschränkte L-Formel ist zu einer F-eingeschränkten
L-Formel äquivalent. Wegen F ⊂ F ist jede F-eingeschränkten L-Formel F-einge-
schränkt.

Beweis. Die Aussage lässt sich per Induktion über die De�nition von F-einge-
schränkte L-Formeln zeigen. Der Induktionsanfang (1) und der Induktionsschritt
im Fall (3) sind klar. Nach der expliziten Konstruktion von F ist jedes u ∈ Fn eine
endliche Verknüpfung von Funktionen aus F oder eine Projektion. Damit ist al-
so für F-eingeschränkt L-Formeln ϕ1, . . . , ϕn, die zu F-eingeschränkten L-Formeln
φ1, . . . , φn äquivalent sind, auch u(ϕ1, . . . , ϕn) zu einer F-eingeschränkten L-Formel
äquivalent. Das folgt entweder aus (2) für F-eingeschränkte L-Formeln endlich oft
angewandt, oder, falls u eine Projektion ist, einfach aus u(ϕ1, . . . , ϕn) ≡ ϕj ≡
φj . �

Satz 3.16. Sei F ein volles Verknüpfungssystem. Dann existiert für jede L-Formel
ϕ und jedes ε > 0 eine F-beschränkte L-Formel ϕε, so dass für alle L-Prästrukturen
M ||ϕM − ϕMε ||∞ ≤ ε gilt.

Beweis. Nach Lemma 3.15 reicht es eine F-beschränkte L-Formel φ zu �nden. Dies
lässt sich per Induktion über den Aufbau der Formel zeigen. Beim Induktionsschritt
für L-Formeln der Form ψ = u(ϕ1, . . . , ϕn) =: u(ϕ) wählen wir ein u′ ∈ Fn mit

||u− u′||∞ < ε
2 und setzen δ =

∆u( ε2 )

n . Dann ist wegen d(ϕ
δ
, ϕ) ≤ ∆u( ε2 ):

||u′(ϕ
δ
)− u(ϕ)||∞ ≤ ||u′(ϕδ)− u(ϕ

δ
)||∞ + ||u(ϕ

δ
)− u(ϕ)||∞

≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Der Induktionsanfang und der Induktionsschritt für Quantoren sind klar. �

De�nition 3.17. Wir de�nieren F0 als das Verknüpfungssystem mit F1 := {0, 1, x2},
F2 := { .−} und F≥2 := {∅}, wobei 0 und 1 konstante Funktionen in einer Variable
sind.

Bemerkung 3.18. In F2 von F0 liegen folgende Abbildungen:

(1) min(x1, x2) = x1
.− (x1

.− x2)
(2) max(x1, x2) = 1 .−min(1 .− x1, 1

.− x2)
(3) |x1 − x2| = max(x1

.− x2, x2
.− x1)

(4) min(x1 + x2, 1) = 1 .− ((1 .− x1) .− x2)
(5) x1

.− (mx2) = ((. . . (x1
.− x2) .− . . . ) .− x2︸ ︷︷ ︸
m−mal

Insbesondere erhält man durch iterierte Anwendung von (4) auf 2−n = ((x2 )n ◦ 1) ∈
F 1, dass A2 := {m2−n ∈ [0, 1]|m,n ∈ N0} in F1 liegt.
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Lemma 3.19. Sei f : [0, 1]n → [0, 1] eine stetige Funktion, x1 6= x2 ∈ An2 und
ε > 0, dann existiert ein g ∈ Fn mit |f(xj)− g(xj)| < ε für j = 1, 2.

Beweis. Da x1 6= x2 ist xi,1 6= xi,2 für ein i. Wir setzen x̂1 := xi,1 und x̂2 := xi,2 und
wählen eine stetige Funktion f̂ : [0, 1]→ [0, 1] mit f̂(x̂1) = f(x1) und f̂(x̂2) = f(x2).
Wenn wir nun eine Funktion ĝ ∈ F 1 �nden mit |f̂(x̂j) − ĝ(x̂j)| < ε für j = 1, 2,
dann ist g := ĝ ◦ πni ∈ Fn Funktion mit den gewünschten Eigenschaften. Es reicht
die Aussage für n = 1 zu zeigen.

Sei nun also n = 1 und ohne Einschränkung sei x1 < x2. Wähle aj in A2 mit
|aj − f(xj)| < ε. Falls a1 ≥ a2 wählen wir ein m ∈ N mit a ≤ m(x2 − x1) und
de�nieren g ∈ F 1 durch g(y) := max(a1

.− m(y .− x1), a2). Nach Bemerkung 3.18
liegt g tatsächlich in F 1 und es gilt g(x1) = a1 und g(x2) = a2. Falls a1 < a2 gilt,
ersetzen wir in g aj durch 1 .− aj . Damit ist dann 1 .− g eine Funktion mit den
gewünschten Eigenschaften. �

Satz 3.20. F0 ist voll.

Beweis. Sei u : [0, 1]n → [0, 1] stetig und ε > 0. Für alle x1, x2 ∈ An2 wählen wir ein
gx1,x2

∈ Fn mit |u(xj)− gx1,x2
(xj)| < ε. Da An2 dicht in [0, 1]n liegt bildet

({y ∈ [0, 1]n | gx1,x2
(y)− u(y) < ε})x1∈An2

eine o�ene Überdeckung von [0, 1]n für jedes x2 ∈ An2 . Wegen der Kompaktheit von
[0, 1]n kann diese auf eine endliche reduziert werden. Das heiÿt es gibt x1

1, . . . x
sx2
1

so dass für gx2
:= min(gx1

1,x2
, . . . , g

x
sx2
1 ,x2

) folgendes gilt:

(1) gx2
< u+ ε

(2) gx2
> u− ε auf der o�enen Menge

Vx2
:=

⋂
k≤sx2

{y ∈ [0, 1]n | gxk1 ,x2
(y) > u(y)− ε}.

Wegen |u(x2)−gxk1 ,x2
(x2)| < ε enthält Vx2

x2. Da An2 dicht in [0, 1]n liegt, bilden die

Vx2
eine o�ene Überdeckung von [0, 1]n. Diese Überdeckung kann auf eine endliche

reduziert werden, das heiÿt es gibt x1
2, . . . , x

m
2 so dass für g := max{gx1

2
, . . . , gxm2 }

auch g > u − ε gilt. Da für alle j = 1, . . . ,m gxj2
< u + ε gilt, folgt ||u − g||∞ < ε.

Auÿerdem liegt g in Fn, da nach Bemerkung 3.18 endliche Minima und Maxima
von Funktionen in Fn wieder in Fn liegen. �

De�nition 3.21. Eine L-Formel ist in Pränexform, falls sie die Gestalt Q1
x1
. . . Qnxnϕ

hat für eine quantorenfreie L-Formel ϕ und für Qi = sup oder Qi = inf.

Lemma 3.22. Jede F0-eingeschränkte L-Formel ist äquivalent zu einer F0-einge-
schränkten L-Formel in Pränexform.

Beweis. Folgt per Induktion über den Aufbau der Formel. Der Induktionsanfang
und der Quantoren Induktionsschritt sind klar. Der Induktionsschritt für Formeln
der Form ϕ1

.− ϕ2 folgt aus der Monotonie von .−, denn für f : [0, 1] → [0, 1] und
a ∈ [0, 1] gilt

(1) (infx f(x) .− a = infx(f(x) .− a)
(2) (supx f(x) .− a = supx(f(x) .− a)
(3) a .− (infx f(x)) = supx(a .− f(x))
(4) a .− (supx f(x)) = infx(a .− f(x)).

�

Der Folgende Satz fasst dieses Unterkapitel zusammen:
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Satz 3.23. Sei E[x] eine L-Bedingung, dann existieren L-Bedingungen (En[x])n∈N0

mit folgenden Eigenschaften:

(1) Jedes Ej hat die Form ϕj(x) = 0 für eine F0-beschränkte L-Formel ϕj(x)
in Pränexform.

(2) Für jede L-PrästrukturenM und alle a ∈Mn gilt

M |= E[a] ⇐⇒ ∀n ∈ N0 : (M |= En[a]).

Beweis. Sei ϕ(x) die L-Formel mit E[x] = ϕ(x) = 0. Wähle eine beliebige Null-
folge (εn)n∈N0

in A2. Nach Satz 3.16 existieren nun F0-beschränkte L-Formeln
(ϕ̂n(x))n∈N0 , sodass für alle L-Prästrukturen M ||ϕM − ϕ̂Mn ||∞ ≤ εn gilt. Das
heiÿt für alle L-PrästrukturenM und a ∈Mn gilt:

M |= ϕ(a) = 0︸ ︷︷ ︸
E[a]

⇐⇒ ∀n ∈ N0 : (M |= ϕ̂n(a) ≤ εn).

Wegen εj ∈ A2 ist ϕ̂n(x) .− εj eine F0-beschränkte L-Formel, also zu einer F0-
beschränkten L-Formel ϕj(x) in Pränexform äquivalent. Da ϕ̂j(x) ≤ εj als ϕ̂j(x) .−
εj = 0 de�niert ist, ist also ϕ̂j(x) ≤ εj zu ϕj(x) = 0 äquivalent. �

4. Modelltheoretische Konzepte

In diesem Abschnitt wollen wir für eine feste Signatur L einige der grundlegenden
Konzepte der Modelltheorie einführen, welche für diese von zentraler Bedeutung
sind.

De�nition 4.1. Eine Theorie in L ist eine Menge abgeschlossener L-Bedingungen.
Des Weiteren sei T eine Theorie in L undM eine L-Struktur, so sagen wirM ist
ein Modell von T und schreiben:M |= T fallsM |= E für alle E in T .
ModL(T) sei dann de�niert als die Menge aller L-Strukturen, welche Modelle von
T sind. IstM eine L-Struktur, so ist die Theorie vonM die Menge aller abgeschlos-
sener L-Bedingungen, welche in M gelten, und wir schreiben diese als Th(M). Ei-
ne Theorie welche diese Form hat heiÿt vollständig. Sei T eine L-Theorie und E
eine abgeschlossene L-Bedingung, so sagen wir E folgt aus T und schreiben T |= E
fallsM |= E für alle ModelleM von T gilt.

Beispiel 4.2. Sei (X,B, µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. De�niere die Äquiva-
lenzrelation für ∼µ mit A1, A2 ∈ B, A1 ∼µ A2 gdw. µ(A14A2) = 0. Dann ist
M = (B′ , 0, 1, ·c,∩,∪) wobei B′ die Sammlung aller Äquivalenzklassen von B ist,
eine Wahrscheinlichkeitsstruktur mit Metrik d([A]µ, [B]µ) = µ(A4B), wobei 0 das
Ereignis mit Maÿ 0 ist und analog 1 das Ereignis mit Maÿ 1. Diese Strukturen
können wir dann wie folgt Axiomatisieren:

(1) Die boolischen Axiome, welche sich auf den stetigen Fall übertragen lassen,
so wird z.B ∀x∀y(x ∪ y = y ∪ x) zu supx supy(d(x ∪ y, y ∪ x)) = 0

(2) Maÿaxiome.
µ(0) = 0, µ(1) = 1
supx supy(µ(x ∩ y) .− µ(x)) = 0
supx supy(µ(x) .− µ(x ∪ y)) = 0
supx supy |((µ(x) .− µ(x ∩ y))− (µ(x ∪ y) .− µ(y))| = 0
Die drei letzten Axiome drücken aus, dass µ(x∪y)+µ(x∩y) = µ(x)+µ(y)
für alle x,y gilt.

(3) Verbindung zwischen µ und d
supx supy |d(x, y)− µ(x4y)| = 0
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Wie de�nieren diese Menge an L-Bedingungen als ProbA. Sei nun Mein Modell
mit Metrischemraum (M,d). Dann istMein Modell von ProbA gdw.Mdie zu zu ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (X,B, µ) assozierete Wahrscheinlichkeitsstruktur im
obigen Sinne ist.

Bemerkung 4.3. Beachte, dass wir Modelle nur dann benutzen, falls der zugrun-
deliegende metrische Raum vollständig ist. Nach 3.7 sei T eine L-Theorie und M0

eine L-Prästruktur mit ϕM0
= 0 für alle Bedingung ϕ = 0 in T , dann ist die

Vervollständigung des kanonischen Quotienten von M0 ein Modell von T

De�nition 4.4. SeinenM und N L-Strukturen.

(1) M und N heiÿen elementar äquivalent und wir schreibenM≡ N , wenn
σM = σN für alle L-Formeln σ. Äquivalent dazu ist, dass Th(M) = Th(N )
ist.

(2) Sei M ⊆ N dann ist M eine elementare Unterstruktur von N und
schreiben M ≺ N , falls für ϕM(a1, ..., an) = ϕN (a1, ..., an) für alle L-
Formel ϕ(a1, ..., an) und Elementen a1, ..., an aus M gilt. Dann heiÿt N
eine elementare Erweiterung vonM

(3) Sei M ′ ⊆ M , f eine Funktion von M′ nach N heiÿt elementare Abbil-
dung von M′ nach N , falls für jede L-Formel ϕ(a1, ..., an) mit a1, ..., an
ausM′ gilt : ϕM(a1, ..., an) = ϕN (f(a1), ..., f(an))

(4) Eine elementare Einbettung ist eine elementare Abbildung von ganz M
nach N .

Beispiel 4.5. SeiMn der Standard-Maÿraum auf [0, 1]n, welcher insb. auch ein W-
Raum ist. So de�niert die AbbildungMn →Mn+1, A 7→ A× [0, 1] eine elementare
Einbettung. DennMn hat Quantorenelimination und dann folgt ϕMn+1(a1, ..., an) =
ϕMn(a1, ..., an) · (1 − 0) = ϕMn(a1, ..., an) für alle a1, ..., an ∈ Mn was aus den
Eigenschaften des Lebesgue-Maÿes folgt.

Bemerkung 4.6. (1) Jede elementare Abbildung von einer metrischen Struk-
tur in eine andere erhält den Abstand.

(2) Die Menge aller elementare Abbildungen ist abgeschlossen unter Komposi-
tion und Bildung von Inversen.

(3) Jeder Isomorphismus zwischen metrischen Strukturen ist eine elementare
Einbettung.

Bemerkung 4.7. Eine Menge S von L-Formeln heiÿt dicht im Bezug zum
logischen Abstand, falls : Für alle L-Formeln ϕ(a1, ..., an) und alle ε > 0 existiert
eine Formel ψ(x1, ..., xn) ∈ S so dass, für alle L-Strukturen M und alle a1, ..., an ∈
M

|ϕM(a1, ..., an)− ψM(a1, ..., an)| ≤ ε

Satz 4.8. (Tarski-Vaught-Test) Sei S eine dichte Menge von L-Formeln und seinen
M, N L-Strukturen mit M ⊆ N . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) M≺ N
(2) Für jede L-Formel ϕ(a1, ..., an, y) im S mit a1, ..., an ∈M gilt:

inf{ϕN (a1, ..., an, b)|b ∈ N} = inf{ϕN (a1, ..., an, c)|c ∈M}
Beweis:
(1) =⇒ (2) Wenn (1) gilt, so folgt (2) für die Menge aller L-Formeln direkt aus
M≺ N , denn für eine L-Formel ϕ(a1, ..., an, y) und a1, ..., an ∈ A haben wir :

inf{ϕN (a1, ..., an, b)|b ∈ N} = (inf
y
ϕ(a1, ..., an, y))N = (inf

y
ϕ(a1, ..., an, y))M

= inf{ϕM(a1, ..., an, c)|c ∈M} = inf{ϕN (a1, ..., an, c)|c ∈M}
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(2) =⇒ (1) Nehme nun an (2) gilt für eine dichte Menge S in der Menge aller
L-Formeln. Als erstes beweisen wir, dass (2) in der Menge aller L-Formeln gilt.
Sei dazu ϕ(a1, ..., an, y) eine L-Formel und sei ε > 0, sei nun ψ(a1, ..., an, y) ein
Element welches von ϕ(a1, ..., an, y) im Sinne des logischen Abstandes nur ε entfernt
ist. Seien a1, ..., an ∈M , dann folgt :

inf{ϕN (a1, ..., an, b)|b ∈M} ≤ inf{ψN (a1, ..., an, b)|b ∈M}+ ε

= inf{ψN (a1, ..., an, c)|c ∈ N}+ ε ≤ inf{ψN (a1, ..., an, c)|c ∈ N}+ 2ε

Lasse nun ε gegen 0 laufen und beachte, dassM ⊆ N so erhalten wir das gewünschte
Resultat für ϕ(a1, ..., an, y) Nehme nun an (2) gilt für die Menge aller L-Formeln.
So beweise :

ψM(a1, ..., an) = ψN (a1, ..., an)

mit Hilfe von Induktion über die Länge von ψ und benutze (2) wenn ψ mit einem
inf oder sup beginnt.

5. Ultraprodukte und Kompaktheit

In diesem Abschnitt beweisen wir den aus der Modelltheorie bekannten Kom-
paktheitssatz für die stetige Logik. Dafür verwenden wir Ultraprodukte von Struk-
turen und benötigen dafür Ultra�lter.

Ultraprodukte

De�nition 5.1. Sei X eine Menge. Man nennt D ⊂ P(X) einen Filter auf X,
falls gilt:

(F1) ∅ /∈ D, X ∈ D,
(F2) F ∈ D,G ⊃ F =⇒ G ∈ D,
(F3) F1, F2 ∈ D =⇒ F1 ∩ F2 ∈ D.

Man nennt D einen Ultra�lter auf X, falls D ein Filter auf X ist und zusätzlich
gilt:

(UF) Ist E ein Filter auf X mit D ⊂ E, so gilt schon D = E.

Bemerkung 5.2. Die Forderung X ∈ D ist äquivalent zu D 6= ∅.

Lemma 5.3. Sei D ein Filter auf X. Dann sind äquivalent:

(1) D ist ein Ultra�lter auf X.
(2) Für alle A ⊂ X gilt entweder A ∈ D oder X \A ∈ D.
(3) Für alle A,B ⊂ X gilt: A ∪B ∈ D =⇒ A ∈ D ∨B ∈ D.

Beweis.
(1) =⇒ (2): Es kann nicht A ∈ D undX\A ∈ D gelten, da sonst ∅ = A∩X\A ∈ D
wäre.

Angenommen, A /∈ D. Betrachte E := {G ⊂ X | G ⊃ F \A,F ∈ D}. Für F ∈ D
ist F ⊃ F \A, also F ∈ E, also D ⊂ E. Weiter ist E ein Filter auf X:

(F1) Aus ∅ ∈ E folgt F \A = ∅ für ein F ∈ D und damit ist F ⊂ A, also A ∈ D.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme A /∈ D.

(F2) Folgt direkt aus der Konstruktion.
(F3) Seien G1, G2 ∈ E, das heiÿt es existieren F1, F2 ∈ F mit Gi ⊃ Fi \A. Dann

folgt G1 ∩G2 ⊃ F1 \A ∩ F2 \A = (F1 ∩ F2) \A, also G1 ∩G2 ∈ E.
Also ist E ein Filter auf X mit D ⊂ E und es folgt D = E, da D ein Ultra�lter auf
X ist.

Analog für X \A /∈ D.
(2) =⇒ (3): Angenommen A /∈ D. Nach Annahme ist dann X \A ∈ D und damit
folgt B = X \A ∩ (A ∪B) ∈ D. Analog für B /∈ D.
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(3) =⇒ (1): Sei E ein Filter auf X mit D ⊂ E. Sei A ∈ E. Dann ist A ∪X \A =
X ∈ D, also gilt nach Annahme A ∈ D oder X \A ∈ D. Wegen

X \A ∈ D =⇒ X \A ∈ E =⇒ ∅ = A ∩X \A ∈ E
und E ein Filter, folgt X \A /∈ D, also A ∈ D.

Insgesamt gilt also E ⊂ D und damit D = E. Also ist D ein Ultra�lter auf
X. �

De�nition 5.4. Sei X eine Menge und ∅ 6= E ⊂ P(X). Man sagt E hat die
endliche Durchschnittseigenschaft (FIP, ��nite intersection property�), wenn
für alle endlichen Teilmengen {F1, . . . , Fn} von E, der Schnitt

⋂n
i=1 Fi nicht-leer

ist.

Bemerkung 5.5. Hat E die endliche Durchschnittseigenschaft, ist ∅ /∈ E.

Lemma 5.6. Sei X eine Menge und ∅ 6= E ⊂ P(X).
(1) Hat E die endliche Durchschnittseigenschaft, so existiert eine Filter D auf

X, der E enthält.
(2) Ist E eine Filter auf X, so existiert ein Ultra�lter D auf X, der E enthält.

Insbesondere existiert also zu jeder nicht-leeren Menge von Teilmengen von X mit
FIP ein Ultra�lter auf X, der diese Menge enthält.

Beweis.
(1) Setze D := {G ∈ P(X) | n ∈ N>0, F1, . . . , Fn ∈ E,G ⊃ F1 ∩ · · · ∩ Fn}.

Dann gilt o�ensichtlich E ⊂ D und damit D 6= ∅.
D ist ein Filter auf X:

(F1) Sei G ∈ D, das heiÿt es existieren F1, . . . , Fn ∈ E mit

G ⊃ F1 ∩ · · · ∩ Fn
E hat FIP

6= ∅,
also G 6= ∅.

(F2) Sei G ∈ D und H ⊃ G. Wegen G ∈ D existieren F1, . . . , Fn ∈ E mit
G ⊃ F1 ∩ · · · ∩ Fn, also insbesondere H ⊃ F1 ∩ · · · ∩ Fn. Damit folgt
H ∈ D.

(F3) SeienG1, G2 ∈ D, das heiÿt es existieren F (1)
1 , . . . , F

(1)
n , F

(2)
1 , . . . , F

(2)
m ∈

E mit Gi ⊃ F (i)
1 ∩ · · · ∩ F (i)

n . Es folgt

G1 ∩G2 ⊃ F 1)
1 ∩ · · · ∩ F (1)

n ∩ F (2)
1 ∩ · · · ∩ F (2)

n ,

also G1 ∩G2 ∈ D.
(2) Zeige dies mit dem Lemma von Zorn. Betrachte dazuM := {E′ ∈ P(X) |

E′ Filter auf X, E ⊂ E′} mit der durch ⊂ induzierten partiellen Ordnung.
Sei K ⊂M eine Kette. Dann ist S :=

⋃
E′∈K E

′ ein Filter, das heiÿt K hat
eine obere Schranke inM:
(F1) Jedes E′ ∈ K ist ein Filter, also gilt ∅ /∈ E′ und X ∈ E′.
(F2) Sei F ∈ S und G ⊃ F . Wegen F ∈ S existiert ein E′ ∈ K mit F ∈ E′.

Da E′ ein Filter ist, folgt G ∈ E′ und damit auch G ∈ S.
(F3) Seien F1, F2 ∈ S. Dann existieren E′1, E

′
2 ∈ K mit Fi ∈ E′i. Falls

E1 ⊂ E2 ist, folgt F1 ∩ F2 ∈ E2 , da E2 ein Filter ist und F1, F2 ∈ E2

gilt, und damit folgt F1 ∩ F2 ∈ S. Analog für E2 ⊂ E1.
Nach dem Lemma von Zorn hatM also ein maximales Element D. Dieses
ist nach Konstruktion ein Filter auf X und enthält E.
D ist ein Ultra�lter auf X: Sei E′ ein Filter auf X mit D ⊂ E. Insbeson-

dere ist dann E eine Teilmenge von E′, also E′ ∈M. Da D ein maximales
Element vonM ist, folgt E ⊂ D, also D = E.

�
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De�nition 5.7. Sei X ein topologischer Raum, (xi)i∈I eine Familie von Elementen
von X, D ein Ultra�lter auf I und x ∈ X. Man sagt x ist der D-Grenzwert von
(xi)i∈I , falls für jede Umgebung U von x die Menge {i ∈ I | xi ∈ U} in D enthalten
ist.

Bemerkung 5.8. X ist ein kompakter Hausdor�-Raum genau dann, wenn für jede
Familie von Elementen (xi)i∈I von X und jeden Ultra�lter D auf I der D-Grenzwert
von (xi)i∈I existiert und eindeutig ist.

Beweis. Im folgenden benötigen wir nur die Richtung � =⇒ � und beschränken den
Beweis auf diese Richtung. Sei D ein Ultra�lter auf I und (xi)i∈I eine Familie von
Elementen von X.

Existenz: Angenommen, (xi)i∈I hat keinen D-Grenzwert in X, das heiÿt für al-
le x ∈ X existiert eine o�ene Umgebung Ux von x mit {i ∈ I | xi ∈ Ux} /∈ D.
Reduziere die o�ene Überdeckung {Ux | x ∈ X} von X auf eine endliche Teilüber-
deckung {Ux1

, . . . , Uxn}. Setze Jk := {i ∈ I | xi ∈ Uxk} für k = 1, . . . , n. Aus
J1 ∪ · · · ∪ Jn = I ∈ D und Jk /∈ D für alle k = 1, . . . , n erhalte nun mit Lemma 5.3
einen Widerspruch:

J1 ∪ · · · ∪ Jn = I ∈ D =⇒ J1 ∈ D ∨ J2 ∪ · · · ∪ Jn ∈ D
J1 /∈D=⇒ J2 ∈ D ∨ J3 ∪ · · · ∪ Jn ∈ D
. . .

Jn−1 /∈D
=⇒ Jn ∈ D.

Eindeutigkeit: Angenommen, x 6= y ∈ X sind D-Grenzwerte von (xi)i∈I . Da X
hausdor�sch ist, existieren disjunkte, o�ene Umgebungen U, V von x beziehungs-
weise y. Es gilt nun

x ist D-Grenzwert von (xi)i∈I =⇒ {i ∈ I | xi ∈ U} ∈ D
=⇒ {i ∈ I | xi /∈ U}︸ ︷︷ ︸

⊃{i∈I|xi∈V }

= I \ {i ∈ I | xi ∈ U} /∈ D

=⇒ {i ∈ I | xi ∈ V } /∈ D
=⇒ y ist nicht D-Grenzwert von (xi)i∈I .

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. �

Existiert der D-Grenzwert und ist er eindeutig, so schreiben wir

lim
i,D

xi = x.

Die folgenden zwei Lemmata benötigen wir später, um Formeln über Ultrapro-
dukte von L-Strukturen besser verstehen zu können:

Lemma 5.9. Seien X,X ′ topologische Räume und F : X → X ′ stetig. Dann gilt
für jede Familie (xi)i∈I von Elementen von X und jeden Ultra�lter D auf I

lim
i,D

xi = x =⇒ lim
i,D

F (xi) = F (x).

Beweis. Siehe [1] 5.1. �

Lemma 5.10. Sei X ein abgeschlossenes und beschränktes Intervall in R, S eine
Menge und sei (Fi)i∈I eine Familie von Funktionen S → X. Dann gilt für jeden
Ultra�lter D auf I

sup
x∈S

(lim
i,D

Fi(x)) ≤ lim
i,D

(sup
x∈S

Fi(x)) und inf
x∈S

(lim
i,D

Fi(x)) ≥ lim
i,D

( inf
x∈S

Fi(x)).
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Weiter existieren für jedes ε > 0 Familien von Elementen (xi)i∈I , (yi)i∈I in S
mit

lim
i,D

Fi(xi) + ε ≥ lim
i,D

(sup
x∈S

Fi(x)) und lim
i,D

Fi(yi)− ε ≥ lim
i,D

( inf
x∈S

Fi(x)).

Beweis. Siehe [1] 5.2. �

Ultraprodukte metrischer Räume

Sei im Folgenden I eine beliebige Indexmenge und D ein Ultra�lter auf I.

Lemma 5.11. Sei (Mi, di)i∈I eine Familie beschränkter metrischer Räume mit
Durchmesser kleiner gleich K. Dann de�niert

d : (
∏
i∈I

Mi)
2 → R, (x, y) = ((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7→ lim

i,D
di(xi, yi)

eine Pseudometrik auf
∏
i∈IMi.

Beweis. d ist wohlde�niert nach Bemerkung 5.8, da di : Mi → [0,K] für alle i ∈ I
gilt.

Seien x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I , z = (zi)i∈I ∈
∏
i∈IMi. d(x, x) = 0: Es gilt

{i ∈ I | di(xi, xi)︸ ︷︷ ︸
0

∈ U} = I ∈ D,

also d(x, x) = limi,D di(xi, xi) = 0.
d(x, y) = d(y, x): Folgt aus di(xi, yi) = di(yi, xi) für alle i ∈ I.
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z): Mit Lemma 5.9 folgt, da die Addition auf R stetig ist,

lim
i,D

(di(xi, yi) + di(yi, zi)) = lim
i,D

di(xi, yi) + lim
i,D

di(yi, zi)

= d(x, y) + d(y, z).

Es bleibt also zu zeigen:

lim
i,D

(di(xi, zi))︸ ︷︷ ︸
d(x,z)

≤ lim
i,D

(di(xi, yi) + di(yi, zi)).

Dies folgt aus der Dreiecksungleichung in demMi und dem folgenden Lemma: �

Lemma 5.12. Sei K > 0 und seien (xi)i∈I , (yi)i∈I ∈ [0,K]I . Dann gilt

∀i ∈ I : xi ≤ yi =⇒ lim
i,D

xi ≤ lim
i,D

yi.

Beweis. Setze x := limi,D xi, y := limi,D yi.
Es gilt limi,D(xi, yi) = (x, y): Sei U eine Umgebung von (x, y). Dann existiert ein

ε > 0 mit Bε(x) × Bε(y) ⊂ U . Wegen x = limi,D xi gilt {i ∈ I | xi ∈ Bε(x)} ∈ D,
wegen y = limi,D yi gilt {i ∈ I | yi ∈ Bε(x)} ∈ D. Es folgt also

{i ∈ I | (xi, yi) ∈ U} ⊃ {i ∈ I | (xi, yi) ∈ Bε(x)×Bε(y)}
= {i ∈ I | xi ∈ Bε(x)} ∩ {i ∈ I | yi ∈ Bε(y)} ∈ D

und damit {i ∈ I | (xi, yi) ∈ U} ∈ D.
Da die Subtraktion stetig ist, folgt aus Lemma 5.9 limi,D(yi − xi) = y − x.

Insbesondere ist limi,D(yi − xi) ∈ [0,K], da yi − xi ∈ [0,K], also x ≤ y. �

Auf
∏
i∈IMi de�niere eine Relation ∼D durch: x ∼D y :⇐⇒ d(x, y) = 0. Dies

de�niert eine Äquivalenzrelation. Setze weiter (
∏
i∈IMi)D := (

∏
i∈IMi)/ ∼D. Die

Pseudometrik d auf
∏
i∈IMi induziert eine Metrik auf (

∏
i∈IMi)D, die wir im

weiteren auch mit d bezeichnen.
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De�nition 5.13. Den Raum (
∏
i∈IMi)D mit der induzierten Metrik d nennt man

D-Ultraprodukt von (Mi, di)i∈I . Die Äquivalenzklasse von (xi)i∈I ∈
∏
i∈IMi

unter ∼D bezeichnen wir mit ((xi)i∈I)D.
Falls (Mi, di) = (M,d) für alle i ∈ I gilt, so nennt man den Raum (

∏
i∈IMi)D

D-Ultrapotenz von M und schreibt (M)D.

Lemma 5.14. Sei (M)D die D-Ultrapotenz eines beschränkten metrischen Raums
(M,d). Dann ist die Abbildung T : M → (M)D, x 7→ (xi)i∈I mit xi = x eine
isometrische Einbettung. Man bezeichnet T als diagonale Einbettung von M in
(M)D.

Beweis. Es gilt für x, y ∈M
d(T (x), T (y)) = lim

i,D
d(x, y)︸ ︷︷ ︸
d:M2→R

= d(x, y).

�

Lemma 5.15. Sei (M,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist die diagonale
Einbettung T : M → (M)D surjektiv. Insbesondere sind in diesem Fall M und
(M)D isometrisch isomorph.

Beweis. Sei (xi)i∈I ∈MI und sei x der D-Grenzwert von (xi)i∈I .
Zu zeigen: T (x) = ((xi)i∈I)D.
Dies ist äquivalent zu 0 = d(T (x), (xi)i∈I) = limi,D d(x, xi) und dies gilt genau

dann, wenn für alle ε > 0 gilt:

{i ∈ I | d(x, xi) < ε}︸ ︷︷ ︸
={i∈I|xi∈Bε(x)}

∈ D

Wegen x = limi,D xi folgt {i ∈ I | xi ∈ Bε(x)} ∈ D und damit die Behauptung. �

Bemerkung 5.16. ([0, 1])D lässt sich kanonisch mit [0, 1] identi�zieren. Das In-
tervall verhält sich also, in Bezug auf Ultrapotenzen, wie eine endliche Struktur in
der klassischen Modelltheorie.

Umgekehrt sind endliche Strukturen der klassischen Modelltheorie betrachtet in
der stetigen Logik mit der diskreten Metrik kompakte metrische Räume. Insbeson-
dere erhält man durch Ultrapotenzen keine echten elementaren Erweiterungen.

Lemma 5.17. Sei (Mi, di)i∈I eine Familie von vollständigen beschränkten me-
trischen Räumen mit Durchmesser kleiner gleich K. Dann ist das D-Ultraprodukt
(
∏
i∈IMi)D ein vollständiger metrischer Raum.

Beweis. Siehe [1] 5.3. �

Ultraprodukte von Funktionen

Sei im Folgenden I eine beliebige Indexmenge und D ein Ultra�lter auf I. Seien
weiter (Mi, di)i∈I , (M

′
i , d
′
i)i∈I Familien von metrischen Räumen mit Durchmesser

kleiner gleich K und (M,d) = ((
∏
i∈IMi)D, d), (M ′, d′) = ((

∏
i∈IM

′
i)D, d

′) die
zugehörigen D-Ultraprodukte.

De�nition 5.18. Sei n ≥ 1 und fi : Mn
i → M ′i Abbildungen für alle i ∈ I.

De�niere (
∏
i∈I fi)D : Mn →M ′ durch: Setze für (x1

i )i∈I , . . . , (x
n
i )i∈I

(
∏
i∈I

fi)D(((x1
i )i∈I)D, . . . , ((x

n
i )i∈I)D) := ((fi(x

1
i , . . . , x

n
i ))i∈I)D

Lemma 5.19. Sei n ≥ 1 und fi : Mn
i →M ′i Abbildungen für alle i ∈ I. Sei weiter

für jedes i ∈ fi die Abbildung fi gleichmäÿig stetig und nehme weiter an, dass
∆ :]0, 1] →]0, 1] ein Stetigkeitsmodul für alle fi. Dann ist (

∏
i∈I fi)D : Mn → M ′

gleichmäÿig stetig und ∆ ist ein Stetigkeitsmodul für die Abbildung.
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Beweis. Siehe den �Ultraproducts of functions� in [1]; der Fall n > 1 folgt genauso,
da wir als Metrik auf dem Produkt das Maximum der Metriken der Komponenten
betrachten. �

Bemerkung 5.20. Hier zeigt sich, dass es wichtig ist, dass wir gleichmäÿig stetige
Funktionen betrachten. Sonst kann es passieren, dass das Ultraprodukt der Funktion
nicht stetig ist:

Betrachte dazu die Multiplikation m : R2 → R, (x, y) 7→ x · y auf R ausgestattet
mit der Metrik d1 : R2 → R+

0 , (x, y) 7→ min{|x − y|, 1}. Diese ist stetig, aber nicht
gleichmäÿig stetig. Wähle I = N und sei D ein Ultra�lter auf N, der alle koendli-
chen Teilmengen von N enthält. Ein solcher Ultra�lter existiert, da die Menge der
koendlichen Teilmengen von N FIP hat (siehe Lemma 5.6). Betrachte die Folge
(ai)i∈N de�niert durch ai := i. Setze a := ((ai)i)D ∈ (R)D. Es gilt

(
∏
i∈N

m)(T (0), a) = ((m(0, ai))i)D = ((0)i)D = T (0).

Sei b = ((bi)i)D ∈ (R)D mit b 6= T (0), das heiÿt

d1(b, T (0)) 6= 0 =⇒ ∃ε > 0 : {i ∈ N | d1(bi, 0) < ε︸ ︷︷ ︸
|bi|<ε

} /∈ D

=⇒ ε < 1 ∧ ∀0 < δ ≤ ε : {i ∈ N | |bi| ≥ δ} ∈ D

(ε < 1 gilt, da sonst {i ∈ N | d1(bi, 0) < ε} = N ∈ D wäre). Weiter existieren für
jedes 0 < δ ≤ ε Indizes i1, . . . , in mit

{i ∈ N | |bi| ≥ δ} = {i1, . . . , in}∪̇{i ∈ I | |ai · bi| > 1− δ}.

Da D alle koendlichen Teilmengen von N enthält, gilt {i1, . . . , in} /∈ D und mit
Lemma 5.3 folgt {i ∈ I | |ai · bi| > 1− δ} ∈ D. Insgesamt gilt für alle 0 < δ ≤ ε

D 3 {i ∈ I | |bi| > 1− δ} = {i ∈ I | d1(0, ai · bi) ∈ Bδ(1)},

also d1(T (0), a·b) = 1. Die induzierte Multiplikation auf (R)D ist somit nicht stetig.

Ultraprodukte von L-Strukturen

Sei im Folgenden I eine beliebige Indexmenge und D ein Ultra�lter auf I. Sei
weiter (Mi)i∈I eine Familie von L-Strukturen und (Mi, di) der zugrundeliegende
metrische Raum von Mi für alle i ∈ I. Da eine obere Schranke der Durchmes-
ser der Mi existiert (DL aus De�nition 2.4), können wir das D-Ultraprodukt von
(Mi, di)i∈I betrachten. Für alle Funktionensymbole f von L haben die Interpre-
tationen fMi den gleichen Stetigkeitsmodul ∆f , also ist das D-Ultraprodukt der
Familie der Interpretationen wohlde�niert. Das gleiche gilt für Prädikatensymbol P
von L. Insbesondere haben alle Interpretationen PMi den Wertebereich [0, 1], also
kann der Wertebereich des D-Ultraprodukts nach Lemma 5.15 mit [0, 1] identi�ziert
werden.

Dies führt zu folgender De�nition:

De�nition 5.21. De�niere das D-Ultraprodukt der Familie (Mi)i∈I von L-
Strukturen die L-StrukturM, die gegeben ist durch:

• Der zugrundeliegende metrische Raum sei das D-Ultraprodukt der zugrun-
deliegenden metrischen Räume

M = (
∏
i∈I

Mi)D.
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• Für jedes Prädikatensymbol P von L sei die Interpretation von P in M
gegeben durch

PM = T−1((
∏
i∈I

PMi)D),

wobei T : [0, 1] → ([0, 1])D die Identi�kation von [0, 1] mit seinem D-
Ultraprodukt ist.

• Für jedes Funktionensymbol f von L sei die Interpretation von f in M
gegeben durch

fM = (
∏
i∈I

fMi)D.

• Für jedes Konstantensymbol c von L sei die Interpretation von c in M
gegeben durch

cM = ((cMi
i )i∈I)D.

Falls Mi = M0 für alle i ∈ I gilt, dann nennt man M D-Ultrapotenz von
M0 und schreibtM = (M0)D.

Satz 5.22. Sei (Mi)i∈I eine Familie von L-Strukturen, D ein Ultra�lter auf I und
M das D-Ultraprodukt von (Mi)i∈I . Sei φ(x1, . . . , xn) eine L-Formel. Dann gilt
für alle ak = ((aki )i∈I)D ∈M, k = 1, . . . , n

φM(a1, . . . , an) = lim
i,D

φMi(a1
i , . . . , a

n
i ).

Beweis. Für einen Term t(x1, . . . , xn) gilt tM(a1, . . . , an) = ((tMi(a1
i , . . . , a

n
i ))i∈I)D:

Per Induktion über den Aufbau von t.
t(x1, . . . , xn) = xj :

tM(a1, . . . , an) = aj = ((aji )i∈I)D = ((tMi(a1
i , . . . , a

n
i ))i∈I)D.

t(x1, . . . , xn) = c für ein Konstantensymbol c:

tM(a1, . . . , an) = cM = ((cMi)i∈I)D = ((tMi(a1
i , . . . , a

n
i ))i∈I)D.

t(x1, . . . , xn) = f(t1(x1, . . . , xn), . . . , tm(x1, . . . , xn)) für f ein n-stelliges Funktions-
symbol und t1, . . . , tm Terme:

tM(a1, . . . , an) = fM(tM1 (a1, . . . , an), . . . , tMm (a1, . . . , an))

= (
∏
i∈I

fMi)(((tMi
1 (a1

i , . . . , a
n
i ))i∈I)D, . . . , ((t

Mi
m (a1

i , . . . , a
n
i ))i∈I)D)

= ((fMi(tMi
1 (a1

i , . . . , a
n
i ), . . . , tMi

m (a1
i , . . . , a

n
i )))i∈I)D

= ((tMi(a1
i , . . . , a

n
i ))i∈I)D.

Zeige nun die Behauptung per Induktion über den Aufbau von φ.
φ(x1, . . . , xn) = d(t1(x1, . . . , xn), t2(x1, . . . , xn)) für Terme t1, t2:

φM(a1, . . . , an) = dM(tM1 (a1, . . . , an), tM2 (a1, . . . , an))

= lim
i,D

dMi(tMi
1 (a1

i , . . . , a
n
i ), tMi

2 (a1
i , . . . , a

n
i )).

φ(x1, . . . , xn) = P (t1(x1, . . . , xn), . . . , tm(x1, . . . , xn)) für P ein Prädikatensymbol
und t1, . . . , tm Terme: Es gilt

φM(a1, . . . , an) = PM(a1, . . . , an)

= T−1(((PMi(tMi
1 (a1

i , . . . , a
n
i ), . . . , tMi

m (a1
i , . . . , a

n
i )))i∈I)D).
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Zu zeigen ist also

((PMi(tMi
1 (a1

i , . . . , a
n
i ), . . . , tMi

m (a1
i , . . . , a

n
i )))i∈I)D

= T (lim
i,D

PMi(tMi
1 (a1

i , . . . , a
n
i ), . . . , tMi

m (a1
i , . . . , a

n
i ))︸ ︷︷ ︸

=:b

)

︸ ︷︷ ︸
=((b)i∈I)D

,

das heiÿt

d((PMi(tMi
1 (a1

i , . . . , a
n
i ), . . . , tMi

m (a1
i , . . . , a

n
i )))i∈I , (b)i∈I) = 0.

Dies gilt genau dann, wenn für jede Umgebung U von 0 (in [0, 1]) die Menge {i ∈
I | dMi(PMi(tMi

1 (a1
i , . . . , a

n
i ), . . . , tMi

m (a1
i , . . . , a

n
i )), b) ∈ U} in D liegt, also wenn

gilt:

∀ε > 0 : {i ∈ I | PMi(tMi
1 (a1

i , . . . , a
n
i ), . . . , tMi

m (a1
i , . . . , a

n
i )) ∈ Bε(b)} ∈ D

für Bε(b) der o�ene ε-Ball um b. Dies folgt aus

b = lim
i,D

PMi(tMi
1 (a1

i , . . . , a
n
i ), . . . , tMi

m (a1
i , . . . , a

n
i )).

φ(x1, . . . , xn) = u(ψ1(x1, . . . , xn), . . . , ψm(x1, . . . , xn)) für u : [0, 1]m → [0, 1]
stetig und ψ1, . . . , ψm L-Formeln: Mit Lemma 5.9 folgt die Behauptung aus

lim
i,D

((ψMi
1 , . . . , ψMi

m )(a1
i , . . . , a

n
i )) = (ψM1 , . . . , ψMm )(a1, . . . , an)︸ ︷︷ ︸

=:b

.

Sei also U eine Umgebung von b ∈ [0, 1]m. Dann existiert ein ε > 0 mit (Bε(b))
m ⊂

U und es gilt

{i ∈ I | (ψMi
1 , . . . , ψMi

m )(a1
i , . . . , a

n
i ) ∈ (Bε(b))

m}

=

m⋂
k=1

{i ∈ I | ψk(a1
i , . . . , a

n
i ) ∈ Bε(b)}︸ ︷︷ ︸

∈D nach Induktionsvoraussetzung

∈ D.

Wegen Bmε (b) ⊂ U folgt nun die Behauptung.
φ(x1, . . . , xn) = supy ψ(y, x1, . . . , xn) für eine L-Formel ψ: Für πi : [0, 1]I →

[0, 1], (zj)j∈I 7→ zi gilt

sup
y∈Mi

ψMi(y, a1
i , . . . , a

n
i ) = sup

y∈M
ψMi(πi(y), a1

i , . . . , a
n
i ).

Mit Lemma 5.10 folgt

lim
i,D

sup
y∈M

ψMi(πi(y), a1
i , . . . , a

n
i ) ≥ sup

y∈M
lim
i,D

(ψMi(πi(y), a1
i , . . . , a

n
i )).

Es gilt sogar �=�: Sei ε > 0. Nach Lemma 5.10 existiert ((yi)i∈I)D ∈M mit

lim
i,D

sup
y∈M

ψMi(πi(y), a1
i , . . . , a

n
i ) ≤ lim

i,D
ψMi(yi, a

1
i , . . . , a

n
i ) + ε.

�≤� und damit �=� folgt nun mit ε→ 0.
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Insgesamt gilt also

φM(a1, . . . , an) = sup
y∈M

ψM(y, a1, . . . , an)

= sup
y∈M

lim
i,D

(ψMi(πi(y), a1
i , . . . , a

n
i ))

= lim
i,D

sup
y∈M

ψMi(πi(y), a1
i , . . . , a

n
i )

= lim
i,D

sup
y∈Mi

ψMi(y, a1
i , . . . , a

n
i )

= lim
i,D

φMi(a1
i , . . . , a

n
i ).

Analog folgt die Behauptung für φ(x1, . . . , xn) = infy ψ(y, x1, . . . , xn) mit einer
L-Formel ψ. �

Korollar 5.23. Sei D ein Ultra�lter auf einer beliebigen Indexmenge I,M eine L-
Struktur und T : M → (M)D die diagonale Einbettung. Dann ist T eine elementare
Einbettung vonM in (M)D.

Beweis. Sei φ(x1, . . . , xn) eine L-Formel und seien a1, . . . , an ∈ M . Mit Satz 5.22
folgt

φ(M)D (T (a1), . . . , T (an)) = lim
i,D

φM(a1, . . . , an) = φM(a1, . . . , an).

�

Korollar 5.24. SeienM,N L-Strukturen mit (M)D ∼= (N )D. Dann giltM≡ N .

Beweis. Aus Korollar 5.23 folgt φM = φ(M)D und φ(N )D = φN und aus (M)D ∼=
(N )D folgt φ(M)D = φ(N )D . �

Kompaktheitssatz

Satz 5.25. Sei T eine L-Theorie, C eine Klasse von L-Strukturen und T endlich
erfüllbar in C, das heiÿt für jede endliche Teilmenge Σ ⊂ T existiert ein M ∈ C
mit M |= Σ. Dann existiert ein Ultraprodukt von L-Strukturen aus C, welches ein
Modell von T ist.

Beweis. Siehe dazu [1] 5.8 mit folgenden Ausführungen:
{S(E) | E ∈ T} hat FIP: Seien E1, . . . , En ∈ T . Dann ist Ei ∈ {E1, . . . , En}

für alle i = 1, . . . , n und {E1, . . . , En} ∈ Λ, also {E1, . . . , En} ∈ S(Ei). Damit folgt
{E1, . . . , En} ∈

⋂n
i=1 S(Ei).

M |= E für alle E ∈ T : Schreibe E = φ = 0 mit φ L-Aussage. Nach Lemma
5.22 gilt φM = limλ,D, also gilt M |= E genau dann, wenn limλ,D φ

Mλ = 0 gilt.
Sei ε > 0. Dann ist

{λ ∈ Λ | φMλ ∈ [0, ε[} ⊃ {λ ∈ Λ | φMλ = 0}
= {λ ∈ Λ | Mλ |= E}
⊃ S(E) ∈ D,

also {λ ∈ Λ | φMλ ∈ [0, ε[} ∈ D und damit folgt die Behauptung. �

De�nition 5.26. Für eine Menge von L-Bedingungen Σ setze

Σ+ :=

{
φ ≤ 1

n
| φ = 0 ∈ Σ, n ≥ 1

}
.

Korollar 5.27. In der Situation von Satz 5.25 ist es ausreichend zu prüfen, ob T+

in C endlich erfüllbar ist.
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Beweis. Jedes ModellM |= T ist auch ein Modell von T+: Sei Sei φ eine L-Aussage
mitM |= φ = 0. Dann ist für n ∈ N

M |= φ ≤ 1

n
⇐⇒ M |= φ .− 1

n
= 0 ⇐⇒ M |= max

{
φ− 1

n
, 0

}
= 0

undM |= max
{
φ− 1

n , 0
}

= 0 gilt, da φM − 1
n < 0. Insgesamt gilt alsoM |= T+.

Jedes ModellM |= T+ ist auch ein Modell von T : Sei φ eine L − Aussage mit
M |= φ ≤ 1

n für alle n ∈ N. Angenommen, M 6|= φ = 0, das heiÿt φM > 0. Dann
existiert ein n ∈ N mit φM − 1

n > 0, also M 6|= max
{
φ− 1

n , 0
}

= 0 und dies
widerspricht der Annahme.

Die Behauptung folgt nun mit Satz 5.25. �

De�nition 5.28. Sei T eine L-Theorie, (xj)j∈J eine beliebige Familie von freien
Variablen und Σ((xj)j∈J) eine Menge von L-Bedingungen. Σ ist konsistent mit
T , wenn für jede endliche Teilmenge E(xj1 , . . . , xjn) ⊂ Σ((xj)j∈J) ein ModellM |=
T und Elemente a1, . . . an ∈M existieren, sodass für alle Bedingungen E ∈ F gilt:
M |= E[a1, . . . , an].

Korollar 5.29. Sei T eine L-Theorie, (xj)j∈J eine beliebige Familie von freien
Variablen, Σ((xj)j∈J) eine Menge von L-Bedingungen und Σ+ konsistent mit T .
Dann existieren ein Modell M |= T und Elemente aj ∈ M für alle j ∈ J so, dass
für alle L-Bedingungen E ∈ Σ gilt:M |= E[(aj)j∈J ].

Beweis. Siehe [1] 5.12. �

Axiomatisierbarkeit von Klassen von Strukturen

Mit Ultraprodukten erhält man weitere Erkenntnisse zu den betrachteten Struk-
turen. Im Folgenden erhalten wir eine Erkenntnis, die uns hilft zu verstehen, wann
wir eine Klasse von Strukuren mit einer Theorie beschreiben können.

De�nition 5.30. Sei C eine Klasse von L-Strukturen. Man nennt C axiomati-
sierbar, wenn eine Menge T von geschlossenen L-Bedingungen existiert so, dass
C = ModL(T ) gilt. In diesem Fall nennt man T eine Menge von Axiomen für C
in L.

Satz 5.31. Sei C eine Klasse von L-Strukturen. Dann sind äquivalent:

(1) C ist axiomatisierbar in L.
(2) C ist abgeschlossen unter Isomorphismen und Ultraprodukten und das Kom-

plement {M | M L-Struktur, M /∈ C} ist abgeschlossen unter Ultrapoten-
zen.

Beweis. Siehe [1] 5.14. �

6. Konstruktion von Modellen

In diesem Abschnitt wollen wir Modelle konstruieren, die möglichst ähnlich zu
einem gegebenem sind, aber noch weitere wünschenswerte Eigenschaften besitzen.

Vereinigungen von Ketten

De�nition 6.1. Eine Kette von Strukturen (Mλ | λ ∈ Λ) heiÿt eine elementare
Kette, wennMλ �Mη für alle λ < η gilt.

Satz 6.2. Wenn (Mλ | λ ∈ Λ) eine elementare Kette und λ ∈ Λ sind, so istMλ �⋃
λ∈ΛMλ.

Beweis. Wir wenden den Tarski-Vaught-Test (Satz 4.8) an. �
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Beispiel 6.3. SeiMn der Standard-Maÿraum auf [0, 1]n.
Sei fn die Abbildung Mn →Mn+1, A 7→ A × [0, 1]. Mit QE aus Satz 16.6 aus

[1] folgt, dass fn elementare Einbettungen sind.
SeiM die Vereinigung allerMn (bzgl. der obigen Einbettungen). Dann hat jedes

A ∈M die Form B × [0, 1]ω, für ein B ⊂ [0, 1]n.
In der Vervollständigung liegen aber auch Mengen der Form

∏
n[0, ( 1

2 )2−n ]

Satz von Löwenheim-Skolem

De�nition 6.4. Sei X ein topologischer Raum. Die kleinste Kardinalität der dich-
ten Teilmengen von X ist der Dichtheitscharakter density(X) von X.

Satz 6.5. Sei κ eine unendliche Kardinalzahl und nehme an, card(L) ≤ κ. SeiM
eine L-Struktur und A ⊆M habe density(A) ≤ κ. Dann existiert eine Unterstruktur
N vonM sodass:

(1) N �M
(2) A ⊆ N ⊆M
(3) density(N) ≤ κ

Beweis. Sei A0 eine dichte Teilmenge von A mit der Kardinalität höchstens κ.
Durch passendes Vergröÿern von A0 können wir eine Prästruktur N0 erhalten, so
dass A0 ⊆ N0 ⊆ M und card(N0) ≤ κ und die folgende Abgeschlossenheitsbedin-
gung gilt: Zu jeder eingeschränkten L-Formel ϕ(x1, . . . , xn, xn+1) und jeder ratio-
nalen Zahl ε > 0 mit ϕM (a1, . . . , an, c) ≤ ε, ak ∈ N0, k = 1, . . . , n und c ∈ M ,
gibt es ein b ∈ N0, so dass ϕM (a1, . . . , an, b) ≤ ε. Die Kardinalität kann eingehalten
werden, da L maximal κ-viele eingeschränkte Formeln besitzt.

Sei N der Abschluss von N0 in M . Durch Betrachten von atomaren Formeln in
der obigen Bedingung sieht man, dass es eine Unterstruktur N vonM gibt, die auf
N basiert. Stetigkeit von Formeln und gleichmäÿige Dichte von eingeschränkten
Formel zeigen, dass N ⊆ M den Tarski-Vaught Test erfüllt und daher N � M
gilt. �

Saturierte Strukturen

De�nition 6.6. Seien Γ(x1, . . . , xn) eine Menge von L-Bedingungen und M eine
L-Struktur. Wir sagen, dass Γ(x1, . . . , xn) erfüllbar in M ist, wenn es Elemente
a1, . . . , an inM gibt so dassM |= Γ [a1, . . . , an] gilt.

De�nition 6.7. Seien M eine L-Struktur und κ eine unendliche Kardinalzahl.
Wir sagen, dassM κ-saturiert ist, wenn die folgende Bedingung erfüllt ist:
Für alle A ⊆M mit Kardinalität < κ und Γ(x1, . . . , xn) eine Menge von L(A)-Bedingungen
gilt, wenn jede endliche Teilmenge von Γ in (M, a)a∈A erfüllbar ist, dann ist bereits
die gesamte Menge Γ in (M, a)a∈A erfüllbar.

Satz 6.8. Seien L eine Signatur mit card(L) = ω und D ein abzählbar unvollstän-
diger Ultra�lter auf einer Menge Λ. Dann ist, für jede Familie (Mλ | λ ∈ Λ) von
L-Strukturen,

(∏
λ∈ΛMλ

)
D
ω1-saturiert.

Satz 6.9. SeienM eine L-Struktur und E(x1, . . . , xm) eine L-Bedingung der Form(
Q1
y1 . . . Q

n
ynϕ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

)
= 0

wobei jedes Qi entweder inf oder sup und ϕ quantorenfrei sind.
Sei E(x1, . . . , xm) die Aussage

Q̃1y1 . . . Q̃
nyn (ϕ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0)

wobei die Q̃iyi dann ∃yi sind, wenn das Qiyi infyi ist, und ∀yi, wenn Qiyi supyi ist.
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WennM ω-saturiert ist, dann gilt für beliebige Elemente a1, . . . , am von M

M |= E [a1, . . . , am] genau dann, wenn E(a1, . . . , am) wahr ist inM

Beweis. Induktion über n: Der Induktionsanfang (n = 0) ist klar, da E und E
quantorenfrei sind.

Der Induktionsschritt, um einen Quantor umzuwandeln:

• (infy ψ(x1, . . . , xm, y)) = 0 : WennM ω-saturiert ist, gilt (infy ψ(x1, . . . , xm, y)) =
0 genau dann, wenn b ∈ M existiert, so dass (infy ψ(x1, . . . , xm, b)) = 0 in
M gilt. Die Implikation gilt mit (infy ψ(x1, . . . , xm, b)) ≤ 1

l , für l ≥ 1.
•
(
supy ψ(x1, . . . , xm, y)

)
= 0 : Analog zum Fall inf.

�

Beispiel 6.10. In dem folgenden Beispiel sehen wir, dass die Bedingung ω-saturiert
zu sein notwendig ist. SeiM = N mit der diskreten Metrik und mit einem Prädikat
P (n) = 1/n. Dann istM nicht ω-saturiert und (infy P (y)) = 0 ist erfüllt, aber die
übersetzte Aussage ∃y : (P (y) = 0) ist falsch.

De�nition 6.11. Seien M eine L-Struktur und N eine elementare Erweiterung
vonM. Wir nennen N eine Vergröÿerung vonM, wenn es die folgende Eigen-
schaft hat: Für beliebige A ⊆M und Γ(x1, . . . , xn) eine Menge von L(A)-Bedingungen
gilt, wenn jede endliche Teilmenge von Γ erfüllbar in (M, a)a∈A ist, dann ist bereits
die gesamte Menge Γ in (N , a)a∈A erfüllbar.

Lemma 6.12. Jede L-Struktur hat eine Vergröÿerung.

Beweisskizze. (Vgl. [1] 7.7) Wir können für ein ModellM eine genügend groÿe Ul-
trapotenz von M nehmen, bei der alle endliche Teilmengen auftauchen und M
diagonal einbetten. Von diesen endlichen Teilmengen und den Eigenschaften (Satz
5.22) des Ultraprodukts können wir herleiten, dass die Ultrapotenz eine Vergröÿe-
rung ist. �

Satz 6.13. Sei M eine L-Struktur. Zu jeder unendlichen Kardinalzahl κ hat M
eine κ-saturierte elementare Erweiterung.

Beweis. Sei κ regulär (durch eventuelles Vergröÿern, z. B. κ+). Durch Induktion
konstruieren wir eine elementare Kette (Mα | α < κ), so dass M0 = M und für
jedes α < κMα+1 eine Vergröÿerung vonMα ist. Für λ eine Limes-Kardinalzahl,
seiMλ die Vereinigung derMα mit α < λ.

Sei N die Vereinigung dieser Kette. Nach Satz 6.2 giltMα � N für alle α < κ,
also insbesondere auch M � N . Wir wollen zeigen, dass N κ-saturiert ist. Sei A
eine Teilmenge von N mit der Kardinalität < κ. Da κ regulär ist, existiert α < κ,
so dass A eine Teilmenge von Mα ist. Da (N , a)a∈A in Mα+1 gefunden werden
können, erfüllen die Elemente von N die Bedingung aus De�nition 6.7. �

Stark homogene Strukturen

De�nition 6.14. Seien M eine L-Struktur und κ eine unendliche Kardinalzahl.
Wir nennen M stark κ-homogen, wenn die folgende Aussage gilt: Wann immer
L(C) eine Erweiterung von L um Konstanten mit card(C) < κ und f, g Funktionen
von C in M sind mit

(M, f(c))c∈C ≡ (M, g(c))c∈C

hat man

(M, f(c))c∈C
∼= (M, g(c))c∈C

Bemerke, dass ein Isomorphismus von (M, f(c))c∈C auf (M, g(c))c∈C ein Auto-
morphismus vonM ist, der f(c) auf g(c) abbildet für jedes c ∈ C.
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Satz 6.15. Sei M eine L-Struktur. Zu jeder unendlichen Kardinalzahl κ hat M
eine κ-saturierte elementare Erweiterung N , so dass jedes Redukt von N auf eine
Untersignatur von L stark κ-homogen ist.

Beweisskizze. (Vgl. [1] Satz 7.12) ×sei κ regulär. Wir konstruieren N mit einer
elementaren Kette (Mα | α < κ). Wir wollenMα induktiv de�nieren:
M0 :=M,Mα+1 �Mα so dassMα+1 τα-saturiert ist, für τα gröÿer als die Kardi-
nalität der Signatur und gröÿer als die KardinalitätMα ist. Für Limes-Kardinalzahlen
nehmen wir die Vereinigung. Wie im Beweis von Satz 6.13 ist N ein κ-saturierte
elementare Erweiterung. Für die Homogenität wenden wir folgendes induktiv an:
Für zwei Modelle, die genügend saturiert und das eine elementare Erweiterung des
anderen ist, kann man elementare Einbettungen �nden, die zusätzliche Konstanten
berücksichtigen. �

Monstermodelle

De�nition 6.16. Seien T eine vollständige Theorie über L und κ eine unendliche
Kardinalzahl. Ein κ-Monster für T ist ein κ-saturiertes, stark κ-homogenes Modell
von T . Wenn U ein κ-Monster für T und A ⊆ U sind, nennen wir A klein, wenn
card(A) < κ ist.

Implikationen

In der stetigen Logik können nicht direkt Negationen ausgedrückt werden. Somit
wird es schwierig, Implikationen zu formulieren. Mit den folgenden Sätzen sehen
wir aber, dass es für die meisten Implikation - insbesondere für ε-δ-Kriterien -
Möglichkeiten gibt, diese auch in der stetigen Logik zu formulieren.

Im Kapitel zu de�nierbaren Mengen, werden wir sehen, dass diese immer abge-
schlossen sind. Da aber nicht von jeder abgeschlossenen Menge das Komplement
auch abgeschlossen ist, können Negationen nicht immer ausgedrückt werden.

Die Beweise zu den folgenden Sätzen sind sehr kurz und im Buch [1] nachzulesen
(Sätze 7.14 - 7.17).

Satz 6.17. Sei M ein ω-saturiertes Modell von T . Die folgenden Aussagen sind
äquivalent:

(1) Für alle a ∈Mn gilt, wenn ϕM(a) = 0 dann ψM(a) = 0.
(2) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀a ∈Mn

(
ϕM(a) < δ =⇒ ψM(a) ≤ ε

)
.

(3) Es gibt eine steigende, stetige Funktion α : [0, 1] → [0, 1] mit α(0) = 0
sodass ψM(a) ≤ α(ϕM(a)) für alle a ∈Mn gilt.

Satz 6.18. Die folgenden Aussagen sind äquivalent.

(1) Für alleM |= T und alle a ∈Mn gilt, wenn ϕM(a) = 0 dann ψM(a) = 0.
(2) Für alle ε > 0 gibt es ein δ > 0 so dass

T |= sup
x

min (δ .− ϕ(x), ψ(x) .− ε) = 0

(3) Es gibt eine ansteigende, stetige Funktion α : [0, 1]→ [0, 1] mit α(0) = 0 so
dass

T |= sup
x

(ψ(x) .− α(ϕ(x))) = 0

Korollar 6.19. Sei C die Menge aller ModelleM von T , die die Bedingung

∀a ∈Mn
[
ϕM(a) = 0 =⇒ ψM(a) = 0

]
erfüllen. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) C ist axiomatisierbar.
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(2) Für jedes ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass die L-Bedingung

sup
x

min (δ .− ϕ(x), ψ(x) .− ε) = 0

wahr ist für alle Elemente von C.
(3) Es existiert eine ansteigende, stetige Funktion α : [0, 1]→ [0, 1] mit α(0) =

0, so dass die L-Bedingung

sup
x

(ψ(x) .− α(ϕ(x))) = 0

für alle Elemente von C gilt.

Beweis. Wenn (1) gilt, wende das vorherige Ergebnis auf eine Theorie T ′ an, die C
axiomatisiert. Wenn (2) oder (3) gelten, kann C axiomatisiert werden durch Hinzu-
fügen der Bedingungen, die an T gestellt werden. �

Typen und der Typenraum

In diesem Abschnitt werden wir analog zur nicht-stetigen Logik erster Stufe
den Begri� des Typs de�nieren. Zudem werden wir die Menge aller Typen mit
einer Topologie versehen und Stetigkeit bezüglich dieser charakterisieren. In diesem
Kapitel sei L eine Signatur und T eine (vollständige) L-Theorie. Weiter seiM ein
Modell von T , A ⊂M und TA die Theorie vonM als L(A)-Struktur.

De�nition 6.20. Sei p eine Menge von L(A)-Bedingungen mit freien Variablen
x1, ..., xn. Wir nennen p einen (vollständigen) n-Typen über A, falls ein Mo-
dell N von TA und Elemente e1, ..., en ∈ N existieren, sodass p genau die Men-
ge aller L-Bedingungen E(x1, ..., xn) ist, für die N |= E[e1, ..., en]. Wir schreiben
p = tpN (e1, ..., en) und sagen, die ej realisieren p in N . Den Raum aller n-Typen
über A schreiben wir als Sn(A).

Bemerkung 6.21. Wie auch in nicht-stetiger Logik ist κ-Saturiertheit eines Mo-
dells M dazu äquivalent, dass für alle A ⊂ M mit card(A) < card(M) jeder Typ
aus Sn(A) inM realisiert ist.

Wir werden nun den Raum Sn(A) mit einer Topologie versehen, um Abbildungen
Φ : Sn(A)→ [0, 1] als stetig bezeichnen zu können.

De�nition 6.22. Die Logik-Topologie auf Sn(A) ist die Topologie, welche von
den folgenden Mengen erzeugt wird: Sei p ∈ Sn(A) und (ϕ = 0) ∈ p, dann ist
für ein ε > 0 die Menge [ϕ < ε] := {q ∈ Sn(A)|(ϕ = δ) ∈ q, δ < ε} eine o�ene
Umgebung von p.

Satz 6.23. Sein ϕ(x1, ..., xn) eine L(A)-Formel. Zu jedem p ∈ Sn(A) existiert
nach De�nition genau ein r ∈ [0, 1], sodass ϕ = r ∈ p gilt. Dann de�nieren wir die
Abbildung ϕ̃ : Sn(A)→ [0, 1] durch ϕ̃(p) := r. Damit gilt für eine beliebige Abbildung
Φ : Sn(A)→ [0, 1]: Φ ist stetig bezüglich der Logik-Topologie genau dann, wenn eine
Folge (ϕk)k von L(A)-Formeln existiert, sodass die Folge (ϕ̃k)k gleichmäÿig gegen
Φ konvergiert.

Beweis. ⇐= : Für r ∈ [0, 1], ε > 0 ist ϕ̃−1(]r − ε, r + ε[) = [|ϕ− r| < ε], also sind
die Urbilder einer Basis der Topologie von [0, 1] wieder o�en. Damit sind alle ϕ̃
stetig bezüglich der Logik-Topologie. Also ist Φ als Limes von stetigen Funktionen
wieder stetig.

=⇒ : Die Menge der Funktionen der Form ϕ̃ erfüllt die notwendigen Bedingun-
gen, damit diese Richtung aus dem Satz von Stone-Weierstrass ([2] S.242 Lemma
16.3) folgt. �
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7. De�nierbarkeit in stetiger Logik

Eine der wichtigsten Fragestellungen der Modelltheorie ist, welche Objekte sich
durch die Symbole aus der Signatur eindeutig charakterisieren lassen. Im folgenden
Kapitel werden wir untersuchen, was De�nierbarkeit im Kontext stetiger Logik
überhaupt seien sollte und welche Eigenschaften de�nierbare Objekte besitzen. In
diesem Kapitel seiM eine metrische Struktur und L eine Signatur fürM. Weiter
sei A ⊂M eine Parametermenge.

De�nierbarkeit von Prädikaten

Im Kapitel über Verknüpfungen haben wir diese durch Approximation mithilfe
eines Teilsystems dargestellt, um die Anzahl der nötigen Verknüpfungen in Formeln
zu reduzieren. Damit lassen sich einige Verknüpfungen nicht als eine einzige Formel
schreiben, sondern als Grenzwert einer Formelfolge. Bei der Begri�sbildung der
De�nierbarkeit wollen wir diesen Umstand berücksichtigen.

De�nition 7.1. Sei P : Mn → [0, 1] ein Prädikat. Wir sagen P ist de�nierbar
in M über A, falls es eine Folge von L(A)-Formeln (ϕk(x))k gibt, sodass ϕMk (x)
auf Mn gleichmäÿig gegen P (x) konvergiert.

Bemerkung 7.2. In jeder Formel ϕk können nur endlich viele Parameter aus
A auftreten, es ist also für de�nierbare P immer möglich, bereits eine abzählbare
Menge A0 zu �nden, sodass P über A0 de�nierbar ist. Da jedoch die De�nition
von P abzählbar viele Formeln enthalten kann, muss diese Menge im Gegensatz zur
nicht-stetigen Logik nicht endlich sein.

Wir wollen nun zeigen, dass diese De�nition von De�nierbarkeit so ist wie ge-
wünscht, in dem Sinne, dass die De�nition das Prädikat eindeutig und unabhängig
von der Wahl eines Modells charakterisiert. Genauer wollen wir zeigen:

Satz 7.3. P ist ein de�nierbares Prädikat in M, genau dann wenn jede Fortset-
zung Q in einer elementare Erweiterung N invariant unter Automorphismen über
der Parametermenge der De�nition ist. Dass Q eine Fortsetzung von P ist, meint
(M, P ) ≺ (N , Q).

Um dieses Resultat zu beweisen, werden wir Eigenschaften des Typenraumes
ausnutzen. Mit dem nächsten Satz stellen wir einen Bezug zwischen de�nierbaren
Prädikaten und stetigen Abbildungen wie in 6.23 her.

Satz 7.4. Sei P : Mn → [0, 1] eine Funktion. P ist genau dann ein über A de�-
nierbares Prädikat, wenn eine Funktion Φ : Sn(A) → [0, 1] existiert, welche stetig
bezüglich der Logik-Topologie ist und für alle a ∈Mn gilt P (a) = Φ(tpM(a))

Beweis. ⇐= : Sei Φ eine Funktion mit P (a) = Φ(tp(a)), dann existiert nach 6.23
eine Folge von L(A)-Formeln (ϕk)k, sodass ϕ̃k gleichmäÿig gegen Φ konvergiert.
Mit p := tp(a) ist nun |ϕMk (a) − P (a)| = |ϕ̃k(p) − Φ(p)|, also konvergiert (ϕk)k
gleichmäÿig gegen P (a) und somit ist P ein de�nierbares Prädikat.

=⇒ : Sei N �M eine κ-saturierte elementare Erweiterung, wobei κ > card(A).
Da P de�nierbar ist, existiert eine Folge (ϕk)k von L(A)-Formeln, für die ϕMk gegen
P konvergiert. Nun ist supa∈M{|ϕMk (a)−ϕMl (a)|} = supb∈N{|ϕNk (b)−ϕNl (b)|} für
alle k, l, also konvergieren die ϕNk auf N gegen ein Prädikat Q. Q ist o�ensichtlich
de�nierbar und erweitert P . Sei nun p ∈ Sn(A) ein Typ. Da N hinreichend saturiert
ist, �nden wir ein b ∈ Nn, welches p realisiert. De�niere Φ(p) := Q(b), dies ist
wohlde�niert, denn da die ϕk L(A)-Formeln sind, hängt Q(b) nur von tpN (b) ab.
Auÿerdem ist Φ der Limes der ϕ̃k, also ist Φ nach 6.23 stetig bezüglich der Logik-
Topologie und es ist für a ∈Mn zudem P (a) = Q(a) = Φ(tp(a)). �
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Beweis. 7.3 =⇒ : Sei P und eine Folge (ϕk)k von L(A)-Formeln gegeben, für die
ϕMk gleichmäÿig gegen P konvergiert. Sein nun (N , Q) � (M, P ) eine elementare
Erweiterung, dann konvergieren ϕNk also gleichmäÿig gegen Q. Da die ϕk L(A)-
Formeln sind, sind die ϕNk invariant unter Automorphismen über A, also auch ihr
Limes Q.
⇐= : Sei (N , Q) � (M, P ) stark-κ-homogen und κ-saturiert für ein κ >

card(A). Wir de�nieren Φ : Sn(A) → [0, 1] durch Φ(p) = Q(b), wobei b eine Reali-
sierung von p ist. Dies ist wohlde�niert, denn wegen hinreichender Saturiertheit �n-
den wir für jedes p eine Realisierung und wegen stark-κ-homogen operiert AutA(N )
transitiv auf den Realisierungen eines festen Typs und Q war nach Voraussetzung
invariant. Sei nun p ∈ Sn(A) fest und r := Φ(p). Für jedes b ∈ Nn, das p rea-
lisiert, gilt nun Q(b) = r. Wegen der Saturiert existiert nun für jedes ε > 0 eine
Kondition ϕ = 0 in p und δ > 0, sodass φN (b) < δ =⇒ |Q(b) − r| ≤ ε

2 . Dann ist
Φ([φ < δ]) ⊂]ε− r, ε+ r[. Also ist Φ stetig und nach 7.4 ist P de�nierbar. �

Beispiel 7.5. Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum als Struktur in der
Signatur LProb = {0, 1, ·C ,∩,∪, P} (vgl. 2.17).

(1) Sei [A] ∈ B̂\{0}, dann ist mit r := P ([A]) die Abbildung u : t 7→ min{1, tr−1}
eine stetige Selbstabbildung von [0, 1] und damit eine Verknüpfung. Es ist
nun ϕ(X) := u(P (X ∩ A)) eine LProb({[A]})-Formel. Also ist ihre Inter-
pretation ϕM(X) = P (X|A) ein de�nierbares Prädikat.

(2) P (A|B) für beliebige A,B ∈ B̂ ist kein de�nierbares zweistelliges Prädikat,
falls in B̂ Elemente mit beliebig kleiner, positiver Wahrscheinlichkeit exis-
tieren (also die 0 nicht isoliert ist). Wähle in diesem Fall eine Folge (Ai)i
in B̂, welche gegen 0 konvergiert, dann ist P (0|Ai) ≡ 0, P (Ai|Ai) ≡ 1, also
ist P (A|B) nicht stetig nach (0, 0) fortsetzbar. Also kann es keine Folge von
Formeln geben, deren Interpretationen gleichmäÿig gegen P (A|B) konver-
gieren.

Nullmengen

In nicht-stetiger Logik bezeichnen wir eine Menge als de�nierbar, falls sie aus
den Elementen besteht, für die ein de�nierbares Prädikat wahr ist. Unser erster
Versuch, de�nierbare Mengen zu beschreiben, wird daher Analog dazu sein.

De�nition 7.6. Eine Teilmenge D ⊂Mn heiÿt Nullmenge über A, falls es ein
über A de�nierbares Prädikat P (x) gibt, sodass D = {x ∈Mn|P (x) = 0}.

Wir können Nullmengen auch anders charakterisieren, nämlich

Lemma 7.7. Für D ⊂Mn ist äquivalent:

(1) D ist eine Nullmenge
(2) Es gibt eine Folge (ϕm)m von L-Formeln, sodass

D = {x ∈Mn|∀m : ϕm(x) = 0} =
⋂
m∈NNullmenge von ϕm

Insbesondere sind Nullmengen unter abzählbaren Schnitten abgeschlossen.

Beweis. (1 =⇒ 2): Es gibt ein de�nierbares Prädikat P (x) und L(A)-Formeln
(ϕk(x))k mit

D = {x ∈Mn|P (x) = 0}; ϕk(x)→ P (x)

Wir können ohne Einschränkung die Folge (ϕk(x))k so wählen, dass für alle x ∈Mn

gilt: |P (x) − ϕMk (x)| < 1
k . Dann ist mit Dk := {x ∈ Mn|ϕk(x) .− 1

k = 0} also
D =

⋂
kDk

(2 =⇒ 1): Wenn (ϕm(x))m (2) erfüllen, dann ist mit P (x) :=
∑∞
m=1 2−mϕMm (x)

insgesamt D = {x ∈Mn|P (x) = 0}. �
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Beispiel 7.8. Sei M = N mit der diskreten Metrik als Struktur in der Signatur,
die für jedes Element von N ein Konstantensymbol enthält. Habe eine elementare
Erweiterung N �M und die Folge von Formeln ϕn(x) := maxi≤n

(1−d(x,i))
i . Diese

nimmt für i = x den Wert 1
i an und sonst 0. Das Prädikat, welches man als Limes

der Folge erhält, hat in N also die Nullmenge N \M und die Nullmenge inM ist
leer. Betrachte das Prädikat dist(x,D) := infy∈D d(x, y) mit D der Nullmenge in
N . Dieses kann nicht de�nierbar sein, denn sonst würde daraus, dass die Menge D
nicht-leer ist, bereits folgen, dass auch D ∩M nicht-leer wäre (vgl [1] 9.18).

Abstandsprädikate

Wir sehen, dass sich die De�nierbarkeit von Prädikaten beim Quanti�zieren über
Nullmengen ändern kann. Damit dies nicht der Fall ist, muss insbesondere also das
Prädikat dist(x,D) de�nierbar sein, da dieses sich durch das Quanti�zieren über D
bereits mit einer einzelnen Formel ausdrücken lässt. Wir können solche Prädikate
axiomatisch beschreiben.

Satz 7.9. Sei F ein Prädikat welches die Folgenden Axiome erfüllt:
(E1) sup

x
inf
y

max{F (y), |F (x)− d(x, y)|} = 0

(E2) sup
x
|F (x)− inf

y
min{F (y) + d(x, y), 1}| = 0

Dann nennen wir F ein Abstandsprädikat und mit D der Nullmenge von F ist
gerade F (x) = dist(x,D).

Beweis. 9.12 aus [1] �

De�nierbarkeit von Mengen

Wir fordern für eine de�nierbare Menge nun:

De�nition 7.10. Eine abgeschlossene Menge D ⊂ Mn heiÿt de�nierbar in M
über A genau dann, wenn das Abstandsprädikat dist(x,D) de�nierbar in M über A
ist.

Tatsächlich ist diese Bedingung ausreichend, damit wir über in diesem Sinne
de�nierbare Mengen quanti�zieren können, ohne die De�nierbarkeit von Prädikaten
zu verändern. Dies wird in [1] 9.17 genauer ausgeführt. Wir wollen an dieser Stelle
nicht näher darauf eingehen, sondern noch ein Beispiel für de�nierbare Mengen
geben.

Bemerkung 7.11. In der De�nition von de�nierbaren Mengen wird abgeschlossen
gefordert. Dies ist jedoch keine Einschränkung: Angenommen X ist die Nullmenge
eines Prädikates P und es gäbe ein x im Abschluss von X. Dann hätte x wegen
P (x) 6= 0 aber x eine Umgebung auf der P 6= 0 wäre, da P stetig ist, also läge x
nicht im Abschluss von X.

Beispiel 7.12. Betrachte ϕ(X) aus 7.5(1), sei D := {X|ϕM = 0} die zuge-
hörige Nullmenge. Im Allgemeinen ist ϕM(X) 6= dist(X,D), denn 0 ∈ D und
dist(A,D) ≤ d(0, A) = P (A) und P (A|A) = 1, also sind die Werte für A 6= 1 ver-
schieden. Jedoch ist D de�nierbar, denn dist(X,D) = P (X ∩A) = P (X|A) ·P (A).
Insbesondere besteht B aus allen Ereignissen, die disjunkt zu A sind (modulo P )
und D ist abgeschlossen. Damit folgt, dass die Menge aller Ereignisse, die mit A
zusammenfallen können, eine o�ene Teilmenge der Ereignisalgebra ist, die A ent-
hält.

De�nierbarkeit von Funktionen

Abschlieÿend wollen wir noch den De�nierbarkeit für Funktionen de�nieren und
eine Aussage über beliebige de�nierbare Funktionen bemerken, ohne weiter ins De-
tail zu gehen.
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De�nition 7.13. Sei M eine L-Struktur und A ⊂M . Eine Funktion f : Mn →M
ist de�nierbar genau dann, wenn die Funktion d(f(x), y) aufMn+1 ein inM über
A de�nierbares Prädikat ist.

Lemma 7.14. Jede de�nierbare Funktion f : Mn →M ist gleichmäÿig stetig.

Beweis. [1] Prop. 9.23 �
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