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1. Einleitung

Aufgrund von Corona wurde Ende Mérz / Anfang April 2020 deutlich, dass wir
das Seminar nicht in der bekannten Form durchfiihren kénnen, da es, zumindest zu
Beginn des Sommersemesters, keine Prisenzveranstaltungen geben wiirde. Darauf-
hin stellte sich die Frage, in welcher Form wir das Seminar durchfiihren méchten:
Soll jeder sein Thema, wie auch in der bekannten Form, {iber Screensharing den an-
deren Vorstellen oder wollen wir eine gemeinsame Arbeit zu dem Thema verfassen?
Wir entschieden uns fiir die zweite Moglichkeit.

Es stellt sich heraus, dass in klassischer Logik erster Stufe diverse Eigenschaften,
welche man beim Arbeiten in metrischen oder topologischen Rdumen voraussetzen
mochte, sich nicht durch Formeln beschreiben lassen. Die meisten Arbeitstechniken
der Modelltheorie sind somit fiir solche Strukturen ungeeignet. Durch das Anpassen
der Logik auf metrische Strukturen versucht man nun dieses Problem zu umgehen.
In unserer Arbeit orientieren wir uns an [1] und richten uns an Personen, die schon
Erfahrungen mit der Modelltheorie gemacht haben, wobei diese nur fiir Vergleiche
zwischen der klassischen Modelltheorie und dieser in stetiger Logik nétig sind. Die
Arbeit soll einen Einblick in die stetige Logik geben, angereichert um Beispiele und
Vergleiche zur klassischen Modelltheorie.

Begleitet und betreut wurde das Seminar von Prof. Dr. Immanuel Halupczok,
Heinrich-Heine-Universitdt Diisseldorf.

2. Metrische Strukturen und Signaturen

Bevor die Modelltheorie auf metrischen Strukturen eingefiihrt werden kann, ist
es hilfreich, die Grundlagen der Theorie metrischer Raume einzufiihren beziehungs-
weise an sie zu erinnern. Dabei ist das Konzept der gleichmé&figen Stetigkeit von
grofser Bedeutung.

Date: Sommersemester 2020.
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Metrische Strukturen

Fiir analytische Zwecke ist die Vollstandigkeit von metrischen Raumen unerliss-
lich, sodass wir fiir metrische Strukturen diese voraussetzen.

Definition 2.1. (1) FEin metrischer Raum (M, d) besteht aus einer Menge
M wund einer Abbildung d: M x M — [0,00[, der Metrik, die folgende
Eigenschaften besitzt:

(i) dlx,y) =0 < x=vy, xz,y€ M (Definitheit)
(ii) d(z,y) =d(y,z), z,y€ M (Symmetrie)
(iii) d(z,y) < d(z,2)+d(z,y), x,y,2€ M  (Dreiecksungleichung)
(2) FEin metrischer Raum heif$t vollstindig, falls jede Cauchyfolge in M auch
konvergiert.

Sei von nun an M ein metrischer Raum.

(3) M heif$st beschriankt, falls sup{d(x,y) : x,y € M} < oo. Diese Zahl nennt
man Durchmesser.

(4) Seien (M,d),(M’,d") metrische Riume und f: M — M’ eine Abbildung.
FEine Funktion A :)0,1] —]0,1], heiffit (GleichmiRiges) Stetigkeitsmo-
dul von f, falls sie Folgendes erfillt: Fir ein vorgegebenes € > 0 und alle
x,ye M

d(z,y) < Ae) = d(f(x), f(y)) <e.

Die folgenden Definitionen sind die Analoga zu den Begriffen der Konstanten,
Funktionen und Relationen der klassischen Modelltheorie.

Definition 2.2. Sei (M,d) ein beschrinkter metrischer Raum.

(1) FEin Pradikat auf M ist eine gleichmdfig stetige Funktion von M™ in das
kompakte Intervall [0,1], wobei n € N.

(2) Fine Funktion auf M ist eine gleichmdflig stetige Funktion von M™ nach
M, wobei n € N.

(3) Eine Konstante ist ein ausgezeichnetes Element aus M.

(4) Die natiirliche Zahl n in den Definitionen des Prdidikates und der Funktion
heifit Stelligkeit des Pridikates/der Funktion.

(5) Fine metrische Struktur M besteht aus einer Familie von Pridikaten
auf M {R;: i € I}, einer Familie von Funktionen auf M {F;: j € J} und
einer Familie von Konstanten {ax: k € K}, fir Indexmengen I, J, K. Wir
schreiben diese Struktur auch als M = (M, R;, Fj,ap: i€ 1,j € J ke K).

Beispiel 2.3. (1) Ein Trivialbeispiel ist ein metrischer Raum (M, d) ohne wei-
tere Struktur. Dies bedeutet, dass die Mengen der Prddikate, Funktionen
und Konstanten alle leer sind.

(2) Wir versuchen die klassische Modelltheorie in die metrischer Riume einzu-
betten. Sei dafiir ein Modell M gegeben. Wir setzen als Metrik die diskrete
Metrik, welche Elementen x,y genau dann die Zahl 1 zuordnet, wenn x =y
und sonst den Wert 0 annimmt. Mit dieser Ausstattung kénnen wir Rela-
tionen als Pridikate auffassen, die diskret die Werte 0 oder 1 annehmen.
Man beachte, dass Funktionen F: M™ — M und Pradikate R: M™ — [0, 1]
immer gleichmdflig stetig sind, falls man M mit der diskreten Metrik und
M™ mit der zugehérigen Produktmetrik, vergleiche auch 2.6, ausstattet.
Daher sind Strukturen der klassischen Modelltheorie auch metrische Struk-
turen.

Nun werden wir ausgehend von der Definition einer metrischen Struktur die
zugehorige Signatur entwickeln.
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Definition 2.4. Sei M = (M,R;,Fj,a: i € I,j € J,k € K) eine metrische
Struktur. Eine Signatur L ist eine Vereinigung von folgenden Symbolen:
(1) Pradikatensymbolen P;, welche einem Pridikat R; auf M zugeordnet
sind.
(2) Funktionensymbolen f;, welche einer Funktion F; auf M zugeordnet
sind.
(3) Konstantensymbolen ci, welche einer Konstante ay zugeordnet sind.

Zusdtzlich gibt eine Signatur L fiir ein Prddikatensymbol P; ein Stetigkeitsmodul
Ap, und fir ein Funktionensymbol f; ein Stetigkeitsmodul Ay, an, der fir die
Jeweiligen R; bzw. F ein Stetigkeitsmodul darstellt.

Letztendlich spezifiziert L durch Dy, eine obere Schranke fiir den Durchmesser von
M, wobei wir diese ohne Einschrankung als 1 setzen.

Sind all diese Voraussetzungen erfillt, so sagen wir, dass M eine L-Struktur ist.

Die Begriffe der strukturerhaltenden Abbildungen aus der klassischen Modell-
theorie werden im metrischen Kontext wie folgt definiert.

Definition 2.5. Sei L eine Signatur fiir metrische Riume und seien M, N metri-
sche Strukturen.

(1) Eine Einbettung von M nach N ist eine Isometrie T: (M,dp) — (N,dn),
welche mit den Interpretationen der Symbole aus L vertauscht. Das heif§t,
wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol ist und aq,...,a, € M, so gilt

(T (ar),..., T(an)) = T(f* (a1, an));
wenn ¢ ein Konstantensymbol ist, so gilt
N =T(M);

und wenn P ein Prdadikatensymbol mit Stelligkeit n ist und a1, ...,a, € M,
so gilt
PM(ay,...,an) = PN (T(a), .., T(an)).

(2) Ein Isomorphismus von M nach N ist eine surjektive Einbettung. In
diesem Fall heifflen M und N isomorph und wir schreiben M = N.

(3) FEin Automorphismus ist ein Isomorphismus von M nach M.

(4) M ist eine Unterstruktur von N, falls M C N und die Einbettungsab-
bildung i: M — N,z — x eine Finbettung ist.

Metrische Riume

Definition 2.6. Seien (M;,d;) firi=1,...,n metrische Riume. Wir statten den
Raum M™ mit der Produktmetrik

d(z,y) := max{d;(z;,y;): i = 1,...,n}, wobei x = (z1,...,2,),y = (Y1,--,Yn),
aus.

Hiufig ist es einfacher, auf Mengen einen Abstandsbegriff zu definieren, welcher
auch nicht-selben Elementen den Abstand Null zuweist. Folgende Konstruktion
erlaubt es, auf kanonische Art und Weise dennoch eine vollwertige Metrik und
daher einen metrischen Raum zu erhalten.

Definition 2.7. (1) (My,dy) heifit pseudometrischer Raum und dy Pseu-
dometrik, falls die Abbildung dy: M x M — [0, 00[ symmetrisch ist und
die Dreiecksgleichung im Sinne von 2.1 erfillt, jedoch nur

do(I,IE) =0 z¢€ MO
gilt.



(2) Sei (My,dy) ein pseudometrischer Raum. Wir definieren eine Aquivalenz-
relation ~ auf My x My wie folgt:

e~y <= do(z,y) =0 z,y € M

und bezeichnen die Aquivalenzklassen mit T. Dass ~ eine Aquivalenzrelation
ist, folgt direkt aus den definierenden Figenschaften der Pseudometrik dy.
Wir setzen

M = MO/N7 d(§7 y) = d()(fE,y) T,y € M0~
(M, d) heifit Quotientenraum, welche von (My,dy) induziert ist.

Im Folgenden beweisen wir grundlegende Resultate iiber gleichméifig stetige Ab-
bildungen zwischen metrischen Rdumen und fiihren das fiir die stetige Logik wich-
tige Konzept der Infimums- und Supremumsfunktionen ein.

Satz 2.8. FEs seien f: M — M’ und f': M’ — M" Abbildungen zwischen me-
trischen Rdaumen M, M’ M" und A, A" die zugehérigen (gleichmdifigen) Stetig-
keitsmodule. Dann ist A(1/2 - (A'(g)) ein Stetigkeitsmodul fir ' o f, sodass f’ o f
gleichmafig stetig ist.

Beweis. Wir geben ein € > 0 vor. Seien z,y € M mit d(z,y) < A(1/2- A'(e)).
Nach Definition des Stetigkeitsmoduls gilt also d'(f(z), f(y)) < 1/2 - Al(g), was
seinerseits d’(f'(f(x)), f'(f(y))) < € und somit die Behauptung impliziert. O

Definition 2.9. Seien (M,d),(M’,d") metrische Riume und f,(fn)n Abbildungen
von M nach M’'. Die Funktionenfolge f,, konvergiert gleichméifig gegen f, falls
fiir alle e > 0 ein N € N derart ezistiert, sodass fiir alle x € M undn > N

d'(f(z), fulz)) < e
gilt.

Satz 2.10. Seien M, M’ und f,, [ wie oben. Zusditzlich seien die f, gleichmdfig
stetig und gleichmdfig konvergent gegen f. Dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Ein € > 0 sei vorgegeben. Seien z,y € M, noch zu spezifizierend, nah
aneinander. Wir wéhlen ein n € N, sodass |f,(z) — f(2)] < /3 gleichméfig in
z € M gilt. Zusétzlich gelte d(xz,y) < J, wobei § so gewahlt ist, dass fiir alle
xz,y € M mit d(xz,y) < 0 bereits d'(fn(z), fn(y)) < /3 gilt, was aufgrund der
gleichméfigen Stetigkeit von f, mdoglich ist. Damit erhalten wir

[f (@) = fW) < 1f(@) = fu(@)| + [ful2) = fu(@)| + [fuly) = FW)| <3 -€/3 =¢.

Das n und ¢ sind unabhingig von x € M, sodass diese Stetigkeit auch gleichméfig
ist. O

Satz 2.11. Seien (My,d;), (M, ds), (Ms,ds) metrische Riume, f, f,: My — My
und f', fl : My — Mjs fiir n € N derartige gleichmaflig stetige Funktionen, dass
fn gleichmdfig gegen f und f! gleichmdfig gegen f' konvergiert. Dann konvergiert
auch f! o f, gleichmdpig gegen f' o f.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt ab einem N; € N fiir alle n > Ny, dass |f(z) —
fn(x)| klein ist, wobei das Np nicht von z € M; abhingt. Ab einem N, € N gilt
wiederum fiir alle n > N, dass |f/'(y) — f/(y)| klein ist und dieses N ist erneut
unabhingig von y € M. Setzen wir nun N := max{Ny, Nz}, so impliziert die
gleichméfige Stetigkeit der Abbildungen die Behauptung. (|

Es folgt das wichtige Konzept der Supremums- und Infimumsfunktionen, welche
in der stetigen Logik anschaulich die Rolle von Quantoren einnehmen.
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Definition 2.12. Es seien M, M’ metrische Riume und f: M x M’ — R eine
beschrankte Abbildung. Wir definieren die neuen Abbildungen

supf: M — R, z+ sup {f(z,y):y€ M'} und
Yy yeM’

inff: M - R, x— inf {f(z,y):ye M'}.
Y yeM’

Satz 2.13. Seien M, M’ metrische Riume und f M x M’ — R eine gleichmdfig
stetige beschrinkte Funktion und A ein gleichmdfliges Stetigkeitsmodul fiir f. Dann
sind sup, f und infy f auch gleichmdfig stetige und beschrinkte Funktionen und A
ist ein gleichmdfSiges Stetigkeitsmodul fiir beide Abbildungen.

Beweis. Sei ein ¢ > 0 vorgegeben und u,v € M mit d(u,v) < A(e). Wir rechnen
fiir z € M’

F(0,2) < flu,2) + & < sup f(u) +e.
Y

Da z € M’ beliebig war, ist es moglich das Supremum iiber die Ungleichung zu
bilden, was sup,, f(v) — sup, f(u) < € generiert. Ein Vertauschen von u und v in
der Rechnung liefert die Beziehung sup, f(u) —sup, f(v) < ¢, sodass

|sup,, f(v) —sup,, f(u)| < e folgt. Damit ist sup,, f gerade gleichméfig stetig.

Fiir das Infimum beachte

flu,2) <e+ f(v,2).
Eine Infimumsbildung iiber die Ungleichung in z € M’ generiert
infy f(u) —inf, f(v) < e und ein erneutes Symmetrieargument

|ir;ff(u) —ir;ff(v)| <e.

Damit ist auch inf, f gleichméfig stetig und beide Abbildungen haben den behaup-
teten Stetigkeitsmodul. O

Es sei angemerkt, dass man die Beschranktheit der Funktion f benétigt, damit die
Operationen sup und inf iiberhaupt wohldefiniert sind.

Es wird sich herausstellen, dass die Beibehaltung gleichmifiger Stetigkeit der Su-
premums- und Infimumsfunktion integral fiir die Funktionalitit der hier beschrie-
benen Modelltheorie metrischer Strukturen ist.

Satz 2.14. Sei (M,d) ein metrischer Raum und fs : M — [0,1] fir eine In-
dexmenge S eine gleichmajig stetige Funktion. Zusdtzlich sei A ein gemeinsames
gleichmdpiges Stetigkeitsmodul fiir die Funktionenfamilie. Dann sind sup, fs und
infy fs gleichmdfig stetige Funktionen mit Definitionsbereich M wund Zielbereich
[0,1]. Auferdem ist A ein gleichmafliges Stetigkeitsmodul fiir beide Funktionen.

Beweis. Wir wollen dies auf 2.13 zuriickfithren und setzen dazu M’ := S und die
Metrik auf M’ sei die diskrete Metrik. Weiterhin setzen wir f(z,s) := fs(z) und
entnehmen der Voraussetzung, dass A dann ein Stetigkeitsmodul fir f ist. Die
Behauptung folgt nun vollstandig aus 2.13. O

Satz 2.15. FEs seien M, M' metrische Raume und f, f1, fo,... beschrankte reell-
wertige Funktionen von M x M’. Falls f, gleichmaf$ig gegen | konvergiert, so kon-
vergiert sup,, fn auf M gleichmdpig gegen sup,, f und infy f,, (auf M) gegen inf, f.

Beweis. Wir geben ein € > 0 vor. Seien u,v € M. Fiir beliebige, aber feste, z € M’
gilt dann fiir grofse n

fulu, 2) = fu,2) <e,
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aufgrund der gleichméfigen Konvergenz, wobei das n unabhéngig von den u €
M,z € M’ ist. Eine Supremumsbildung resultiert in

sup fn(u) —sup f(u) < e
y y
und ein Symmetrieargument liefert
|sup fn(u) —sup f(u)| <e.
y y

Wegen der Unabhingigkeit des n von u € M folgt die gleichmé&fige Konvergenz von
sup,, fn gegen sup, f.

Der Beweis fiir inf, f,, verlduft vollig analog, sodass wir auf diesen hier verzich-
ten. O

Wahrscheinlichkeitsrdume

In diesem Abschnitt wollen wir Wahrscheinlichkeitsrdume als metrische Struk-
turen identifizieren.

Definition 2.16. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (X, B, P) ist ein Tripel beste-
hend aus einer nicht-leeren Menge X, einer o-Algebra B auf X und einem auf 1
normierten Maf§ P.

Wir konstruieren einen Mafiraum, den man als metrischen Raum auffassen kann.
Dafiir schreiben wir A ~ B, wenn AAB eine Nullmenge unter P ist, wobei A, B € B
und A die symmetrische Differenz zweier Mengen bezeichnet. Dies ist eine Aquiva-
lenzrelation.

Die Restklasse von einem A € B bezeichnen wir mit [A] und nennen sie Ereignis.
Die Menge all dieser Aquivalenzklassen notieren wir mit B und nennen sie Ereignis
o— Algebra. Wir beachten, dass P als induziertes Maf auf B wohldefiniert ist

Definition 2.17. Seien nun (X, B, P) gegeben. Wir setzen
M= (B,0,1,-°,n,U, P)
und nennen sie Wahrscheinlichkeitsstruktur. Dabei ist die Metrik gegeben durch
d([A],[B]) := P(AAB) man vergleiche mit 2.7
und die anderen Operationen sind die gewdohnlichen induzierten Mengenoperatio-

nen auf B. Dabei iiberzeugt man sich schnell, dass die Stetigkeitsmoduli fiir -© durch
A(e) = € und fir die Vereinigung und den Schnitt durch A(e) = e/2 gegeben sind.

Die gemaf$ 2./ kanonisch definierte Signatur bezeichnen wir mit Lp,p.

3. Formeln
Formeln und Interpretationen

In diesem Kapitel definieren wir analog zur diskreten Logik grundlegende Begriffe
wie Terme, Formeln und deren Interpretationen in Strukturen.

Definition 3.1. Sei (My,dy) ein pseudometrischer Raum mit Durchmesser 1 und
L eine Signatur.
(1) FEine L-Prastruktur Mg auf (Mg, do) besteht aus:
(i) einer Funktion PMo: MJ — [0,1] mit Stetigkeitsmodul Ap fiir jedes
n-stellige Pradikatsymbol P in L.
(ii) einer Funktion fMo: My — My mit Stetigkeitsmodul Ay fiir jedes
n-stellige Funktionssymbol f in L.
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(iii) ein Element cMo fiir jedes Konstantensymbol c in L.
(2) Zu einer L-Prastruktur Mo auf (Mo, do) sei die Quotienten L-Pristruk-
tur M auf dem Quotientenraum (M,d) von (My,dy) definiert durch:
(i) die eindeutige Punktion PM: M™ — [0,1] mit PM (7 (z)) := PMo(2)
fiir jedes n-stellige Pradikatsymbol P in L.
(ii) die eindeutige Funktion f™M: M™ — M mit fM(n(2)) == 7(fMo(z))
fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f in L.
(iii) fiir jedes Konstantensymbol c in L sei c™M = m(cMo).
(8) Die Vervollstindigung der Quotienten L-Prastruktur M auf (M,d) sei
die Folgende L-Struktur N auf der Vervollstindigung (N,d) von (M,d):
(i) Fiir ein n-stelliges Pradikatsymbol P in L sei PN: N™ — [0,1] die
eindeutige stetige Fortsetzung von PM.
(ii) Fir ein n-stelliges Funktionssymbol f in L sei fV: N — N die ein-
deutige stetige Fortsetzung von ™.
(iii) Fiir jedes Konstantensymbol c in L sei N = M.,

Die Konstruktionen aus (2) und (3) erhalten den Durchmesser und alle Stetigkeits-
module.

Ein wichtiger Unterschied zur diskreten Logik ist hier, dass die Stetigkeitsmodule
ein fester Bestandteil der Sprache sind.

Definition 3.2. L-Terme sind wie folgt rekursiv definiert:

(1) Variablen und Konstantensymbole sind L-Terme.
(2) Fir ein n-stelliges Funktionssymbol und L-Terme tq, ..., t, ist f(t1,...,ts)
ewn L-Term.

Sei t ein Term und x = (x1,...,xy,) ein Tupel aller Variablen, die in t vorkommen,
dann sagen wir t ist ein Term in x1,...,x, bzw. x und schreiben t(x1,...,x,),
oder kurz t(xz). Manchmal fassen wir einen Term t(x) auch als t(y) auf, wobei y
ein Tupel ist, das alle x; enthdlt. B B

Definition 3.3. Fir einen L-Term t(x1,...,x,) und eine L-Prastruktur M defi-
nieren wir t": M™ — M rekursiv:

(1) Falls t = c gilt fiir ein Konstantensymbol c, dann setzten wir t™(a) := M.
(2) Falls t = x; gilt, dann setzte wir t"(a) := a;.
(3) Fallst = f(t1,...,tm), dann setzen wir t*(a) := fMtM(a),...,tM(a)).

Definition 3.4. L-Formeln in einem Variablen Tupel x werden analog zu Formeln
in normaler Logik definiert:

(1) Fiir zwei L-Terme t1,ts in x ist d(t1,t2) eine L-Formel in z.

(2) Fir ein n-stelliges Pradikatsymbol (d wird hierbei wie zweistelliges Pridi-
katsymbol behandelt) P und L-Terme t1,... t, in x ist P(t1,...,t,) eine
L-Formel in x.

(3) Seien pi,..., o, L-Formeln in x, dann ist fir eine stetige Funktion w: [0,1]" —
[0,1] u(p1,...,pn) eine L-Formel in z.

(4) Fiir eine L-Formel ¢ in (y,z) sind sup, ¢ und inf, ¢ L-Formeln in x.
Formeln die ohne diesen Schritt konstruiert werden heiffen quantorenfrei.

Eine Formel aus (1) oder (2) heifst atomar. Wie in normaler Logik schreiben wir
fiir eine Formel o(x) fir eine L-Formel ¢ in x. Wie bei L-Termen vergréfiern wir
manchmal das Tupel x.

Definition 3.5. Fir einen L-Formel ¢(x1,...,x,) und eine L-Prastruktur M
definieren wir ™ : M™ — [0, 1] rekursiv:

(1) Falls p = d(ty,ts) fiir L-Terme t1,ty in z, setzen wir o™ (a) := dM (' (a), t534(a)).



(2) Falls ¢ = P(ty,...,ty) fir ein Pradikatsymbol P und L-Terme tq,...,tm,

in z, setzen wir ™ (a) := PM(tM(a), ..., t)(a)).
(8) Falls ¢ = u(r,...,¢¥m) fir eine stetige Funktion w: [0,1]™ — [0,1] und
L-Formeln 1, ..., %0, in z, setzen wir ™ (a) := u(yM(a), ..., v (a)).

(4) Falls ¢ = inf, b oder ¢ = supyp gilt fir eine L-Formel ¢ in (y,x), setzen
wir M (a) = inf{vM(b,a)) | b€ M}, bzw. o (a) = sup{y(b,a)) | b €

Satz 3.6. Fir jede L-Formel ¢ und jeden L-Term t existieren Stetigkeitsmodule
A, und Ay fiir t": M™ — M bzw. o™ : M — [0,1] die von der L-Prastruktur M
nicht abhdngen.

Beweis. Folgt per Induktion iiber den Aufbau des Terms bzw. der Formel. Da die
Stetigkeitsmodule Ay, Ap zu einem Funktionssymbol f € L und einem Prédikat-
symbol P € L von M unabhéngig sind, folgt die Aussage aus Satz 2.8 fiir alle Terme
und quantorenfreie Formeln. Mit Satz 2.13 folgt die Aussage auch fiir Formeln mit
Quantoren. O

Satz 3.7. Sei wie in Definition 3.1 My eine L-Pristruktur, M die zugehdrige
Quotienten L-Pristruktur und N die Vervollstindigung von M. Dann gilt fiir einen
L-Term t(z), eine L-Formel p(z), a € My und o’ € M C N:

(1) tM(w(a)) = 7 (tMo(a)),
(2) eM(n(a)) = oM (a),
(3) tN(a') = t"M(a')

(4) ¢N(d') = M(d)

Beweis. Folgt per Induktion iiber den Aufbau des Terms bzw. der Formel. Nach
Konstruktion von M und N, Definition 3.3 und Definition 3.5 gilt die Aussage
fiir alle Terme und quantorenfreie Formeln. Sei nun ¢(z) = Q,¥(y,z), wobei Q
entweder inf oder sup ist, und die Aussage gelte bereits fiir ¢)(y, ). Da 7 surjektiv
ist erhdlt man

QUYMW m(a)) [V € M} = Q{y™(n(b),7(a)) | b€ Mo}}
= Q{yv™M(b,a) | b € Mo}}
Da ¢V stetig ist, w]AJ\//I = ¢pM gilt und M dicht in N liegt, folgt

QUYMW d) |V € M} = QN (¥, a) |V € N}.
Damit folgt (2) und (4) auch fiir Formeln mit Quantoren. O

Definition 3.8. Zwei L-Formeln ¢(z) und ¢(x) heiffen dquivalent, falls fir jede
L-Struktur M und alle Tupel a € M™ p(a) = ¢(a) gilt.

Nun wollen wir auch sagen kénnen was in einer L-Préstruktur wahr ist und was
nicht. In stetiger Logik reichen hierfiir Formeln. Da unsere Formeln allerdings Werte
in [0,1] annehmen, ist erst mal nicht ganz klar, wann eine Formel wahr sein soll.
Deswegen fiihren einen neuen Begriff ein:

Definition 3.9. Fine L-Bedingung FE ist ein formaler Ausdruck ¢ = 0 fiir eine
L-Formel .

(1) Falls ¢ keine freien Variabeln hat, heifst E geschlossen.

(2) Falls fiir eine L-Pristruktur M und a € M™ ¢™(a) = 0 gilt, sagen wir E
von a ist wahr in M und schreiben M = Ela].

(8) Zwei L-Bedingungen E1, Fo heiffen logisch &quivalent, falls fiir jede L-
Struktur M und alle Tupel a € M™ gilt: M | E1[a] & M = Es[a).
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Bemerkung 3.10. (1) Nach Satz 3.7 kann in Definition 3.8 und in 3.9 (3),
das gleiche fir alle L-Prastrukturen gefordert werden.

(2) Die Aquivalenz von zwei L-Formeln o1(z), po(z) impliziert die logische
Aquivalenz von den L-Bedingungen E; := p1(z) = 0 und Ey := pa(z) = 0.
Die Umkehrung gilt aber nicht, da die logische Aquivalenz von L-Bedingungen
nur von den Nullstellen der zugrunde liegenden Formeln auf alle L-Strukturen
abhdngt. Fir ¢1(z,y) := d(z,y) und p2(x,y) := min(2d(z,y),1) ist zum
Beispiel Ey zu Es logisch dquivalent, aber @1 ist nicht dquivalent zu po.

(8) Fir eine L-Bedingung E|x], eine L-Prastruktur M ist die Menge {a € M™ |
M |= Ela]} stets abgeschlossen, da nach Satz 5.6 fir jede L-Formel o(z)
die Funktion o™ stetig ist.

Definition 3.11. Seien ¢, ¢ zwei L-Formeln und —: [0,1]™ — [0, 1] definiert durch
1 = x9 := max(xy — 3,0).

(1) Wir schreiben ¢ = ¢ als Abkiirzung fir die Bedingung | — ¢| = 0.

(2) Firr € [0,1] schreiben wir ¢ = r fir die Bedingung aus (1), wobei ¢ = r.

(3) Wir schreiben ¢ < ¢ und ¢ > ¢ als Abkiirzung fir ¢ — ¢ = 0.
Bemerkung 3.12. Sei E[z,z] = (¢(z,z) = 0), E1[z] = (p1(x) = 0) und Esly] =

(p2(y) = 0) fiir L-Formeln o(z,z), v1(z) und @2(y). Dann gilt fir eine L-Prastruktur

M und zwei Tupel a, b aus M :

(1) (M | Erla]) N(M | E3b]) < M | (max(e1(a),
(2) (M= Eila]) v (M = E>[b]) & M E (¢1(a) - galb
(8) Vz€ M : (M = Elz,a]) & M = (sup, ¢(z,a) = 0)
(4) 3z€ M : (M = Elz,4a]) & M = (inf, ¢(z,a) = 0)
Das heif$t, wir kénnen L-Bedingungen wie in diskreter Logik mit N\ und V verkniipfen
und haben auch ein Analogon zu All- und Ezistenzquantor. Was im Allgemeinen
aber nicht existiert ist die Negation:

Nach Bemerkung 5.10 ist die Menge A :=={a € M™ | M |= E[a]} abgeschlossen
fiir eine L-Bedingung E|z]. Falls nun eine Negation E[z] von Elz] ezistiert, dann
ist A = B€ fiir B:={a € M™ | M |= Ela]}, also offen. Das heift, falls wir jede
L-Bedingung negieren kinnten, dann wére jede Menge von der gleichen Form wie A
sowohl offen als auch abgeschlossen. Das ist aber zum Beispiel fir eine L-Struktur
mit nicht isolierten Punkten und die L-Bedingung d(x,y) = 0 nicht der Fall.

p2(b)) = 0)
)=0)

Verkniipfungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass man eigentlich nur endlich viele Verkniip-
fungen braucht. Um dies zu zeigen geben wir vier Verkniipfungen an und zeigen,
dass man mit den daraus konstruierbaren L-Formeln jede L-Formel beliebig ge-
nau approximieren kann. Aufserdem zeigen wir, dass eine bestimmte Teilmenge der
L-Bedingungen bereits festlegt, welche L-Bedingungen in einer L-Pristruktur fiir
welche Elemente wahr ist.

Definition 3.13. Ein Verkniipfungssystem F = (F,, | n > 1) ist eine Familie
von Mengen F,,, die aus stetigen Funktionen f:[0,1]™ — [0,1] bestehen.

(1) FEin Verkniipfungssystem heifit abgeschlossen, falls:
(i) Fir jedes n und jedes j < n die Projektion 77 : [0,1]" — [0,1] auf die
j-te Koordinate in F, ist.
(i1) Fir alle n, m, u € F,, und alle vy, ...,v, € F, auch u(vy,...,v,) in
F,,, ist.
Das kleinste abgeschlossene Verkniipfungssystem F, das F enthdlt heifit
Abschluss von F. Um diesen Abschluss zu konstruieren, definiert man Fg
als die Vereinigung von F und den Projektionen aus (i). Dann definiert man
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rekursiv Fp1 als Fy, vereinigt mit den fehlenden Funktionen aus (ii). Die
Vereinigung aller F, ist der Abschluss von F. Damit sind die Funktionen
in F genau die endlichen Verkniipfungen von Funktionen in F und die
Projektionen.

(2) Wir sagen F ist voll, falls fiir jede stetige Funktion f:[0,1]" — [0,1] und
jedes € > 0 ein g € F,, existiert mit ||f — g||oo < €.

Definition 3.14. F-eingeschrinkte L-Formeln seien wie folgt rekursiv definiert.

(1) Atomare L-Formeln sind F-eingeschrinkt.

(2) Falls p1,...,p, F-eingeschrinkte L-Formeln sind und v € F,, dann ist
auch u(p1, ... pn) F-eingeschrankt.

(8) Falls ¢ F-eingeschrinkt ist, ist es auch sup, ¢ und inf, p.

Lemma 3.15. Jede 7—eing§chrdnkte L-Formel st zu einer F-eingeschrinkten
L-Formel dquivalent. Wegen F C F ist jede F-eingeschrinkten L-Formel F-einge-
schrankt.

Beweis. Die Aussage lisst sich per Induktion iiber die Definition von F-einge-
schrinkte L-Formeln zeigen. Der Induktionsanfang (1) und der Induktionsschritt
im Fall (3) sind klar. Nach der expliziten Konstruktion von F ist jedes u € F,, eine
endliche Verkniipfung von Funktionen aus F oder eine Projektion. Damit ist al-
so fiir F-eingeschrinkt L-Formeln 1, ..., @,, die zu F-eingeschrinkten L-Formeln
@1, .., dn quivalent sind, auch u(epy, ..., p,) zu einer F-eingeschrinkten L-Formel
dquivalent. Das folgt entweder aus (2) fiir F-eingeschrinkte L-Formeln endlich oft
angewandt, oder, falls u eine Projektion ist, einfach aus u(y1,...,¢n) = ¢; =

o;- O

Satz 3.16. Sei F ein volles Verkniipfungssystem. Dann existiert fiir jede L-Formel
@ und jedes € > 0 eine F-beschrinkte L-Formel ., so dass fiir alle L-Prastrukturen
MM = oMo < € gilt.

Beweis. Nach Lemma 3.15 reicht es eine F-beschrinkte L-Formel ¢ zu finden. Dies
lésst sich per Induktion iiber den Aufbau der Formel zeigen. Beim Induktionsschritt
fiir L-Formeln der Form 9 = u(e1,...,¢n) = u(p) wihlen wir ein v € F,, mit

[[u — u'[|oo < § und setzen 0 = A“T(%). Dann ist wegen d(p;, @) < Au(5):

[/ (05) = w(@)lloo < [0 (05) = ul@)lloo + [luley) — u(@)ll

P
-+ - =€

-2 2
Der Induktionsanfang und der Induktionsschritt fiir Quantoren sind klar. O

Definition 3.17. Wir definieren Fo als das Verkniipfungssystem mit Fy := {0,1, £},
Fy:={=} und Fsq := {@}, wobei 0 und 1 konstante Funktionen in einer Variable
sind.

Bemerkung 3.18. In F, von Fy liegen folgende Abbildungen:
(1) min(ajl, 1‘2) =T = (1‘1 = 1‘2)
(2) max(x1,22) =1 =min(l ~x1,1 = x9)
(8) |x1 — z2] = max(x; — T2, 22 ~ 1)
(4) min(z1 +22,1) =1 = ((1 = 1) = 22)
(5) 1= (mx2) = ((-.. (x1 ~x2) ~...) ~ 22

m—mal

Insbesondere erhdlt man durch iterierte Anwendung von (4) auf 27" = ((3)"o1) €
F1, dass Ay == {m27" € [0,1]|m,n € No} in Fy liegt.
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Lemma 3.19. Sei f : [0,1]" — [0,1] eine stetige Funktion, z, # z, € Ay und
€ >0, dann existiert ein g € I, mit |f(z;) — g(z;)| < e fir j =1,2.

Beweis. Da x; # x4 ist ;1 # x; 2 fiir ein . Wir setzen £; := z; ; und 22 := x; 2 und
wihlen eine stetige Funktion f : [0,1] — [0,1] mit f(£1) = f(z;) und f(i2) = f(z).
Wenn wir nun eine Funktion § € F; finden mit |f(z;) — §(2;)| < e fiir j = 1,2,
dann ist g := § o7 € F,, Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften. Es reicht
die Aussage fiir n = 1 zu zeigen.

Sei nun also n = 1 und ohne Einschréinkung sei x; < x2. Wéhle a; in Ay mit
laj — f(x;)| < e. Falls a; > as wéhlen wir ein m € N mit a < m(zy — 1) und
definieren g € F; durch g(y) := max(a; — m(y = x1),az). Nach Bemerkung 3.18
liegt g tatsiichlich in F'; und es gilt g(z1) = a1 und g(x3) = ag. Falls a; < az gilt,
ersetzen wir in g a; durch 1 = a;. Damit ist dann 1 =~ g eine Funktion mit den
gewiinschten Eigenschaften. O

Satz 3.20. Fy ist voll.

Beweis. Sei u : [0,1]" — [0,1] stetig und € > 0. Fiir alle z,, z, € A% wihlen wir ein
9z, .z, € Fnomit [u(z;) — gs, 2, (2;)] < e Da A% dicht in [0,1]™ liegt bildet

({y € [07 1]n ‘ 9z, .z, (y) - U(y) < €}>asleA"

eine offene Uberdeckung von [0, 1]" fiir jedes 5 € A%. Wegen der Kompakthelt von
[0,1]" kann diese auf eine endliche reduziert werden. Das heift es gibt z1,...2}*2
so dass fiir g;, = min(gy1 4 ,..., 9, ) folgendes gilt:

= =1 L7 Ty

(1) gz, <u-te
(2) g, > u — € auf der offenen Menge

Vo, = [ {y €10, 10" | 9o 0, (v) > uly) — €}
k<sa,

Yok z, (Z2)| < € enthéilt Vi, 25. Da A} dicht in [0, 1]" liegt, bilden die
V., eine offene Uberdeckung von [0, 1]". Diese Uberdeckung kann auf eine endliche
reduziert werden, das heifst es gibt :ci ;oo 2" s0 dass fiir g := max{ggé, ce e}
auch g > u — e gilt. Dafiiralle j =1,...,m g, g <u+te gilt, folgt ||u — g||oo < €.

Wegen |u(z,) -

Auferdem liegt ¢ in F,,, da nach Bemerkung 3 18 endliche Minima und Maxima
von Funktionen in F,, wieder in F,, liegen. t

Definition 3.21. Eine L-Formel ist in Pranexform, falls sie die Gestalt Q;l L Qp
hat fiir eine quantorenfreie L-Formel ¢ und fiir Q' = sup oder Q' = inf.

Lemma 3.22. Jede Fy-eingeschrankte L-Formel ist dquivalent zu einer Fy-einge-
schrankten L-Formel in Prinexform.

Beweis. Folgt per Induktion iiber den Aufbau der Formel. Der Induktionsanfang
und der Quantoren Induktionsschritt sind klar. Der Induktionsschritt fiir Formeln
der Form ¢; ~ @9 folgt aus der Monotonie von =, denn fiir f : [0,1] — [0, 1] und
a € 10,1] gilt
(1) (inf, f(x) = a = inf, (f(x) = a)
(2) (sup, f(z) = a = sup,(f(z) = a)
(3) a = (inf, f(z)) = sup,(a = f(x))
(4) a = (sup, f(z)) = inf(a = f(x)).

Der Folgende Satz fasst dieses Unterkapitel zusammen:
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Satz 3.23. Sei E[z] eine L-Bedingung, dann ezistieren L-Bedingungen (E,[z])nen,
mit folgenden Figenschaften:

(1) Jedes E; hat die Form ¢;(z) = 0 fiir eine Fo-beschrankte L-Formel ¢;(x)
in Prinexform.
(2) Fiir jede L-Prastrukturen M und alle a € M™ gilt

ME E[d) < VneNy: (M E E,[d]).

Beweis. Sei ¢(x) die L-Formel mit E[z] = ¢(x) = 0. Wihle eine beliebige Null-
folge (€n)nen, in As. Nach Satz 3.16 existieren nun Fy-beschrénkte L-Formeln
(&n(z))nen,, sodass fiir alle L-Pristrukturen M ||p™ — $M||oo < €, gilt. Das
heift fiir alle L-Préstrukturen M und a € M" gilt:

MEp(a) =0 < YneNy: (ME¢n(a) <e,).

Ela]

Wegen €; € Ay ist ¢, (z) — €, eine Fyp-beschréinkte L-Formel, also zu einer Fy-
beschrénkten L-Formel ¢;(z) in Pranexform &dquivalent. Da ¢;(x) <¢; als ¢;(x) -
€; = 0 definiert ist, ist also ¢;(z) < €; zu @;(z) = 0 dquivalent. O

4. Modelltheoretische Konzepte

In diesem Abschnitt wollen wir fiir eine feste Signatur L einige der grundlegenden
Konzepte der Modelltheorie einfiithren, welche fiir diese von zentraler Bedeutung
sind.

Definition 4.1. Eine Theorie in L ist eine Menge abgeschlossener L-Bedingungen.
Des Weiteren sei T eine Theorie in L und M eine L-Struktur, so sagen wir M ist
ein Modell von T' und schreiben: M |=T falls M |= E fir alle E in T.

Mody (T) sei dann definiert als die Menge aller L-Strukturen, welche Modelle von
T sind. Ist M eine L-Struktur, so ist die Theorie von M die Menge aller abgeschlos-
sener L-Bedingungen, welche in M gelten, und wir schreiben diese als Th(M ). Fi-
ne Theorie welche diese Form hat heif$t vollstindig. Sei T eine L-Theorie und E
eine abgeschlossene L-Bedingung, so sagen wir E folgt aus T und schreiben T = E
falls M |= E fiir alle Modelle M von T gilt.

Beispiel 4.2. Sei (X,B,u) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Definiere die Aquiva-
lenzrelation fir ~, mit Ay, Ay € B, A ~, Az gdw. n(A1AAs) = 0. Dann ist
M = (BI,O,].,'C,Q,U) wobei B die Sammlung aller Aquivalenzklassen von B ist,
eine Wahrscheinlichkeitsstruktur mit Metrik d([A],, [B].) = p(AAB), wobei 0 das
Ereignis mit Maf$ 0 ist und analog 1 das Ereignis mit Maf 1. Diese Strukturen
konnen wir dann wie folgt Aziomatisieren:

(1) Die boolischen Aziome, welche sich auf den stetigen Fall ibertragen lassen,
so wird 2.B VaVy(xr Uy =y Ux) zu sup, sup,(d(zr Uy,yUx)) =0
(2) Mafaziome.
u(0) = 0, (1) = 1
sup, sup, (u(z Ny) = p(z)) =0
sup, sup, (u(z) = p(z Uy)) =0
sup, sup,, |((u(z) = p(z Ny)) — (WzUy) = u(y))| =0
Die drei letzten Aziome driicken aus, dass p(xUy)+ u(xNy) = u(x) + p(y)
fiir alle x,y gilt.
(8) Verbindung zwischen p und d

sup,, sup,, |[d(z,y) — p(zly)| =0
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Wie definieren diese Menge an L-Bedingungen als ProbA. Sei nun Mein Modell
mit Metrischemraum (M,d). Dann ist Mein Modell von ProbA gdw. Mdie zu zu ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (X, B, ) assozierete Wahrscheinlichkeitsstruktur im
obigen Sinne ist.

Bemerkung 4.3. Beachte, dass wir Modelle nur dann benutzen, falls der zugrun-
deliegende metrische Raum vollstindig ist. Nach 3.7 sei T eine L-Theorie und M,
eine L-Pristruktur mit @y, = 0 fir alle Bedingung ¢ = 0 in T, dann ist die
Vervollstindigung des kanonischen Quotienten von My ein Modell von T

Definition 4.4. Seinen M und N L-Strukturen.

(1) M und N heifien elementar dquivalent und wir schreiben M = N, wenn
oM = oN fiir alle L-Formeln o. Aquivalent dazu ist, dass Th(M) = Th(N)
15t.

(2) Sei M C N dann ist M eine elementare Unterstruktur von N und
schreiben M < N, falls fiir o™ (ay,...,a,) = ¢N(ay,...,an) fiir alle L-
Formel p(ay,...,a,) und Elementen ay,...,a, aus M gilt. Dann heifst N
eine elementare Erweiterung von M

(8) Sei M' C M, f eine Funktion von M’ nach N heifit elementare Abbil-
dung von M’ nach N, falls fiir jede L-Formel p(a1,...,a,) mit ay, ..., ay
aus M/ gllt ; @M(ala 8] an) = @N(f(al)a 8] f(an))

(4) Fine elementare Einbettung ist eine elementare Abbildung von ganz M
nach N.

Beispiel 4.5. Sei M, der Standard-Mafraum auf [0, 1]™, welcher insb. auch ein W-
Raum ist. So definiert die Abbildung M,, = My 11, A— Ax[0,1] eine elementare
Einbettung. Denn M, hat Quantorenelimination und dann folgt ™+ (a4, ..., a,) =
oM (ay,...,an) - (1 = 0) = pMn(ay,...,a,) fir alle ay,...,a, € M, was aus den
Eigenschaften des Lebesque-Majes folgt.

Bemerkung 4.6. (1) Jede elementare Abbildung von einer metrischen Struk-
tur in eine andere erhdlt den Abstand.
(2) Die Menge aller elementare Abbildungen ist abgeschlossen unter Komposi-
tion und Bildung von Inversen.
(8) Jeder Isomorphismus zwischen metrischen Strukturen ist eine elementare
Einbettung.

Bemerkung 4.7. FEine Menge S von L-Formeln heifit dicht im Bezug zum
logischen Abstand, falls : Fiir alle L-Formeln ¢(ay, ..., a,) und alle e > 0 existiert
eine Formel Y(x1,...,x,) € S so dass, fir alle L-Strukturen M und alle a1, ...,a, €
M

|90M(a‘17 EEES) a“n) - ¢M(a1a EEE) an)| <e
Satz 4.8. (Tarski-Vaught-Test) Sei S eine dichte Menge von L-Formeln und seinen
M, N L-Strukturen mit M C N. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) M <N
(2) Fir jede L-Formel (ay,...,an,y) im S mit ay,...,a, € M gilt:
inf{o™N (a1, ..., an, b)|b € N} = inf{o™ (a1, ..., an, ¢)|c € M}
Beuweis:

(1) = (2) Wenn (1) gilt, so folgt (2) fir die Menge aller L-Formeln direkt aus
M < N, denn fir eine L-Formel p(ay, ..., an,y) und ai, ...,a, € A haben wir :

inf{goN(al, cyap,b)be N} = (ir;fgo(al, ...,an,y))N = (ir;fgo(al, ...,an,y))M

= inf{p™(a1,...,an,c)|c € M} = inf{npN(al, vy G, C)|c € M}
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(2) = (1) Nehme nun an (2) gilt fir eine dichte Menge S in der Menge aller
L-Formeln. Als erstes beweisen wir, dass (2) in der Menge aller L-Formeln gilt.
Sei dazu p(ay,...,an,y) eine L-Formel und sei ¢ > 0, sei nun ¥(ay,...,an,y) ein
Element welches von p(ay, ..., an,y) im Sinne des logischen Abstandes nur € entfernt
ist. Seien aq, ...,a, € M, dann folgt :

inf{o™N (a1, ...,an,b)|b € M} < inf{yN (ay,...,an,b)|b € M} + €

= inf{y™N (a1, ..., an, ¢)|lc € N} + € < inf{gN (a1, ..., an, ¢)|c € N} + 2¢
Lasse nun € gegen 0 laufen und beachte, dass M C N so erhalten wir das gewiinschte
Resultat fir p(ai,...,an,y) Nehme nun an (2) gilt fir die Menge aller L-Formeln.
So beweise :
vM(ay, ..., an) = wN(al, ey Q)
mit Hilfe von Induktion iber die Lange von v und benutze (2) wenn ¢ mit einem
inf oder sup beginnt.

5. Ultraprodukte und Kompaktheit

In diesem Abschnitt beweisen wir den aus der Modelltheorie bekannten Kom-
paktheitssatz fiir die stetige Logik. Dafiir verwenden wir Ultraprodukte von Struk-
turen und benétigen dafiir Ultrafilter.

Ultraprodukte

Definition 5.1. Sei X eine Menge. Man nennt D C P(X) einen Filter auf X,
falls gilt:

(F1) 0 ¢ D, X € D,

(F2) Fe D,GODF = GeD,

(F3) Fi,FbeD = FiNFk,eD.
Man nennt D einen Ultrafilter auf X, falls D ein Filter auf X ist und zusdtzlich
gilt:

(UF) Ist E ein Filter auf X mit D C E, so gilt schon D = E.

Bemerkung 5.2. Die Forderung X € D ist dquivalent zu D # ().

Lemma 5.3. Sei D ein Filter auf X. Dann sind dquivalent:

(1) D ist ein Ultrafilter auf X.
(2) Fiir alle A C X gilt entweder A € D oder X \ A € D.
(8) Firalle A,BC X gilt: AUB€ D = A€ DVBeD.

Beuweis.
(1) = (2): Es kann nicht A € D und X\ A € D gelten, da sonst ) = ANX\A € D
ware.

Angenommen, A ¢ D. Betrachte E:={GC X |GD F\A,Fe D}.Fir Fe D
ist F D F\ A,also F € E,also D C E. Weiter ist F ein Filter auf X:

(F1) Aus 0 € E folgt F\ A =0 fiir ein F € D und damit ist F C A, also A € D.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme A ¢ D.
(F2) Folgt direkt aus der Konstruktion.
(F3) Seien G1,Gs € E, das heifit es existieren Fy, Fy € F mit G; D F; \ A. Dann
folgt GiNGe D FH\ANF\A=(F1NF)\ A, also GiNGy € E.
Also ist F ein Filter auf X mit D C F und es folgt D = E, da D ein Ultrafilter auf
X ist.
Analog fir X\ A ¢ D.
(2) = (3): Angenommen A ¢ D. Nach Annahme ist dann X \ A € D und damit
folgt B= X\ AN (AUB) € D. Analog fiir B ¢ D.
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(3) = (1): Sei E ein Filter auf X mit D C E. Sei A € E. Dann ist AUX \ A =
X € D, also gilt nach Annahme A € D oder X \ A € D. Wegen

X\AeD — X\AeEF = 0=AnX\A€E

und E ein Filter, folgt X \ A ¢ D, also A € D.
Insgesamt gilt also £ C D und damit D = FE. Also ist D ein Ultrafilter auf
X. U

Definition 5.4. Sei X eine Menge und ) # E C P(X). Man sagt E hat die
endliche Durchschnittseigenschaft (FIP,  finite intersection property“), wenn
fiir alle endlichen Teilmengen {Fy,...,F,} von E, der Schnitt (;_, F; nicht-leer
18t.

Bemerkung 5.5. Hat FE die endliche Durchschnittseigenschaft, ist O ¢ E.

Lemma 5.6. Sei X eine Menge und () # E C P(X).

(1) Hat E die endliche Durchschnittseigenschaft, so existiert eine Filter D auf
X, der E enthdlt.
(2) Ist E eine Filter auf X, so ezistiert ein Ultrafilter D auf X, der E enthdlt.

Insbesondere existiert also zu jeder nicht-leeren Menge von Teilmengen von X mit
FIP ein Ultrafilter auf X, der diese Menge enthdlt.

Beuweis.
(1) Setze D := {G € P(X) | n € Nso,F1,...,F, € E,G D FiN---NF,}.
Dann gilt offensichtlich £ C D und damit D # §).
D ist ein Filter auf X:
(F1) Sei G € D, das heifit es existieren Fy,..., F, € E mit
E hat FIP
GOFN---NnE, # 0,
also G # 0.
(F2) Sei G € D und H D G. Wegen G € D existieren F1,...,F, € E mit
G D Fin---NEF,, also insbesondere H D F} N---N F,. Damit folgt
HeD.
(F3) Seien G1, G2 € D, das heifit es existieren Fl(l), e ,F,(Ll), F1(2)7 . ,Fr(f) €
Emit G; > FY' n--.nF". Es folgt

GiNGy > F)n---nFMNFPn...nFP,

also G1 NGy € D.

(2) Zeige dies mit dem Lemma von Zorn. Betrachte dazu M := {E’ € P(X) |
E' Filter auf X, E C E'} mit der durch C induzierten partiellen Ordnung.
Sei KK C M eine Kette. Dann ist S := |Jp cx £’ ein Filter, das heift X hat
eine obere Schranke in M:

(F1) Jedes E' € K ist ein Filter, also gilt §) ¢ E’ und X € E'.

(F2) Sei F € Sund G D F. Wegen F € S existiert ein B € K mit F € E’.
Da FE’ ein Filter ist, folgt G € E' und damit auch G € S.

(F3) Seien Fy,F» € S. Dann existieren Ei,E} € K mit F; € E.. Falls
E; C Es ist, folgt Fy N Fy € Ey , da Fs ein Filter ist und Fy, Fy € Fo
gilt, und damit folgt F; N Fy € S. Analog fiir E» C Fj.

Nach dem Lemma von Zorn hat M also ein maximales Element D. Dieses

ist nach Konstruktion ein Filter auf X und enthilt E.

D ist ein Ultrafilter auf X: Sei E’ ein Filter auf X mit D C E. Insbeson-
dere ist dann FE eine Teilmenge von E’, also E' € M. Da D ein maximales

Element von M ist, folgt £ C D, also D = E.

O
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Definition 5.7. Sei X ein topologischer Raum, (x;);c1 eine Familie von Elementen
von X, D ein Ultrafilter auf I und x € X. Man sagt x ist der D-Grenzwert von
(z4)ier, falls fiir jede Umgebung U von x die Menge {i € I | x; € U} in D enthalten
15t.

Bemerkung 5.8. X ist ein kompakter Hausdorff-Raum genau dann, wenn fiir jede

Familie von Elementen (x;);cr von X und jeden Ultrafilter D auf I der D-Grenzwert
von (2;);er existiert und eindeutig ist.

Beweis. Im folgenden benétigen wir nur die Richtung ,, = “ und beschrinken den
Beweis auf diese Richtung. Sei D ein Ultrafilter auf I und (z;);c; eine Familie von
Elementen von X.

Existenz: Angenommen, (x;);c; hat keinen D-Grenzwert in X, das heiftt fir al-
le x € X existiert eine offene Umgebung U, von z mit {i € I | z; € U,} ¢ D.
Reduziere die offene Uberdeckung {U, | 2 € X} von X auf eine endliche Teiliiber-
deckung {Uy,,..., Uy, }. Setze J, == {i € I | x; € Up, } fur k = 1,...,n. Aus
JiU---UJ,=1€ Dund Ji ¢ D fiir alle k =1,...,n erhalte nun mit Lemma 5.3
einen Widerspruch:

JiU---UJ,=I€eD = J;€DV.JyU---UJ, €D

LED g e DVJsU---UJ, €D

Jn_1¢D
2 ], € D.

Eindeutigkeit: Angenommen, x # y € X sind D-Grenzwerte von (z;);c;. Da X
hausdorffsch ist, existieren disjunkte, offene Umgebungen U,V von x beziehungs-
weise y. Es gilt nun

x ist D-Grenzwert von (z;)ie; = {1 €Il |z; €U} €D
= {iel|z; ¢U}=I\{iel|x; €U} ¢D
D{i€l|z; €V}
= {iel|z;eV}¢D
= vy ist nicht D-Grenzwert von (z;);c;.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Existiert der D-Grenzwert und ist er eindeutig, so schreiben wir

limz; = x.
i,

Die folgenden zwei Lemmata bendétigen wir spiter, um Formeln iiber Ultrapro-
dukte von L-Strukturen besser verstehen zu koénnen:

Lemma 5.9. Seien X, X' topologische Riume und F : X — X' stetig. Dann gilt
fiir jede Familie (x;);c; von Elementen von X und jeden Ultrafilter D auf I
lime;, =2 = hIBF(acz) = F(x).

Beweis. Siehe [1] 5.1. O
Lemma 5.10. Sei X ein abgeschlossenes und beschrinktes Intervall in R, S eine

Menge und sei (F;);c; eine Familie von Funktionen S — X. Dann gilt fir jeden
Ultrafilter D auf 1

sup(lim F;(2)) < lim(sup F; inf (lim F,(z)) > lim(inf F,(z)).
Zlelg(i{rg i(z)) < i%l(Z‘éE i(z)) und irés(i%l z(x))_i{rg(;gs i(2))
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Weiter existieren fir jedes € > 0 Familien von Elementen (z;)icr, (Yi)icr in S
mit

s ‘ ) — e > Ll it F (e,
ll.{rng(wz) +e> g{rlgl(ilelgﬂ(x)) und li{%le(yz) €> li{lg)l(;relng(x))

Beweis. Siehe [1] 5.2. O
Ultraprodukte metrischer Riume
Sei im Folgenden I eine beliebige Indexmenge und D ein Ultrafilter auf I.

Lemma 5.11. Sei (M;,d;)icr eine Familie beschrankter metrischer Riume mit
Durchmesser kleiner gleich K. Dann definiert

d: (H M;)? = R, (x,y) = ((@i)ier, (Yi)ier) — lii%ldi(xnyi)
iel ’
eine Pseudometrik auf [],.; M;.
Beweis. d ist wohldefiniert nach Bemerkung 5.8, da d; : M; — [0, K] fiir alle ¢ € T
gilt.
Seien & = (v)ier, ¥ = (Yi)ier, 2 = (2i)ier € [;e; Mi- d(x,x) = 0: Es gilt
{i el | dl(xl,xl) S U} =1leD,
0
also d(x,x) = limi’D di(xi,a:i) =0.
d(z,y) = d(y,x): Folgt aus d;(z;,y;) = d;(y;, x;) fiir alle i € I.
d(z,z) < d(z,y) +d(y, z): Mit Lemma 5.9 folgt, da die Addition auf R stetig ist,
lii%l(di(f% yi) + di(yi, z:)) = lii%ldi(zia yi) + liirg di(ys, 2i)
=d(z,y) +d(y, 2).
Es bleibt also zu zeigen:

lim(d; (24, 2:)) < h%l(di(xhyi) + di(yi, 2i)).
1y

i,D
d(z,z)

Dies folgt aus der Dreiecksungleichung in dem M; und dem folgenden Lemma: [

Lemma 5.12. Sei K > 0 und seien (z;)icr, (vi)ier € [0, K]!. Dann gilt

Viel :z; <y; = limz; <limy;.
i,D i,D

Beweis. Setze x := lim; p x;,y = lim; p y;.

Es gilt lim; p(z;,y;) = (x,y): Sei U eine Umgebung von (z, y). Dann existiert ein
€ > 0 mit B.(z) x Be(y) C U. Wegen = = lim; px; gilt {i € I | z; € B.(x)} € D,
wegen y = lim; py; gilt {¢ € I | y; € Be(z)} € D. Es folgt also

{iel|(zi,y)) €Ut D{i €l (i) € Be(z) X Be(y)}
:{i€I|x¢EBe(x)}ﬂ{i€I|yi€BE(y)}€D
und damit {i € I | (x;,y;) € U} € D.

Da die Subtraktion stetig ist, folgt aus Lemma 5.9 lim; p(y; — z;) = y — .
Insbesondere ist lim; p(y; — z;) € [0, K], da y; — x; € [0, K], also x < y. O

Auf [[,c; M; definiere eine Relation ~p durch:  ~p y <= d(z,y) = 0. Dies
definiert eine Aquivalenzrelation. Setze weiter ([],.; M;)p := (I[;c; M:)/ ~p. Die
Pseudometrik d auf [],.; M; induziert eine Metrik auf (J[,.; M;)p, die wir im

weiteren auch mit d bezeichnen.
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Definition 5.13. Den Raum ([[,c; M;)p mit der induzierten Metrik d nennt man
D-Ultraprodukt von (M;,d;)ic;. Die Aquivalenzklasse von (x;)icr € [[,e; Mi
unter ~p bezeichnen wir mit ((x;)ier)D-

Falls (M;,d;) = (M,d) fir alle i € I gilt, so nennt man den Raum ([[,c; M;)p
D-Ultrapotenz von M und schreibt (M)p.

iel

Lemma 5.14. Sei (M)p die D-Ultrapotenz eines beschrinkten metrischen Raums
(M,d). Dann ist die Abbildung T : M — (M)p,z — (x;)ic; mit x; = = eine
isometrische Einbettung. Man bezeichnet T als diagonale Einbettung von M in
(M)p.

Beweis. Es gilt fiir x,y € M

d(T(x),T(y)) = lim d(z,y) = d(z,y).
) d:M2—R

O
Lemma 5.15. Sei (M,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist die diagonale

Einbettung T : M — (M)p surjektiv. Insbesondere sind in diesem Fall M und
(M) p isometrisch isomorph.

Beweis. Sei (2;)ier € M! und sei x der D-Grenzwert von (z;)ie;-
Zu zeigen: T'(x) = ((zi)ic1) D-
Dies ist dquivalent zu 0 = d(T'(x), (z;)icr) = lim; p d(z,z;) und dies gilt genau
dann, wenn fiir alle € > 0 gilt:
{iell|d(z,z;)<e}eD
={i€l|z;€B.(z)}

Wegen x = lim; p x; folgt {i € I | x; € Be(x)} € D und damit die Behauptung. O

Bemerkung 5.16. ([0,1])p ldsst sich kanonisch mit [0,1] identifizieren. Das In-
tervall verhdlt sich also, in Bezug auf Ultrapotenzen, wie eine endliche Struktur in
der klassischen Modelltheorie.

Umgekehrt sind endliche Strukturen der klassischen Modelltheorie betrachtet in
der stetigen Logik mit der diskreten Metrik kompakte metrische Riume. Insbeson-
dere erhdlt man durch Ultrapotenzen keine echten elementaren Erweiterungen.

Lemma 5.17. Sei (M;,d;)icsr eine Familie von vollstindigen beschrinkten me-
trischen Rdumen mit Durchmesser kleiner gleich K. Dann ist das D-Ultraprodukt
(ILic; Mi)p ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Siehe [1] 5.3. O
Ultraprodukte von Funktionen

Sei im Folgenden I eine beliebige Indexmenge und D ein Ultrafilter auf 7. Seien
weiter (M;,d;)ier, (M],d})ic; Familien von metrischen Rdumen mit Durchmesser

kleiner gleich K und (M,d) = ((I[,e; Mi)p,d),(M’,d") = (([L;ic; M{)p,d’) die
zugehorigen D-Ultraprodukte.

Definition 5.18. Sei n > 1 und f; : M — M Abbildungen fir alle i € I.

Definiere ([1,c; fi)p : M™ — M' durch: Setze fiir (x})ier,- .., (x])ier
(T f)o@hienp, - (@)ier)p) = ((fi(z}, ..., 2}))ier) D

iel
Lemma 5.19. Sein > 1 und f; : MI* — M! Abbildungen fiir alle i € 1. Sei weiter
fiir jedes i € f; die Abbildung f; gleichmdffig stetig und nehme weiter an, dass
A :]0,1] —]0,1] ein Stetigkeitsmodul fiir alle f;. Dann ist ([[,c; fi)p : M™ — M’
gleichmapig stetig und A ist ein Stetigkeitsmodul fir die Abbildung.
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Beweis. Siehe den ,,Ultraproducts of functions” in [1]; der Fall n > 1 folgt genauso,
da wir als Metrik auf dem Produkt das Maximum der Metriken der Komponenten
betrachten. O

Bemerkung 5.20. Hier zeigt sich, dass es wichtig ist, dass wir gleichmdfig stetige
Funktionen betrachten. Sonst kann es passieren, dass das Ultraprodukt der Funktion
nicht stetig ist:

Betrachte dazu die Multiplikation m : R? — R, (x,y) — z -y auf R ausgestattet
mit der Metrik dy : R? — R, (z,y) = min{|x — y|,1}. Diese ist stetig, aber nicht
gleichmafig stetig. Wihle I = N und sei D ein Ultrafilter auf N, der alle koendli-
chen Teilmengen von N enthdlt. Ein solcher Ultrafilter existiert, da die Menge der
koendlichen Teilmengen von N FIP hat (sieche Lemma 5.6). Betrachte die Folge
(ai)ien definiert durch a; :=i. Setze a := ((a;)i)p € (R)p. Es gilt

(JTm)(7(0),a) = ((m(0, a:))s)p = ((0)i)p = T(0).

€N
Sei b= ((b;)i)p € (R)p mit b# T(0), das heifit
di(0,T(0)) #0 = 3Fe>0:{i e N|dy(b;,0) <€} ¢ D
—_————

[bi|<e
= e<1IAV0<d<e:{ieN||b|>6}eD

(e < 1 gilt, da sonst {i € N | dy1(b;,0) < €} =N € D wire). Weiter ezistieren fiir
jedes 0 < § < e Indizes i1, ..., i, mit

(G eN||b] =06} = {i,....in}0fi € I | ]a; - bi| > 1 — d}.

Da D alle koendlichen Teilmengen von N enthdlt, gilt {i1,...,in} ¢ D und mit
Lemma 5.3 folgt {i € I'| |a; - b;| > 1— 6} € D. Insgesamt gilt fiir alle 0 < § < e

D> {’L EIl |b1| > 1 —6} = {’L el | dl(O,ai-bi) € Bg(l)},
also d1(T(0),a-b) = 1. Die induzierte Multiplikation auf (R)p ist somit nicht stetig.

Ultraprodukte von L-Strukturen

Sei im Folgenden I eine beliebige Indexmenge und D ein Ultrafilter auf 7. Sei
weiter (M;);cs eine Familie von L-Strukturen und (M;,d;) der zugrundeliegende
metrische Raum von M; fiir alle 7 € I. Da eine obere Schranke der Durchmes-
ser der M, existiert (D aus Definition 2.4), kénnen wir das D-Ultraprodukt von
(M;,d;)icr betrachten. Fiir alle Funktionensymbole f von L haben die Interpre-
tationen f™Mi den gleichen Stetigkeitsmodul Ay, also ist das D-Ultraprodukt der
Familie der Interpretationen wohldefiniert. Das gleiche gilt fiir Pradikatensymbol P
von L. Insbesondere haben alle Interpretationen P den Wertebereich [0, 1], also
kann der Wertebereich des D-Ultraprodukts nach Lemma 5.15 mit [0, 1] identifiziert
werden.

Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 5.21. Definiere das D-Ultraprodukt der Familie (M;);c; von L-
Strukturen die L-Struktur M, die gegeben ist durch:

o Der zugrundeliegende metrische Raum sei das D-Ultraprodukt der zugrun-
deliegenden metrischen Raume

M= ([ M)p.

iel
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o Fir jedes Pridikatensymbol P von L sei die Interpretation von P in M
gegeben durch

PM =1 ([ P*)p),
il
wobei T : [0,1] — ([0,1])p die Identifikation von [0,1] mit seinem D-
Ultraprodukt ist.
o Fliir jedes Funktionensymbol f von L sei die Interpretation von f in M
gegeben durch

fM _ (H fMl)D
i€l
o Fliir jedes Konstantensymbol ¢ von L sei die Interpretation von c in M
gegeben durch

M= ((CzMi)ieI)D
Falls M; = Mg fir alle i € I gilt, dann nennt man M D-Ultrapotenz von
Mo und schreibt M = (Moy)p.

Satz 5.22. Sei (M,);cs eine Familie von L-Strukturen, D ein Ultrafilter auf I und
M das D-Ultraprodukt von (M;);cr. Sei ¢(x1,...,x,) eine L-Formel. Dann gilt
fiir alle ay, = ((aF)icr) p E M, k=1,...,n

oM(a, ... a,) = lj%quMi(a%, coar).
2y
Beweis. Fiir einen Term t(x1, ..., x,) gilt t"M(ay, ..., a,) = (tMi(al, ..., a))ier)p:
Per Induktion iiber den Aufbau von ¢.
21, ..., 2n) = ;8
tM(a,. .. an) = a5 = (] )ier)p = (" (af, -, a]))ier) -
t(x1,...,x,) = c fiir ein Konstantensymbol ¢:
M (a1, an) = M= ((M)ien)p = (Y (ad, - . af))ier) p-

t(x1,. .. xn) = ft1(z1, .., 2n), -« oyt (21, ..., @p)) fiir f ein n-stelliges Funktions-
symbol und ¢1,...,t,, Terme:

tM(a1,...,an) = MM (ar,. .. an), ..., t0 a1, ... an))
= (H fMl)(((t{Vll(azH ) a?))ie[)D, ) ((t%i(ah ) a?))ie[)D)
icl
= ((sz(t{Vlz(azlv s 7a?>7 s 7t%i(azl’ cee 7a?)))i€1)D
= (" (ai,- .. a))ier) -

Zeige nun die Behauptung per Induktion iiber den Aufbau von ¢.
¢($1, ey .Tn) = d(tl(l‘l, ey llin),tg(.Il, e ,In)) fiir Terme tl,tQC
M(ay, ... an) = dMtM(ay,. .., a,), 5 ay, ..., an))

dM (M (al, .. a?), 0 (a), . al)).

) W

=1
i,

SI=

d(x1,...,xn) = P(ta(z1, ... x0), ...y tm(x1, ..., 2,)) fiir P ein Pridikatensymbol
und tq,...,t, Terme: Es gilt
™M (as,...,an) = PM(ay, ... a,)

=T H((PMtMi(al,. .. a?), ...t (al, ... a))ier)D).

[ ka2
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Zu 7zeigen ist also

(PM( (0o vaf), o 800 (at - af))ier) D

= T(im PM (57" (af, ..., al)),..., 150 (al, . a))),

=:b

=((b)icr)D

das heifst
d((PMZ(t{wl(azla ) a?)a s ’t%i(a%) ) a?)))ielv (b)iEI) =0.
Dies gilt genau dann, wenn fiir jede Umgebung U von 0 (in [0, 1]) die Menge {i €
I | dMi(PMitMial,. .. al),. .. tMi(al, ... a)),b) € U} in D liegt, also wenn
gilt:
Ve>0:{iel|Pi@Mi(al,... al),... . tM(al,... al)) € B.(b)} € D
fiir B.(b) der offene e-Ball um b. Dies folgt aus

b:n%lpMi(thi(al cal), .t el al).

1 1
27

d(x1,.. . xn) = w(h (@1, .. 20), -, Um(T1, ... xy)) fir w @ [0,1)™ — [0,1]
stetig und 41, ..., ¥, L-Formeln: Mit Lemma 5.9 folgt die Behauptung aus

liirlrjl((z/){wi,...ﬂ/)nj\fi)(a%“..,a?)) =@M, M) a, .. an).

=:b

Sei also U eine Umgebung von b € [0, 1]™. Dann existiert ein € > 0 mit (B(b))™ C
U und es gilt

{ie IT @M un)(al,. . af) € (B(b)™}

= {ieI|vk(aj,...,a}) € B(b)} € D.

k=1

€D nach Induktionsvoraussetzung

Wegen B™(b) C U folgt nun die Behauptung.
¢(z1,...,n) = sup, ¥(y,21,...,2y,) fiir eine L-Formel ¢: Fiir m; : [0, 1)f —
[07 1]3 (Zj)jEI = Zi gllt

sup ¢MI (ya azlv ceey Cl:l) = sup ¢Ml (Trl(y)’ azl’ ceey a':b)
yeM,; yeM

Mit Lemma 5.10 folgt

lim sup 1/1M"(7Ti(y), a%, ...,al) > sup ljm(wMi(ﬂi(y), a}, coal).
i,D yeEM yeM i,D

Es gilt sogar ,,=* Sei € > 0. Nach Lemma 5.10 existiert ((y;)icr)p € M mit

lim sup ™M (mi(y), al, .. a2) < lm M (g, al, ... a) + e
i,D yeM i, D

» < und damit ,,=* folgt nun mit ¢ — 0.
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Insgesamt gilt also

qﬁM(al,...,an) = sup wM(y,al,...,an)
yeM

= sup hm(le(ﬂ-z(y)a azla sy a?))
yeEM i,D

= lim sup wMi (m—(y)a}, Loal)
D yeMm

: M; 1
= lim sup v (y,a;,...,a})
i,D yEM;

= lim¢™i(a},...,a?).
i,D

Analog folgt die Behauptung fiir ¢(x1,...,z,) = inf, ¥(y,z1,...,2,) mit einer
L-Formel 1. O

Korollar 5.23. Sei D ein Ultrafilter auf einer beliebigen Indexmenge I, M eine L-
Struktur und T : M — (M) p die diagonale Finbettung. Dann ist T eine elementare
Einbettung von M in (M)p.

Beweis. Sei ¢(x1,...,x,) eine L-Formel und seien aq,...,a, € M. Mit Satz 5.22
folgt

M (T(ay),..., T(ayn)) = lii%lqu(al, Can) = 0M(a, ... ay).

O

Korollar 5.24. Seien M, N L-Strukturen mit (M)p = (N)p. Dann gilt M = N

Beweis. Aus Korollar 5.23 folgt ¢ = ¢M)p und ¢WN)p = ¢N und aus (M)p

(Y

Kompaktheitssatz

Satz 5.25. Sei T eine L-Theorie, C eine Klasse von L-Strukturen und T endlich
erfilllbar in C, das heifit fiir jede endliche Teilmenge ¥ C T existiert ein M € C
mit M |E X. Dann existiert ein Ultraprodukt von L-Strukturen aus C, welches ein
Modell von T ist.

Beweis. Siehe dazu [1] 5.8 mit folgenden Ausfithrungen:

{S(E) | E € T} hat FIP: Seien By, ..., E, € T. Dann ist E; € {Ey,...,E,}
firalle:=1,...,nund {E1,...,E,} € A, also {F1,...,E,} € S(E;). Damit folgt
{E1,....En} €Nz, S(E).

M = E fir alle E € T: Schreibe E = ¢ = 0 mit ¢ L-Aussage. Nach Lemma
5.22 gilt p™ = lim, p, also gilt M |= E genau dann, wenn limy p ¢ = 0 gilt.
Sei € > 0. Dann ist

INEAGM [0, > {Ae A o™ =0}
—{(AeA| My =B}
D> S(E) € D,
also {\ € A | o> € [0,¢[} € D und damit folgt die Behauptung. O

Definition 5.26. Fir eine Menge von L-Bedingungen ¥ setze
1
Tt = {¢§|¢:0€2,n21}.
n

Korollar 5.27. In der Situation von Satz 5.25 ist es ausreichend zu priifen, ob T+
in C endlich erfillbar ist.
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Beweis. Jedes Modell M = T ist auch ein Modell von TF: Sei Sei ¢ eine L-Aussage
mit M = ¢ = 0. Dann ist fiir n € N

1 .1 7& _

und M = max {¢ — 1,0} = 0 gilt, da ¢ — 1 < 0. Insgesamt gilt also M = TT.
Jedes Modell M = T ist auch ein Modell von T Sei ¢ eine L — Aussage mit
M = ¢ < L fiir alle n € N. Angenommen, M [~ ¢ = 0, das heift ¢ > 0. Dann
existiert ein n € N mit ¢M — % > 0, also M £ max{cz)f %,O} = 0 und dies
widerspricht der Annahme.
Die Behauptung folgt nun mit Satz 5.25. O

Definition 5.28. Sei T' eine L-Theorie, (z;);cs eine beliebige Familie von freien
Variablen und X((x;);c) eine Menge von L-Bedingungen. ¥ ist konsistent mit
T, wenn fir jede endliche Teilmenge E(xj,,...,x;,) C X((z;);es) ein Modell M |=
T und Elemente a1, ...a, € M existieren, sodass fir alle Bedingungen E € F gilt:
M= Elay, ..., ap].

Korollar 5.29. Sei T' eine L-Theorie, (z;)jcs eine beliebige Familie von freien
Variablen, X((z;)jes) eine Menge von L-Bedingungen und ¥+ konsistent mit T.
Dann ezistieren ein Modell M =T und Elemente a; € M fir alle j € J so, dass
fiir alle L-Bedingungen E € ¥ gilt: M = E[(a;)jes].

Beweis. Siehe [1] 5.12. O
Axiomatisierbarkeit von Klassen von Strukturen

Mit Ultraprodukten erhilt man weitere Erkenntnisse zu den betrachteten Struk-
turen. Im Folgenden erhalten wir eine Erkenntnis, die uns hilft zu verstehen, wann
wir eine Klasse von Strukuren mit einer Theorie beschreiben kénnen.

Definition 5.30. Sei C eine Klasse von L-Strukturen. Man nennt C axiomati-
sierbar, wenn eine Menge T von geschlossenen L-Bedingungen ezistiert so, dass
C = Mod(T) gilt. In diesem Fall nennt man T eine Menge von Axiomen fir C
in L.

Satz 5.31. Sei C eine Klasse von L-Strukturen. Dann sind dquivalent:

(1) C ist aziomatisierbar in L.

(2) C ist abgeschlossen unter Isomorphismen und Ultraprodukten und das Kom-
plement {M | M L-Struktur, M ¢ C} ist abgeschlossen unter Ultrapoten-
zen.

Beweis. Siehe [1] 5.14. O

6. Konstruktion von Modellen

In diesem Abschnitt wollen wir Modelle konstruieren, die méglichst &hnlich zu
einem gegebenem sind, aber noch weitere wiinschenswerte Eigenschaften besitzen.

Vereinigungen von Ketten

Definition 6.1. Eine Kette von Strukturen (M | A € A) heifst eine elementare
Kette, wenn My < M, fir alle X < n gilt.

Satz 6.2. Wenn (M) | X € A) eine elementare Kette und A € A sind, so ist My <
U/\GA M.

Beweis. Wir wenden den Tarski-Vaught-Test (Satz 4.8) an. O



24

Beispiel 6.3. Sei M,, der Standard-Maffraum auf [0, 1]™.

Sei f, die Abbildung M,, = Mp41, A — A x[0,1]. Mit QF aus Satz 16.6 aus
[1] folgt, dass f, elementare Einbettungen sind.

Sei M die Vereinigung aller M,, (bzgl. der obigen Einbettungen). Dann hat jedes
A e M die Form B x [0,1]*, fir ein B C [0, 1]".

In der Vervollstindigung liegen aber auch Mengen der Form [, [0, (%)% ]

Satz von Lowenheim-Skolem

Definition 6.4. Sei X ein topologischer Raum. Die kleinste Kardinalitit der dich-
ten Teilmengen von X ist der Dichtheitscharakter density(X) von X.

Satz 6.5. Sei x eine unendliche Kardinalzahl und nehme an, card(L) < k. Sei M
eine L-Struktur und A C M habe density (A) < k. Dann ezistiert eine Unterstruktur
N von M sodass:

(1) N =M

(2) ACNCM

(8) density(N) < &

Beweis. Sei Ag eine dichte Teilmenge von A mit der Kardinalitdt hochstens k.
Durch passendes Vergrofern von Ag kénnen wir eine Prastruktur Ny erhalten, so
dass Ap € Ny C M und card(Ny) < « und die folgende Abgeschlossenheitsbedin-
gung gilt: Zu jeder eingeschrinkten L-Formel o(z1,...,2y,Zy41) und jeder ratio-
nalen Zahl € > 0 mit o™ (a1,...,an,¢) < €, ax € No, k = 1,...,n und ¢ € M,
gibt es ein b € Ny, so dass ¢ (ay, ..., a,,b) < e. Die Kardinalitit kann eingehalten
werden, da L maximal x-viele eingeschriankte Formeln besitzt.

Sei N der Abschluss von Ny in M. Durch Betrachten von atomaren Formeln in
der obigen Bedingung sieht man, dass es eine Unterstruktur A" von M gibt, die auf
N basiert. Stetigkeit von Formeln und gleichméfiige Dichte von eingeschriankten
Formel zeigen, dass N C M den Tarski-Vaught Test erfiillt und daher N' < M
gilt. ]

Saturierte Strukturen

Definition 6.6. Seien I'(x1,...,x,) eine Menge von L-Bedingungen und M eine
L-Struktur. Wir sagen, dass I'(x1,...,xz,) erfiillbar in M ist, wenn es Elemente
ai,...,an in M gibt so dass M ET [ay, ..., a,] gilt.

Definition 6.7. Seien M eine L-Struktur und k eine unendliche Kardinalzahl.

Wir sagen, dass M k-saturiert ist, wenn die folgende Bedingung erfillt ist:

Fir alle A C M mit Kardinalitit < k undI'(x1, ..., x,) eine Menge von L(A)-Bedingungen
gilt, wenn jede endliche Teilmenge von T in (M, a) erfillbar ist, dann ist bereits

die gesamte Menge I' in (M, a),c , erfiillbar.

a€cA

Satz 6.8. Seien L eine Signatur mit card(L) = w und D ein abzdhlbar unvollstin-
diger Ultrafilter auf einer Menge A. Dann ist, fiir jede Familie (M | X € A) von
L-Strukturen, (HAGA MA)D w1 -saturiert.

Satz 6.9. Seien M eine L-Struktur und E(z1,...,z,,) eine L-Bedingung der Form

( 11/1 y”go(ml,...,xm,yl,...,yn)) =0

wobei jedes Q' entweder inf oder sup und ¢ quantorenfrei sind.
Sei E(x1,...,xy) die Aussage

Q1 Q" (1, -+, Ty Y1y -+, Yn) = 0)

wobei die Qiyi dann Jy; sind, wenn das Q’y infy, ist, und Yy;, wenn QL sup,,, ist.
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Wenn M w-saturiert ist, dann gilt fiir beliebige Elemente aq, ..., a, von M
ME Elas,...,an] genau dann, wenn E(aq, ..., ay) wahr ist in M
Beweis. Induktion iiber n: Der Induktionsanfang (n = 0) ist klar, da F und &

quantorenfrei sind.
Der Induktionsschritt, um einen Quantor umzuwandeln:

o (inf, ¥(x1,...,2m,y)) =0 : Wenn M w-saturiert ist, gilt (inf, Y(z1,...,2m,y)) =

0 genau dann, wenn b € M existiert, so dass (inf, 1 (z1,...,Zm,b)) =0 in
M gilt. Die Implikation gilt mit (infy (z1,...,Tm,d)) < %, fir [ > 1.
e (sup, ¥(x1,...,2Zm,y)) =0 : Analog zum Fall inf.
1

Beispiel 6.10. In dem folgenden Beispiel sehen wir, dass die Bedingung w-saturiert
zu sein notwendig ist. Sei M = N mit der diskreten Metrik und mit einem Pridikat
P(n) =1/n. Dann ist M nicht w-saturiert und (inf, P(y)) = 0 ist erfillt, aber die
ibersetzte Aussage Jy: (P(y) = 0) ist falsch.

Definition 6.11. Seien M eine L-Struktur und N eine elementare Erweiterung
von M. Wir nennen N eine Vergrofierung von M, wenn es die folgende Eigen-
schaft hat: Fiir beliebige A C M und T'(x1, ..., x,) eine Menge von L(A)-Bedingungen
gilt, wenn jede endliche Teilmenge von I erfiillbar in (M, a),c , ist, dann ist bereits
die gesamte Menge T in (N, a)yen erfiillbar.

Lemma 6.12. Jede L-Struktur hat eine Vergrifierung.

Beweisskizze. (Vgl. [1] 7.7) Wir kénnen fiir ein Modell M eine geniigend grofe Ul-
trapotenz von M nehmen, bei der alle endliche Teilmengen auftauchen und M
diagonal einbetten. Von diesen endlichen Teilmengen und den Eigenschaften (Satz
5.22) des Ultraprodukts kénnen wir herleiten, dass die Ultrapotenz eine Vergrofe-
rung ist. ]

Satz 6.13. Sei M eine L-Struktur. Zu jeder unendlichen Kardinalzahl x hat M
eine k-saturierte elementare Erweiterung.

Beweis. Sei x regulir (durch eventuelles Vergrofern, z. B. x*). Durch Induktion
konstruieren wir eine elementare Kette (M, | @ < k), so dass My = M und fiir
jedes a < K M41 eine Vergrofserung von M, ist. Fiir A eine Limes-Kardinalzahl,
sei M die Vereinigung der M, mit a < .

Sei N die Vereinigung dieser Kette. Nach Satz 6.2 gilt M, < N fiir alle a < &,
also insbesondere auch M < A. Wir wollen zeigen, dass N k-saturiert ist. Sei A
eine Teilmenge von A mit der Kardinalitit < k. Da & regulér ist, existiert a < &,
so dass A eine Teilmenge von M, ist. Da (NV,a),c, in Mqy1 gefunden werden
konnen, erfiillen die Elemente von A die Bedingung aus Definition 6.7. ]

Stark homogene Strukturen

Definition 6.14. Seien M eine L-Struktur und k eine unendliche Kardinalzahl.
Wir nennen M stark k-homogen, wenn die folgende Aussage gilt: Wann immer
L(C) eine Erweiterung von L um Konstanten mit card(C) < x und f, g Funktionen
von C in M sind mit

(Mv f(c))cec = (Mvg(c))cec
hat man
(M7f(c))cec = (M79(C))cec

Bemerke, dass ein Isomorphismus von (M, f(c)).cc auf (M, g(c)) cc ein Auto-
morphismus von M ist, der f(c) auf g(c) abbildet fiir jedes c € C.
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Satz 6.15. Sei M eine L-Struktur. Zu jeder unendlichen Kardinalzahl x hat M
eine k-saturierte elementare Erweiterung N, so dass jedes Redukt von N auf eine
Untersignatur von L stark k-homogen ist.

Beuweisskizze. (Vgl. [1] Satz 7.12) (Esei x reguldr. Wir konstruieren A mit einer
elementaren Kette (M, | @ < k). Wir wollen M,, induktiv definieren:

Mo := M, Mgyy1 = M, so dass M1 To-saturiert ist, fiir 7, grofer als die Kardi-
nalitéit der Signatur und grofer als die Kardinalitét M, ist. Fiir Limes-Kardinalzahlen
nehmen wir die Vereinigung. Wie im Beweis von Satz 6.13 ist A ein x-saturierte
elementare Erweiterung. Fiir die Homogenitit wenden wir folgendes induktiv an:
Fiir zwei Modelle, die geniigend saturiert und das eine elementare Erweiterung des
anderen ist, kann man elementare Einbettungen finden, die zusétzliche Konstanten
berticksichtigen. (]

Monstermodelle

Definition 6.16. Seien T eine vollstindige Theorie iber L und r eine unendliche
Kardinalzahl. Ein k-Monuster fir T ist ein k-saturiertes, stark k-homogenes Modell
von T. Wenn U ein k-Monster fir T und A C U sind, nennen wir A klein, wenn
card(A4) < & ist.

Implikationen

In der stetigen Logik kénnen nicht direkt Negationen ausgedriickt werden. Somit
wird es schwierig, Implikationen zu formulieren. Mit den folgenden S&tzen sehen
wir aber, dass es fiir die meisten Implikation - insbesondere fiir e-d-Kriterien -
Moglichkeiten gibt, diese auch in der stetigen Logik zu formulieren.

Im Kapitel zu definierbaren Mengen, werden wir sehen, dass diese immer abge-
schlossen sind. Da aber nicht von jeder abgeschlossenen Menge das Komplement
auch abgeschlossen ist, konnen Negationen nicht immer ausgedriickt werden.

Die Beweise zu den folgenden Sitzen sind sehr kurz und im Buch [1] nachzulesen
(Satze 7.14 - 7.17).

Satz 6.17. Sei M ein w-saturiertes Modell von T. Die folgenden Aussagen sind
aquivalent:

(1) Fiir alle a € M™ gilt, wenn ™ (a) = 0 dann ™ (a) = 0.

(2) Ye> 036 >0Vae M (¢M(a) < = ¢vM(a) <e).

(3) Es gibt eine steigende, stetige Funktion «: [0,1] — [0,1] mit a(0) = 0

sodass Y™ (a) < a(p™M(a)) fir alle a € M™ gilt.

Satz 6.18. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(1) Fiir alle M =T und alle a € M™ gilt, wenn o™ (a) =0 dann ™ (a) = 0.

(2) Fir alle ¢ > 0 gibt es ein § > 0 so dass

T | supmin (5= p(x), $(x) = &) = 0

(3) Es gibt eine ansteigende, stetige Funktion a: [0,1] — [0,1] mit «(0) =0 so
dass

T = sup (Y(z) = a(e(z))) = 0
x
Korollar 6.19. Sei C die Menge aller Modelle M von T, die die Bedingung
Va € M" [¢M(a) =0 = ¢vM(a) = 0]

erfiillen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) C ist aziomatisierbar.
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(2) Fiir jedes ¢ > 0 emistiert ein 6 > 0, so dass die L-Bedingung
supmin (6 = p(z), H(x) = €) = 0

wahr ist fir alle Elemente von C.
(8) Es existiert eine ansteigende, stetige Funktion a: [0,1] — [0, 1] mit «(0) =
0, so dass die L-Bedingung
sup (¢(z) = a(p(r))) = 0

x

fiir alle Elemente von C gilt.

Beweis. Wenn (1) gilt, wende das vorherige Ergebnis auf eine Theorie 7" an, die C
axiomatisiert. Wenn (2) oder (3) gelten, kann C axiomatisiert werden durch Hinzu-
fiigen der Bedingungen, die an T' gestellt werden. (]

Typen und der Typenraum

In diesem Abschnitt werden wir analog zur nicht-stetigen Logik erster Stufe
den Begriff des Typs definieren. Zudem werden wir die Menge aller Typen mit
einer Topologie versehen und Stetigkeit beziiglich dieser charakterisieren. In diesem
Kapitel sei L eine Signatur und T eine (vollstdndige) L-Theorie. Weiter sei M ein
Modell von T, A C M und T4 die Theorie von M als L(A)-Struktur.

Definition 6.20. Sei p eine Menge von L(A)-Bedingungen mit freien Variablen
Z1y.eey Ty Wir nennen p einen (vollstandigen) n-Typen tiber A, falls ein Mo-
dell N von Ty und Elemente e1,...,e, € N existieren, sodass p genau die Men-
ge aller L-Bedingungen E(z1, ..., ) ist, fir die N' | Eley,...,en]. Wir schreiben
p = tpy(e1,...,en) und sagen, die e; realisieren p in N'. Den Raum aller n-Typen
iber A schreiben wir als S, (A).

Bemerkung 6.21. Wie auch in nicht-stetiger Logik ist k-Saturiertheit eines Mo-
dells M dazu dquivalent, dass fir alle A C M mit card(A) < card(M) jeder Typ
aus Sp(A) in M realisiert ist.

Wir werden nun den Raum S,,(A) mit einer Topologie versehen, um Abbildungen
®: S, (A) — [0,1] als stetig bezeichnen zu kénnen.

Definition 6.22. Die Logik-Topologie auf S, (A) ist die Topologie, welche von
den folgenden Mengen erzeugt wird: Sei p € Sp(A) und (p = 0) € p, dann ist
fir ein e > 0 die Menge [p < €] :== {q € Sp(A)|(¢p = d) € ¢, < €} eine offene
Umgebung von p.

Satz 6.23. Sein o(x1,...,x,) eine L(A)-Formel. Zu jedem p € S,(A) existiert
nach Definition genau ein r € [0,1], sodass ¢ = r € p gilt. Dann definieren wir die
Abbildung ¢ : S, (A) — [0, 1] durch $(p) := r. Damit gilt fir eine beliebige Abbildung
®: 5, (A) — [0,1]:  ist stetig beziiglich der Logik- Topologie genau dann, wenn eine
Folge (pg)r von L(A)-Formeln existiert, sodass die Folge (41 )i gleichmiflig gegen
® konvergiert.

Beweis. <= : Fiirr € [0,1],e > 0ist ¢~ 1(Jr —e,7 +¢[) = [|¢ — 7| < €], also sind
die Urbilder einer Basis der Topologie von [0, 1] wieder offen. Damit sind alle @
stetig beziiglich der Logik-Topologie. Also ist ® als Limes von stetigen Funktionen
wieder stetig.

= : Die Menge der Funktionen der Form ¢ erfiillt die notwendigen Bedingun-
gen, damit diese Richtung aus dem Satz von Stone-Weierstrass ([2] S.242 Lemma
16.3) folgt.



28

7. Definierbarkeit in stetiger Logik

Eine der wichtigsten Fragestellungen der Modelltheorie ist, welche Objekte sich
durch die Symbole aus der Signatur eindeutig charakterisieren lassen. Im folgenden
Kapitel werden wir untersuchen, was Definierbarkeit im Kontext stetiger Logik
iiberhaupt seien sollte und welche Eigenschaften definierbare Objekte besitzen. In
diesem Kapitel sei M eine metrische Struktur und L eine Signatur fiir M. Weiter
sei A C M eine Parametermenge.

Definierbarkeit von Pridikaten

Im Kapitel {iber Verkniipfungen haben wir diese durch Approximation mithilfe
eines Teilsystems dargestellt, um die Anzahl der nétigen Verkniipfungen in Formeln
zu reduzieren. Damit lassen sich einige Verkniipfungen nicht als eine einzige Formel
schreiben, sondern als Grenzwert einer Formelfolge. Bei der Begriffsbildung der
Definierbarkeit wollen wir diesen Umstand beriicksichtigen.

Definition 7.1. Sei P : M"™ — [0,1] ein Pradikat. Wir sagen P ist definierbar
in M iiber A, falls es eine Folge von L(A)-Formeln (pr(x))r gibt, sodass o' ()
auf M™ gleichmdflig gegen P(x) konvergiert.

Bemerkung 7.2. In jeder Formel o, kénnen nur endlich viele Parameter aus
A auftreten, es ist also fir definierbare P immer mdoglich, bereits eine abzdhlbare
Menge Ay zu finden, sodass P iiber Ay definierbar ist. Da jedoch die Definition
von P abzdihlbar viele Formeln enthalten kann, muss diese Menge im Gegensatz zur
nicht-stetigen Logik nicht endlich sein.

Wir wollen nun zeigen, dass diese Definition von Definierbarkeit so ist wie ge-
wiinscht, in dem Sinne, dass die Definition das Pridikat eindeutig und unabhingig
von der Wahl eines Modells charakterisiert. Genauer wollen wir zeigen:

Satz 7.3. P ist ein definierbares Pridikat in M, genau dann wenn jede Fortset-
2ung Q in einer elementare Erweiterung N invariant unter Automorphismen iiber
der Parametermenge der Definition ist. Dass Q) eine Fortsetzung von P ist, meint

(M, P) < (N, Q).

Um dieses Resultat zu beweisen, werden wir Eigenschaften des Typenraumes
ausnutzen. Mit dem n#chsten Satz stellen wir einen Bezug zwischen definierbaren
Pridikaten und stetigen Abbildungen wie in 6.23 her.

Satz 7.4. Sei P : M™ — [0,1] eine Funktion. P ist genau dann ein iber A defi-
nierbares Pradikat, wenn eine Funktion ® : S,(A) — [0,1] existiert, welche stetig
beziiglich der Logik- Topologie ist und fir alle a € M™ gilt P(a) = ®(tpay(a))

Beweis. <= : Sei ® eine Funktion mit P(a) = ®(tp(a)), dann existiert nach 6.23
eine Folge von L(A)-Formeln (¢g)k, sodass @y gleichméfig gegen ® konvergiert.
Mit p = tp(a) ist nun |pM(a) — P(a)| = |Pr(p) — ®(p)|, also konvergiert (o)
gleichméfig gegen P(a) und somit ist P ein definierbares Pradikat.

= :Sei N > M eine s-saturierte elementare Erweiterung, wobei £ > card(A).
Da P definierbar ist, existiert eine Folge (¢ )x von L(A)-Formeln, fiir die ¢! gegen
P konvergiert. Nun ist sup,e o {[(a) — i (a) } = suppe {1 (b) — o (8)} fiix
alle k, [, also konvergieren die @{c\/ auf NV gegen ein Pradikat Q. Q ist offensichtlich
definierbar und erweitert P. Sei nun p € S,,(A4) ein Typ. Da N hinreichend saturiert
ist, finden wir ein b € N™, welches p realisiert. Definiere ®(p) := Q(b), dies ist
wohldefiniert, denn da die ¢, L(A)-Formeln sind, hingt Q(b) nur von tp,(b) ab.
Auferdem ist ® der Limes der @, also ist ® nach 6.23 stetig bezliglich der Logik-
Topologie und es ist fiir a € M™ zudem P(a) = Q(a) = ®(tp(a)). O
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Beweis. 7.3 = : Sei P und eine Folge (¢ ) von L(A)-Formeln gegeben, fiir die
oM gleichmiRig gegen P konvergiert. Sein nun (N, Q) = (M, P) eine elementare
Erweiterung, dann konvergieren @{c\/ also gleichméhig gegen Q. Da die ¢ L(A)-
Formeln sind, sind die 90{@\[ invariant unter Automorphismen iiber A, also auch ihr
Limes Q.

< : Sei (V,Q) = (M, P) stark-k-homogen und s-saturiert fiir ein £ >
card(A). Wir definieren ® : S,,(4) — [0,1] durch ®(p) = Q(b), wobei b eine Reali-
sierung von p ist. Dies ist wohldefiniert, denn wegen hinreichender Saturiertheit fin-
den wir fiir jedes p eine Realisierung und wegen stark-x-homogen operiert Aut 4 (N)
transitiv auf den Realisierungen eines festen Typs und @@ war nach Voraussetzung
invariant. Sei nun p € S,(A) fest und r := ®(p). Fir jedes b € N", das p rea-
lisiert, gilt nun Q(b) = r. Wegen der Saturiert existiert nun fiir jedes € > 0 eine
Kondition ¢ = 0 in p und & > 0, sodass ¢™ (b)) < 6§ = |Q(b) — 7| < 5. Dann ist
O([¢p < d]) Cle — r,e + r[. Also ist @ stetig und nach 7.4 ist P definierbar. O

Beispiel 7.5. Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum als Struktur in der
Signatur Lp,o, = {0,1,-C,n, U, P} (vgl. 2.17).

(1) Sei[A] € B\{0}, dann ist mit r := P([A]) die Abbildung u : t — min{1,tr~1}
eine stetige Selbstabbildung von [0,1] und damit eine Verknipfung. Es ist
nun p(X) = u(P(X N A)) eine Lpro,({[A]})-Formel. Also ist ihre Inter-
pretation e (X) = P(X|A) ein definierbares Pridikat.

(2) P(A|B) fiir beliebige A, B € B ist kein definierbares zweistelliges Pridikat,
falls in B Elemente mit beliebig kleiner, positiver Wahrscheinlichkeit exis-
tieren (also die 0 nicht isoliert ist). Wahle in diesemn Fall eine Folge (A;);
in B, welche gegen 0 konvergiert, dann ist P(0|A;) =0,P(A;|A;) =1, also
ist P(A|B) nicht stetig nach (0,0) fortsetzbar. Also kann es keine Folge von
Formeln geben, deren Interpretationen gleichmaflig gegen P(A|B) konver-
gieren.

Nullmengen

In nicht-stetiger Logik bezeichnen wir eine Menge als definierbar, falls sie aus
den Elementen besteht, fiir die ein definierbares Préadikat wahr ist. Unser erster
Versuch, definierbare Mengen zu beschreiben, wird daher Analog dazu sein.

Definition 7.6. Eine Teilmenge D C M™ heifit Nullmenge iiber A, falls es ein
iber A definierbares Pridikat P(x) gibt, sodass D = {x € M™|P(x) = 0}.

Wir kénnen Nullmengen auch anders charakterisieren, ndmlich

Lemma 7.7. Fir D C M™ ist dquivalent:
(1) D ist eine Nullmenge
(2) Es gibt eine Folge (o, )m von L-Formeln, sodass
D ={z € M"|Ym : p;(x) = 0} = ,,en Nullmenge von ¢,

Insbesondere sind Nullmengen unter abzdhlbaren Schnitten abgeschlossen.

Beweis. (1 = 2): Es gibt ein definierbares Pradikat P(z) und L(A)-Formeln
(pr(2))r mit
D = {z € M"|P(z) = 0}; ¢i(z) = P(z)

Wir kénnen ohne Einschriankung die Folge (¢ (x))x so wihlen, dass fiir alle x € M™
gilt: |P(z) — ¢p*(z)| < ¢. Dann ist mit Dy, := {z € M"|pi(z) = £ = 0} also
D = D

(2 = 1): Wenn (@ (z))m (2

) erfiillen, dann ist mit P(x) := > -_, 27 ™A (z)
insgesamt D = {x € M"|P(x)

)
0}. O



30

Beispiel 7.8. Sei M = N mit der diskreten Metrik als Struktur in der Signatur,
die fir jedes Element von N ein Konstantensymbol enthdlt. Habe eine elementare
Erweiterung N' = M und die Folge von Formeln ¢, (x) := max;<y w
nimmt fiir i = x den Wert % an und sonst 0. Das Prdidikat, welches man als Limes
der Folge erhdlt, hat in N also die Nullmenge N \ M und die Nullmenge in M ist
leer. Betrachte das Pridikat dist(x, D) := infycp d(x,y) mit D der Nullmenge in
N. Dieses kann nicht definierbar sein, denn sonst wiirde daraus, dass die Menge D
nicht-leer ist, bereits folgen, dass auch D N M nicht-leer wdre (vgl [1] 9.18).

Abstandspriadikate

. Diese

Wir sehen, dass sich die Definierbarkeit von Pridikaten beim Quantifizieren {iber
Nullmengen dndern kann. Damit dies nicht der Fall ist, muss insbesondere also das
Pradikat dist(z, D) definierbar sein, da dieses sich durch das Quantifizieren iiber D
bereits mit einer einzelnen Formel ausdriicken l&sst. Wir konnen solche Pridikate
axiomatisch beschreiben.

Satz 7.9. Sei I' ein Pradikat welches die Folgenden Axiome erfillt:
(E1) supinf max{F(y), |F(z) — d(z,y)|} =0
z Y
(E2) sup |F(x) — inf min{F (y) + d(x,y),1}| =0
T Y

Dann nennen wir F' ein Abstandspradikat und mit D der Nullmenge von F ist
gerade F(z) = dist(x, D).

Beweis. 9.12 aus [1] O
Definierbarkeit von Mengen

Wir fordern fiir eine definierbare Menge nun:

Definition 7.10. Eine abgeschlossene Menge D C M™ heiffit definierbar in M
iber A genau dann, wenn das Abstandspridikat dist(z, D) definierbar in M iber A
15t.

Tatsédchlich ist diese Bedingung ausreichend, damit wir iiber in diesem Sinne
definierbare Mengen quantifizieren konnen, ohne die Definierbarkeit von Pradikaten
zu verdndern. Dies wird in [1] 9.17 genauer ausgefithrt. Wir wollen an dieser Stelle
nicht ndher darauf eingehen, sondern noch ein Beispiel fiir definierbare Mengen
geben.

Bemerkung 7.11. In der Definition von definierbaren Mengen wird abgeschlossen
gefordert. Dies ist jedoch keine Einschrinkung: Angenommen X ist die Nullmenge
eines Pradikates P und es gabe ein x im Abschluss von X. Dann hditte x wegen
P(x) # 0 aber x eine Umgebung auf der P # 0 wdre, da P stetig ist, also lige x
nicht im Abschluss von X.

Beispiel 7.12. Betrachte o(X) aus 7.5(1), sei D := {X|p™ = 0} die zuge-
hérige Nullmenge. Im Allgemeinen ist o™ (X) # dist(X, D), denn 0 € D und
dist(A, D) < d(0,A) = P(A) und P(A|A) =1, also sind die Werte fiir A # 1 ver-
schieden. Jedoch ist D definierbar, denn dist(X, D) = P(X NA) = P(X|A)- P(A).
Insbesondere besteht B aus allen Ereignissen, die disjunkt zu A sind (modulo P)
und D ist abgeschlossen. Damit folgt, dass die Menge aller Ereignisse, die mit A
zusammenfallen konnen, eine offene Teilmenge der Ereignisalgebra ist, die A ent-
halt.

Definierbarkeit von Funktionen
Abschliefsend wollen wir noch den Definierbarkeit fiir Funktionen definieren und

eine Aussage iiber beliebige definierbare Funktionen bemerken, ohne weiter ins De-
tail zu gehen.



SEMINAR MODELLTHEORIE IN STETIGER LOGIK 31

Definition 7.13. Sei M eine L-Struktur und A C M. Eine Funktion f: M"™ — M
ist definierbar genau dann, wenn die Funktion d(f(z),y) auf M" ! ein in M diber
A definierbares Pradikat ist.

Lemma 7.14. Jede definierbare Funktion f : M™ — M ist gleichmdffig stetig.
Beweis. [1] Prop. 9.23 O
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