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Einführung in die Logik/
Modelltheorie – Blatt 1

Abgabe am 18.10.2018 in der Vorlesung
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Bitte drucken Sie diese Seite aus und verwenden Sie sie als Deckblatt für Ihre Lösungen.

Wie üblich sind alle Antworten zu begründen/beweisen.

Auf diesem Aufgabenblatt können einfache Abkürzungen für Formeln verwendet werden, z. B. ∀x : φ(x) für ¬∃x : ¬φ(x)
und φ ∨ ψ für ¬(¬φ ∧ ¬ψ).

Aufgabe 1 (2 Punkte):

Sei L = {c,R} eine Sprache, wobei c ein Konstantensymbol und R ein einstelliges Relationssymbol ist. Wie viele ver-
schiedene L-Strukturen mit der Grundmenge {1, 2, 3} gibt es? Wie viele Isomorphieklassen bilden diese drei-elementigen
Strukturen?

Aufgabe 2 (2 Punkte):

(a) Ist
φ(x) := ∃n ∈ N : (x =̇ 1 ∨ x =̇ 1 + 1 ∨ · · · ∨ x =̇ 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

)

eine Lring-Formel?

(b) Ist
φn(x) := x =̇ 1 ∨ x =̇ 1 + 1 ∨ · · · ∨ x =̇ 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

für jedes n ∈ N≥1 eine Lring-Formel?

Begründen Sie ganz kurz.

Aufgabe 3 (4 Punkte):

(a) Geben Sie eine Lring-Formel φ(x, y) an, so dass für a, b ∈ R gilt: R |= φ(a, b) genau dann, wenn a ≤ b ist.

(b) Geben Sie eine Lring-Aussage φ an, so dass R |= φ aber C 6|= φ gilt. (Zur Erinnerung: Lring = {0,+,−, 1, ·}.)
(c) Sei L = {f}, wobei f ein einstelliges Funktionssymbol ist. Geben Sie eine L-Aussage φ an, so dass für M =

(M,fM) gilt: M |= φ genau dann, wenn f surjektiv aber nicht injektiv ist.

(d) Gibt es eine Sprache L und eine L-Aussage φ, so dass es L-StrukturenM gibt mitM |= φ, aber so dass es keine
endlichen M gibt mit M |= φ? (M heißt endlich, wenn die Grundmenge von M eine endliche Menge ist.)

Aufgabe 4 (2+2 Punkte):

Sei L = {∼}, wobei ∼ ein zweistelliges Relationssymbol ist.

(a) Geben Sie eine L-Aussage φÄq an, so dass für alle L-Strukturen M = (M,∼M) gilt:
M |= φÄq genau dann, wenn ∼M eine Äquivalenzrelation ist.

(b) SeienM und N L-Strukturen, so dass ∼M und ∼N Äquivalenzrelationen sind und sei α : M→N ein bijektiver
L-Homomorphismus. SindM undN dann automatisch isomorph? Begründen Sie oder geben Sie ein Gegenbeispiel
an.

Aufgabe 5 (1+3 Punkte):

Sei Lmgrp = {1, ·,−1} wie in der Vorlesung die Sprache der (multiplikativ geschriebenen) Gruppen und sei L = {·,−1} ⊂
Lmgrp. Zeigen Sie:

(a) Es gibt eine L-Formel φ1(x), so dass für jede Gruppe G und jedes a ∈ G gilt: G |= φ1(a) genau dann, wenn a = 1.

(b) Zu jeder Lmgrp-Formel φ(x) gibt es eine L-Formel ψ(x), so dass für alle Gruppen G und für alle a ∈ Gn gilt:
G |= φ(a) ⇐⇒ G |= ψ(a).
Hinweis: Benutzen Sie die Formel φ1(x) aus (a).

Vorlesungswebseite: http://reh.math.uni-duesseldorf.de/~internet/ModTh_WS18/
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