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Ubungsaufgabe 10.1

(a) Sei E ein normierter Vektorraum. Zeigen Sie, dass E ein Banachraum ist genau dann, wenn jede absolut

konvergente Reihe in E auch konvergent ist.

(b) Sei E ein Banachraum und F ein abgeschlossener UVR von E. Zeigen Sie, dass der Quotientenraum
E/F:={lxl:=x+F: xcE}

ein Banachraum ist mit der Norm

= inf ||x —y]|.
|} = inf |[x —y]

Ubungsaufgabe 10.2 Wir definieren
Py = {(Eo, E1) : (Ei.| - [[1), 1 €{0, 1}, ist K-Banachraum und E; <> By}, K € {R,C).
Sei 0 € (0,1), (Eg,E) € Pc, und S := [0 < Rez < 1] C C. Wir betrachten den Vektorraum
F(Eo, E) ::{f . f:S — Eq ist holomorph, f € BC (S,Ey),
[t~ f(it)] € BC (R,Ey), [t = (1 +it)] € BC(R.E)) |,

versehen mit der Norm
]| := max { sup || £(it) o, sup || £(1 + it)||1}.
teR teR

Zeigen Sie:

(a) § = {f € BC(S,Ey) : f:S — Eyist holomorph} ist ein abgeschlossener UVR des Banachraums
BC (S, E).

(b) F(Eo,E,) ist ein Banachraum.
(c) Fir jedes 0 € (0,1) ist Ng :={f € F(E¢,E;) : f(0) =0} ein abgeschlossener UVR von F(Ey, E;).

(Hinweise: Zu (a): Ubungsaufgabe 1.3 und der weierstraBsche Konvergenzsatz. Zu (b): Verwenden Sie, das
Drei-Linien- Theorem von Hadamard: Fiir eine holomorphe Funktion f:S — C mit f € BC (S, C) gilt

sup [f(ac+ it)] < (sup[f(it)lo)(supf(1+it))%, a e (0,1),
teR teR teR

um zu zeigen, dass || - [lpc (55, < C| - ||7 fir ein C > 0.)



Ubungsaufgabe 10.3 Mit der Notation aus Ubungsaufgabe 10.1 definieren wir fiir jedes 8 € (0,1) ist der
komplexe Interpolationsraum Egq := [E(, E,]g definiert durch

Eo,Elg :=1{f(0) : f € F(Eo,E{)?}, = inf f .
[Eo, Eilo { (0) € F(Eo 1)} l[x[le fe?(IEO,IlEIII],f(S):xH [ELN

Zeigen Sie:

(a) [Eo,Elp ist ein Banachraum fiir jedes 6 € (0, 1).

(b) Ist Eg =E; = E, so gilt [E,E]og = E mit identischen Normen.
(c) Fir0<06<1gilt: E; — Eg — E,.

(Hinweis zu (a): Ubungsaufgabe 10.1 (b).)

Ubungsaufgabe 10.4 Sei (Eo,E,), (Fo,Fi) € Pe, T € L(Ey,Fo) N L(E;,Fy), und 6 € (0,1). Dann ist
T € L([Eo, Ele, Fo,F]g) und

—0 0
1Tl (o ko Fo ki T0) < T Gy i) ITIZ (B0 -

(Hinweis: Fiir x € Eg und f € F(Eo, E;) mit f(0) = x betrachte (falls der Quotient definiert und nicht 0 ist)
die Funktion

(Tl (o, 70) \ 20 =
(z) = [ =i Tf(z), z€S.)
J (||T||L((EIJF1)>



