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Übungsaufgabe 12.1 Für f ∈ S(R) ist die Hilbert-Transformierte Hf von f definiert durch

Hf(x) :=
1
π

PV
∫
R

f(x− y)

y
dy = lim

ε→0

1
π

∫
ε<|y|<ε−1

f(x− y)

y
dy, x ∈ R.

Zeigen Sie:

(a) Hf ist wohl-definiert.

(b) H(τaf) = τaHf, a ∈ R, und dλHf = H(dλf), λ > 0, wobei

• τaf ∈ S(R) durch τaf(x) := f(x− a), bzw.

• dλf ∈ S(R) durch dλf(x) := f(xλ) definiert sind.

Übungsaufgabe 12.2

(a) Zeigen Sie:

lim
|x|→∞ xHf(x) =

1
π

∫
R
f(x)dx, f ∈ S(R).

(b) H bildet S(R) nach L2(R) ∩ L∞(R).

(Hinweis zu (a): Für x 6= 0 gilt

πHf(x) =

∫
0<|y|<|x|/2

f(x− y) − f(x)

y
dy+

∫
|x|/2<|y|<2|x|

f(x− y)

y
dy+

∫
2|x|<|y|

f(x− y)

y
dy.

Zeigen Sie, dass∫
|x|/2<|y|<2|x|

f(x− y)
x

y
dy−

∫
R
f(x− y)dy =

∫
|x|/2<|y|<2|x|

f(x− y)
(x
y
− 1

)
dy−

∫
|y|<|x|/2

f(x− y)dy

−

∫
|y|>2|x|

f(x− y)dy→|x|→∞ 0.)

Übungsaufgabe 12.3 Für f ∈ S(R) und ε > 0 sei

Cεf(x) :=
1

2πi

∫
R

f(x− y)

y− iε
dy.

Zeigen Sie:

(a)

lim
ε→0

1
π

∫
R

εf(x)

x2 + ε2 dx = f(0) und lim
ε→0

1
π

∫
R

xf(x)

x2 + ε2 dx = −Hf(0).



(b)

lim
ε→0

Cεf(x) =
f(x) − iHf(x)

2
, x ∈ R.

(Hinweis zu (a):
∫
R

ε
ε+x2 dx = π. Hinweis zu (b): Wegen Übungsaufgabe 12.1(b) reicht es die Aussage für

x = 0 zu beweisen. )

Übungsaufgabe 12.4 Sei f ∈ S(R).

(a) Für ε > 0 sei

fε(x) :=
1
π

∫
|y|>ε

f(x− y)

y
dy, x ∈ R.

Zeigen Sie, dass fε →ε→0 Hf in L2(R).

(b) Für ε > 0 sei

Dεf := Cεf−
f− ifε

2
und

h(u) :=
1

u− i
−
χ[|u|>1](u)

u
, u ∈ R.

Zeigen Sie:

(i) h ∈ L1(R) und ∫
R
h(u)du = iπ.

(ii)

Dεf(x) =
1

2πi

∫
R
(τεuf− f)(x)h(u)du, x ∈ R.

(iii) Dεf→ε→0 0 in L2(R).

(c) Für R > ε > 0 sei

Cε,Rf(x) :=
1

2πi

∫
|y|<R

f(x− y)

y− iε
dy, x ∈ R.

(i) Zeigen Sie, dass Cε,Rf ∈ L1(R) und Cε,Rf→R→∞ Cεf in L2(R).

(ii) Zeigen Sie, dass

F(Cε,Rf)(ξ) = Ff(ξ)
1

2πi

∫
|t|<R

e−itξ

t− iε
dt, ξ ∈ R.

(iii) F(Cεf)(ξ) = 0 für fast alle ξ > 0.

(iv) F(Hf)(ξ) = −i sign (ξ)Ff(ξ) für fast alle ξ ∈ R.

(Hinweis zu (a), (b): Die Minkowskische Ungleichung. Hinweis zu (c): Mit

gε(t) :=
1

2πi
1

t− iε
und gε,R(t) :=

1
2πi

1
t− iε

χ[|t|<R](t), t ∈ R,

gilt Cε,Rf− Cεf = (gε,R − gε) ∗ f.)


