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Ubungsaufgabe 12.1 Fiir f € $(R) ist die Hilbert- Transformierte Hf von f definiert durch

f}cf(x);:lpVJ FX=Y) 4y = fim L J =W 4, xer
o gy y

e<lyl<e!
Zeigen Sie:
(a) 3Hf ist wohl-definiert.
(b) H(taf) =71oHf, a € R, und dpFHf = H(df), A > 0, wobei
e T, € 8(R) durch tof(x) := f(x — a), bzw.
o djf € §(R) durch dxf(x) := f(xA) definiert sind.

Ubungsaufgabe 12.2

(a) Zeigen Sie:
lim xHf(x) = lj f(x) dx, f € 8(R).
TTJR

[x|—0c0

(b) 7 bildet S(R) nach Ly(R) N Lo (R).

(Hinweis zu (a): Fir x # 0 gilt

flx—y)—f flx — flx —
R (x) = (x—y) = fx) dy + (x—y) dy + (x—y) dy.
0<lyl<Ix[/2 Ix|/2<lyl<2lx| 2lx|<lyl
Zeigen Sie, dass
X X
-yl | xoway= [ ew(Goa- | ey
Y R Y
Ixl/2<lyl<2lx| Ix|/2<lyl<2lx]| lyl<Ixl/2

— J fix —y) dy =|x|500 0.)

[yl>2[x]

Ubungsaufgabe 12.3 Fiir f € $(R) und & > 0 sei

C.f(x) := ZLMJ'R 7f(x—y) d

y —ie
Zeigen Sie:
@ 1 f 1 f
lim ,J L0 Ge=f(0)  und  lim —J 0 g = —3¢t(0).
e=0 7T Jgp X* 4 € e=0 70 Jgp X° + €



(b)
f(x) — iHf(x)

lim C.f(x) = 5 ,

x € R.

(Hinweis zu (a): [ =57 dx = 7. Hinweis zu (b): Wegen Ubungsaufgabe 12.1(b) reicht es die Aussage fiir
x = 0 zu beweisen. )

Ubungsaufgabe 12.4 Sei f € $(R).
(a) Fir € >0 sei
fe(x) = J ——= dy, x € R.
) Tlyl>e Y
Zeigen Sie, dass fe —. o0 Hf in [L(R).

(b) Fir e > 0 sei

und

h(u) := — , ueR.

Zeigen Sie:

(i) h € L;(R) und

(i)

(ii1) Def —es0 0 in Ly(R).

(c) FirR>e>0sei

1 f(x —
Cerfl(x)i= 5~ J ; - ig) dy, xeR
lyl<R

(i) Zeigen Sie, dass C.gf € L{(R) und Cerf = R0 Cef in Ly(R).

(il) Zeigen Sie, dass
e itE

F(Corf)(E) = FFE) J dt.  EcR

2mi [t|<R t—ie
(itl) F(Cf)(&) = O fiir fast alle & > 0.
(iv) F(FHF)(E) = —isign (§)FF(E) fir fast alle & € R.

(Hinweis zu (a), (b): Die Minkowskische Ungleichung. Hinweis zu (c): Mit

9et = ot —te

und  ger(t) = oo Xpu<ri(t),  tER,

gilt Corf — Cef = (ger — ge) * )



