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Übungsaufgabe 2.1 Sei A := d/dx und E0 := C([0, 1],C). Beweisen Sie:

(a) Ist E1 := C1([0, 1],C), so gilt A ∈ L(E1,E0) und ρ(A) = ∅.

(b) Ist E1 := {u ∈ C1([0, 1],C) : u(0) = 0}, so gilt A ∈ L(E1,E0) und σ(A) = ∅.

(c) Zeigen Sie, dass es sich weder bei (a) noch bei (b) um einen sektoriellen Operator handelt.

(Hinweis: Versehen mit der Norm
‖u‖C1 := max

06k61
‖u(k)‖∞

ist E1 ein Banachraum.)

Übungsaufgabe 2.2 Es seien (Ej, ‖ · ‖j), j = 0, 1, reelle Banachräume und A ∈ L(E1,E0). Zeigen Sie:

(a) Ecj := Ej + iEj = {x+ iy : u, v ∈ Ej}, versehen mit der Norm

‖x+ iy‖j,c := max
−π6ϑ6π

‖x cos ϑ+ y sin ϑ‖j, j = 0, 1,

ist C-Banachraum.

(b) Die Einbettung Ej ↪→ Ecj ist eine Isometrie, d.h. ‖x‖j,c = ‖x‖j für alle x ∈ Ej, j = 0, 1.

(c) Die Komplexifiezierung Ac : Ec1 → Ec0 ,

Ac(x+ iy) := Ax+ iAy, x+ iy ∈ Ec1 ,

von A erfüllt Ac ∈ L(Ec1 ,Ec0 ) und ‖Ac‖L(Ec
1 ,Ec

0 )
= ‖A‖L(E1,E0). Ist ferner λ−A

c : Ec1 → Ec0 invertierbar
für ein λ ∈ R, so ist auch λ−A : E1 → E0 invertierbar.

(d) Ist (E, ‖ · ‖) ein reeller Banachraum, so definiert ‖x+ iy‖ :=
√
‖x‖2 + ‖y‖2 i.A. keine Norm auf Ec.

Übungsaufgabe 2.3 Es sei k ∈ N, K ∈ {R,C}, und

Ck(S,K) := {u ∈ Ck(R,K) : u ist 2π-periodisch}

sei versehen mit der Norm

‖u‖Ck := max
06p6k

‖u(p)‖∞.

Zeigen Sie, dass (Ck(S,R))c und Ck(S,C) isomorph sind (Notation (Ck(S,R))c .
= Ck(S,C)).



Übungsaufgabe 2.4 Es seien (Ei, ‖ · ‖i), i = 0, 1, K-Banachräume mit E1
d
↪→ E0, A ∈ L(E1,E0), und nehme

an, dass A ∈ H(E1,E0, κ,ω) (bzw. Ac ∈ H(Ec1 ,Ec0 , κ,ω) falls K = R).

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung

[x 7→ |||x||| := ‖x‖0 + ‖Ax‖0] : E1 → [0,∞)

eine Norm auf E1 definiert, welche zu der ‖ · ‖1-Norm äquivalent ist. Genauer, zeigen Sie dass es
C = C(κ,ω) > 1 gibt mit

1
C
‖x‖1 6 |||x||| 6 C‖x‖1.

(b) Für f : [0, T ]→ E0, T > 0, gilt

f ∈ C([0, T ],E1) ⇐⇒ f, Af ∈ C([0, T ],E0).


