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Übungsaufgabe 3.1 Sei f : R→ R definiert durch

f(x) :=
∣∣1 − |x|

∣∣
+
:=

{
1 − |x|, |x| 6 1,

0, x > 1.

Zeigen Sie, dass f ∈ H1(R) und berechnen Sie

(−∆)1/2f := Hf ′,

wobei H die Hilbert-Transformation ist.

(Hinweis: Übungsaufgabe 0.4.)

Übungsaufgabe 3.2 Sei A ∈ H(E1,E0). Beweisen Sie:

(a) A(λ−A)−1x = (λ−A)−1Ax für x ∈ E1 und λ ∈ ρ(A).

(b) (Die Resolventen-Identität)

(λ−A)−1 − (µ−A)−1 = (µ− λ)(λ−A)−1(µ−A)−1 ∀λ, µ ∈ ρ(A).

Übungsaufgabe 3.3

(a) Sei γ := γωr,η := γ1 + γ2 + γ3, r > 0, ω ∈ R, und η ∈ (π/2,π), mit

γ1(s) := ω− se−iη, −∞ < s 6 −r,

γ2(s) := ω+ reis, −η 6 s 6 η,

γ3(s) := ω+ seiη, r 6 s <∞.

Zeigen Sie für s > 0 und λ 6∈ γ, dass

1
2πi

∫
γ

eµs

µ− λ
dµ =

{
eλs , falls λ links von γ liegt,

0 , falls λ rechts von γ liegt.

(b) Sei a ∈ C. Bestimmen Sie die Halbgruppe für A := [z 7→ az] ∈ L(C).

Übungsaufgabe 3.4 Sei A ∈ H(E1,E0) und {T(t)}t>0 ⊂ L(E0) die HG assoziiert zu A. Beweisen Sie:

(a) Der Operator B := A− µ mit µ ∈ R ist sektoriell und die HG {S(t)}t>0 ⊂ L(E0) assoziiert zu B erfüllt

S(t) = T(t)e−µt, t > 0.

(b) Es gilt
(λ−A)−1T(t) = T(t)(λ−A)−1 für alle λ ∈ ρ(A), t > 0.


