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Übungsaufgabe 6.1

(a) Es seine (E, ‖ · ‖E), (F, ‖ · ‖F), (G, ‖ · ‖G) Banachräume mit E, F ↪→ G. Beweisen Sie, dass der
Durchschnitt E ∩ F := {x : x ∈ E ∩ F} von E und F ein Banachraum ist mit der Norm

‖x‖E∩F := ‖x‖E + ‖x‖F, x ∈ E ∩ F.

(b) Sei E ein Banachraum, T > 0, α ∈ (0, 1), und

F :=
{
u ∈ C1([0, T ],E) : u ′ ∈ Cαα((0, T ],E)

}
.

Zeigen Sie, dass F ein Banachraum ist mit der Norm

‖u‖ := ‖u‖B(E) + ‖u ′‖Cα
α(E), u ∈ F.

Übungsaufgabe 6.2

(a) Sei E ein Banachraum, τ <∞, und u : [0, τ)→ E sei gleichmäßig stetig. Zeigen Sie, dass u eine stetige
Erweiterung auf [0, τ] besitzt.

(b) Sei (X,d) ein metrischer Raum und M ⊂ X. Zeigen Sie, dass

dist( · ,M) : X→ [0,∞), dist(x,M) = inf
m∈M

d(x,m)

Lipschitz-stetig ist und dass
dist(x,M) = 0 ⇔ x ∈M.

Übungsaufgabe 6.3 Es seien E, F, G Banachräume, O ⊂ E offen, und A ∈ C2−(O,L(F,G)). Zeigen Sie,
dass

[(u, v) 7→ A(u)[v]] =: B ∈ C2−(O× F,G).

Übungsaufgabe 6.4 Für u ∈ Hs(R) mit s ∈ (3/2, 2] sei A(u) ∈ L(H2(R),L2(R)) gegeben durch

A(u)[v] :=
v ′′

1 + u ′2 , v ∈ H2(R).

Zeigen Sie, dass

A ∈ C2−(Hs(R),L(H2(R),L2(R)) und [u 7→ A(u)[u]] ∈ C2−(H2(R),L2(R)).


