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Ubungsaufgabe 7.1 Sei ¢ > 0 und x;j := je fiir j € Z. Sei ferner I; := (x; — ¢,xj + ¢), j € Z, und
m e CP(R, [0, 1]) mit supp7t C (—1,1) und w=1 auf [-1/2,1/2]. Fiir j € Z sei

ol —x;)/e)
S ezl —xi)/e)’

75 (x) x € R.

(i) Zeigen Sie:
(a) m ist wohl-definiert, 7t; € C3°(R, [0, 1]), und suppm; C Ij, j € Z.
(b) 2 jezm(x) =1 firallex € R.
(c) Zu jedem k € N existiert eine Konstante C(k) > 0 mit ||| || < C(k)/e* fiir alle j € Z.
Die Familie {(75,1;)}jez heilt glatte ¢-Zerlegung der Eins auf R.
(i) Sei nun N := N(¢) := [1/e*] +2 € N, wobei [-] die GauBklammer ist. Ist {(75;,[;)}jez die glatte
e¢—Zerlegung der Eins aus (i), so definieren wir eine glatte endliche ¢-Zerlegung der Eins
{05, T3 = NN+

auf R durch

M=m, Jj:==1 [I<N, bzw. TN = Z T, N == [Ix] = xn].
[KI=>N+1

Zeigen Sie, dass zu jedem k € N eine Konstante C(k) > 0 existiert mit ||ﬂ§k)||B(R) < C(k)/e" fiir alle
“N<j<N+L

(iii) Sei {(m,1;)}jez die glatte e—Zerlegung der Eins aus (i) und

Xj =11 +m 4w, SN, bzw. XN+1 = Z k.
[kI=N

Zeigen Sie, dass

(a) x5 € CP(R,[0,1]) und x; =1 auf suppTT;, =N <j < N+ 1.
(b) [suppx;l < 4e fiir [j| <N, bzw. suppxn+1 C [1/e < [x[I.

Ubungsaufgabe 7.2 Sei {TT;}_n<j<n+1 auf R eine endliche glatte Zerlegung der Eins und k € N. Zeigen Sie,

dass
N+1

[uH Y |\nju\|Hk} . HX(R, C) — [0, 00)
j=—N

eine Norm auf H*(IR) definiert, welche dquivalent ist zu der H*-Norm.



Ubungsaufgabe 7.3 Sein > 1. Fiir @ € [1/n,n] sei Ag € L(H2(R,C), (R, C)) definiert durch

Zeigen Sie, dass
(a) [ReA>1]C p(Ag)

(b) 2n|(A — Al = M|z + lule - Yu € HY(R,C), ReA > 1.

Ubungsaufgabe 7.4 Sei b € Cy(R) und nehme an, dass 1 > 1 existiert mit
a:=1+bell/n,nl.

Fir @ € [1/n,1] sei Az € L(H2(R,C),L»(R,C)) definiert in Ubungsaufgabe 7.3, bzw. sei der Operator
A € L(H?*(R,C),L,(R,C)) definiert durch

Au:=au”.

Wir betrachten den stetigen Weg

[t — A(1)]:[0,1] = L(H?*(R,C), L,(R,C)) mit AMu:= (1 —1t)a+1)u”.
[ —

=a-

Beweisen Sie, dass es zu jedem p > 0 ein ¢ > 0, eine endliche e-Zerlegung der Eins {(TTj, J;)}—n<j<n+1, und
ein K = K(u) > 0 existieren derart dass

ITHA(T W= Aq, () Tufl, < ulTTule + Ky, Yu e H}(R,C), il <N, telo1],
||nN+1A(T)LL— Al[ﬂN+1u]||[_2 < u||ﬂN+1u||Hz + KHLLHH], Yue HZ(R,C), TE [O, ]],

wobei wir x; € J; beliebig gewahlt haben fiir [j| < N.



