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Übungsaufgabe 7.1 Sei ε > 0 und xj := jε für j ∈ Z. Sei ferner Ij := (xj − ε, xj + ε), j ∈ Z, und
π ∈ C∞

0 (R, [0, 1]) mit suppπ ⊂ (−1, 1) und π = 1 auf [−1/2, 1/2]. Für j ∈ Z sei

πj(x) :=
π((x− xj)/ε)∑

k∈Z π((x− xk)/ε)
, x ∈ R.

(i) Zeigen Sie:

(a) πj ist wohl-definiert, πj ∈ C∞
0 (R, [0, 1]), und suppπj ⊂ Ij, j ∈ Z.

(b)
∑

j∈Z πj(x) = 1 für alle x ∈ R.

(c) Zu jedem k ∈ N existiert eine Konstante C(k) > 0 mit ‖π(k)j ‖B(R) 6 C(k)/εk für alle j ∈ Z.

Die Familie {(πj, Ij)}j∈Z heißt glatte ε-Zerlegung der Eins auf R.

(ii) Sei nun N := N(ε) := [1/ε2] + 2 ∈ N, wobei [ · ] die Gaußklammer ist. Ist {(πj, Ij)}j∈Z die glatte
ε−Zerlegung der Eins aus (i), so definieren wir eine glatte endliche ε-Zerlegung der Eins

{(Πj, Jj)}−N6j6N+1

auf R durch

Πj = πj, Jj := Ij |j| 6 N, bzw. ΠN+1 :=
∑

|k|>N+1

πk, JN+1 := [|x| > xN].

Zeigen Sie, dass zu jedem k ∈ N eine Konstante C(k) > 0 existiert mit ‖Π(k)
j ‖B(R) 6 C(k)/εk für alle

−N 6 j 6 N+ 1.

(iii) Sei {(πj, Ij)}j∈Z die glatte ε−Zerlegung der Eins aus (i) und

χj = πj−1 + πj + πj+1, |j| 6 N, bzw. χN+1 :=
∑

|k|>N

πk.

Zeigen Sie, dass

(a) χj ∈ C∞
0 (R, [0, 1]) und χj = 1 auf suppΠj, −N 6 j 6 N+ 1.

(b) | suppχj| 6 4ε für |j| 6 N, bzw. suppχN+1 ⊂ [1/ε 6 |x|].

Übungsaufgabe 7.2 Sei {Πj}−N6j6N+1 auf R eine endliche glatte Zerlegung der Eins und k ∈ N. Zeigen Sie,
dass [

u 7→
N+1∑
j=−N

‖Πju‖Hk
]
: Hk(R,C)→ [0,∞)

eine Norm auf Hk(R) definiert, welche äquivalent ist zu der Hk-Norm.



Übungsaufgabe 7.3 Sei η > 1. Für a ∈ [1/η,η] sei Aa ∈ L(H2(R,C),L2(R,C)) definiert durch

Aau := au ′′.

Zeigen Sie, dass

(a) [Re λ > 1] ⊂ ρ(Aa)

(b) 2η‖(λ−Aa)u‖2 > |λ|‖u‖2 + ‖u‖H2 ∀u ∈ H2(R,C), Re λ > 1.

Übungsaufgabe 7.4 Sei b ∈ C0(R) und nehme an, dass η > 1 existiert mit

a := 1 + b ∈ [1/η,η].

Für a ∈ [1/η,η] sei Aa ∈ L(H2(R,C),L2(R,C)) definiert in Übungsaufgabe 7.3, bzw. sei der Operator
A ∈ L(H2(R,C),L2(R,C)) definiert durch

Au := au ′′.

Wir betrachten den stetigen Weg

[τ 7→ A(τ)] : [0, 1]→ L(H2(R,C),L2(R,C)) mit A(τ)u := ((1 − τ)a+ τ)︸ ︷︷ ︸
:=aτ

u ′′.

Beweisen Sie, dass es zu jedem µ > 0 ein ε > 0, eine endliche ε-Zerlegung der Eins {(Πj, Jj)}−N6j6N+1, und
ein K = K(µ) > 0 existieren derart dass

‖ΠjA(τ)u−Aaτ(xj)[Πju]‖L2 6 µ‖Πju‖H2 + K‖u‖H1 , ∀u ∈ H2(R,C), |j| 6 N, τ ∈ [0, 1],

‖ΠN+1A(τ)u−A1[ΠN+1u]‖L2 6 µ‖ΠN+1u‖H2 + K‖u‖H1 , ∀u ∈ H2(R,C), τ ∈ [0, 1],

wobei wir xj ∈ Jj beliebig gewählt haben für |j| 6 N.


