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Hinweis: Es werden nur die ersten beiden Aufgaben korrigiert und bewertet.

[K] Aufgabe 6.1 (5 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Wir betrachten die Wärmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedingun-
gen

(WLG)


∂tu −∆u = 0 in R+ × Ω

∂νu = 0 auf R+ × ∂Ω

u(0) = u0 in Ω.

Die L2-Realisierung des Laplace-Operators mit Neumann-Randbedingungen ist gegeben durch

AL,N : D(AL,N ) ⊂ L2(Ω)→ L2(Ω), u 7→ ∆u

mit D(AL,N ) := {u ∈ H 1(Ω) : ∂νu|∂Ω = 0,∆u ∈ L2(Ω)}. Dabei ist die Randbedingung wie folgt
zu verstehen:

∂νu|∂Ω = 0 :⇔ (∆u, v)L2(Ω) = −(∇u,∇v)L2(Ω) ∀v ∈ H 1(Ω).

Zeigen Sie, dass (WLG) in L2(Ω) wohlgestellt ist.
Hinweis: Wenden Sie den Satz von Lax-Milgram an.

[K] Aufgabe 6.2 (3 Punkte)

Sei 1 < p <∞ und Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Der Laplace-Operator mit Dirichlet-Randbedingungen auf
Ω ist in Lp(Ω) gegeben durch

AL,D : D(AL,D) ⊂ Lp(Ω)→ Lp(Ω), u 7→ ∆u

mit Definitionsbereich D(AL,D) = {u ∈W 1,p
0 (Ω) : ∆u ∈ Lp(Ω)}. Dabei ist W 1,p

0 (Ω) = C∞c (Ω)
W 1,p(Ω)

.
Alle Räume seien reell angenommen. Zeigen Sie, dass AL,D dissipativ ist.
Hinweis: Sie können Aufgabe 3 von Blatt 5 verwenden.

Aufgabe 6.3

Sei AS wie in Beispiel 3.6(a) aus dem Skript als der Schrödinger-Operator auf L2(Rn) mit Defini-
tionsbereich D(AS ) = H 2(Rn) gegeben:

AS : D(AS ) ⊂ L2(Rn)→ L2(Rn), ASu := i∆u.

Aus dem Beispiel wissen wir bereits, dass AS eine C0-Kontraktionshalbgruppe (T (t))t>0 erzeugt.
Zeigen Sie, dass

T (t) = F−1 exp(−i |ξ|2t)F

für t > 0 gilt.
Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass F−1 exp(−i |ξ|2t)F eine C0-Kontraktionshalbgruppe auf L2(Rn)
mit Generator B : D(B) ⊂ L2(Rn)→ L2(Rn) ist. Weisen Sie anschließend nach, dass AS = B .

Abgabe bis zum Freitag, den 11. Dezember 2020, 11.00 Uhr über das Ilias-System.
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