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Aufgabe 1: (Fortsetzungsoperator)(4P)
Sei X ein Banachraum, T P p0,8q und 0W

1,ppp0, T q, Xq :“ tu PW 1,ppp0, T q, Xq | up0q “ 0u. Für eine
Funktion u : r0, T s Ñ X definieren wir

ETuptq :“
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0, ´8 ă t ă 0 oder 2T ď t ă 8

uptq, 0 ď t ă T

up2T ´ tq, T ď t ă 2T.

Zeigen Sie für 1 ď p ă 8, dass sowohl

ET : Lppp0, T q, Xq ÝÑ Lpppa, bq, Xq

als auch
ET : 0W

1,ppp0, T q, Xq ÝÑW 1,pppa, bq, Xq

für alle ´8 ď a ď 0 ă T ď b ď 8 ein Fortsetzungsoperator (d.h. ein stetiger linearer Operator mit
ETu|p0,T q “ u) ist. Zeigen Sie weiterhin, dass es ein von den Intervallen p0, T q und pa, bq unabhängiges
C ą 0 gibt, sodass }ET }L pLppp0,T q,Xq,Lpppa,bq,Xqq ď C und }ET }L p0W 1,ppp0,T q,Xq,W 1,pppa,bq,Xqq ď C gilt.
Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zuerst für den Fall pa, bq “ R und verwenden Sie, dass C8pr0, T s, Xq
dicht in W 1,ppp0, T q, Xq liegt.

Aufgabe 2: (Soboleveinbettung mit Zeitspur 0 und Poincaré-Ungleichung)(2P+2P)
Sei X ein Banachraum und 1 ď p ă 8. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Für T0 P p0,8q gilt die Soboleveinbettung

0W
1,ppp0, T q, Xq ãÑ Cpr0, T s, Xq

gleichmäßig in T P p0, T0s, d.h. es gibt ein C ą 0, sodass }u}Cpr0,T s,Xq ď C}u}W 1,ppp0,T q,Xq für alle
u P 0W

1,ppp0, T q, Xq und für alle T P p0, T0s gilt.

(b) Für T P p0,8q gilt die Poincaré-Ungleichung

}u}Lppp0,T q,Xq ď T } 9u}Lppp0,T q,Xq

für alle u P 0W
1,ppp0, T q, Xq “ tu PW 1,ppp0, T q, Xq | up0q “ 0u.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1, um (a) zu lösen.

Aufgabe 3: (R-sektorielle stetige Operatoren)(4P)
Sei X ein Banachraum und A P L pXq mit σpAq Ă Σϕ für einen Winkel ϕ P p0, πq. Zeigen Sie, dass A
ein R-sektorieller Operator mit ϕR

A ď ϕ ist. Insbesondere gilt A P MRpXq, falls ϕ ă π
2 und X von der

Klasse HT ist.

Zur Erinnerung: Ein linearer und dicht definierter Operator A : DpAq Ă X Ñ X mit dichtem Bild
heißt (R-)sektoriell, wenn es einen Winkel ϕ P p0, πq gibt, sodass σpAq Ă Σϕ gilt und

tλpλ`Aq´1 : λ P Σπ´ϕu Ă L pXq (*)

(R-)beschränkt ist. Das Infimum aller ϕ P p0, πq, sodass (*) (R-)beschränkt ist wird mit ϕA bzw. ϕR
A

bezeichnet.
Hinweis: Betrachten Sie für λ P Σπ´ϕ die Fälle |λ| ď 2}A}L pXq und |λ| ą 2}A}L pXq. Verwenden Sie
Bem. 9.22 (d) für ersteren Fall und stellen Sie λpλ ´ Aq´1 für letzteren Fall durch die Neumann’sche
Reihe dar.


