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Aufgabe 1: (Helmholtzprojektion)(2P+2P)
Sei 1 < p < o, ke Ngund P € Z(LP(R™)") die Helmholtzprojektion. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen.

(a) 0“Pu = Pd®u Yue WFP(R")" Vo e NI, |a| < k.
(b) 0rPu(t) = Powu(t) Yt > 0 Yu e C((0,0), LP(R™)™).

Aufgabe 2: (Stokesoperator)(3P)
Sei 1 < p <oound P e Z(LP(R™)™) die Helmholtzprojektion. Zeigen Sie fiir den Laplaceoperator

Ap : W*P(R™M" ¢ LP(RM)" — LP(R™M)", u+— Au
und den Stokesoperator
Ay WPP(R™M™ A LP(R") L2 (R") — L2(R"), u+~— PAu = Au,

dass p(AL) © p(Ay) mit (A — A,) "L = (A — AL)_1|L5(R,L) fir alle A € p(Ar) gilt.

Aufgabe 3: (LP-LI-Abschitzungen)(4P)
Fir ¢t > 0 ist der Gauss’sche Kern definiert durch

Gi(x) = e 4, xeR™

Zeigen Sie fiir 1 < p < ¢ < 0 die Ungleichungen

_nel 1
|G % flla@ny < Cit™ 2% ™| £l ogan

und

wobei die Konstanten C,Ce > 0 nur von n, p und ¢ abhéngen.

Aufgabe 4: (2P+2P)

Sei A: D(A) € X — X ein sektorieller Operator in einem komplexen Banachraum X mit 0 € p(A).
(a) Zeigen Sie, dass 0 € p(A%) fiir a € [0, 1] gilt.

™

(b) Fiir den Spektralwinkel gelte ¢4 < 5. Zeigen Sie, dass fiir die Spektralschranke s(—A%) < 0 fiir
alle a € [0, 1] gilt.



