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Aufgabe 1: (Helmholtzprojektion)(2P+2P)
Sei 1 ă p ă 8, k P N0 und P P L pLppRnqnq die Helmholtzprojektion. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen.

(a) BαPu “ PBαu @u PW k,ppRnqn @α P Nn0 , |α| ď k.

(b) BtPuptq “ PBtuptq @t ą 0 @u P C1pp0,8q, LppRnqnq.

Aufgabe 2: (Stokesoperator)(3P)
Sei 1 ă p ă 8 und P P L pLppRnqnq die Helmholtzprojektion. Zeigen Sie für den Laplaceoperator

AL : W 2,ppRnqn Ă LppRnqn ÝÑ LppRnqn, u ÞÝÑ ∆u

und den Stokesoperator

Aσ : W 2,ppRnqn X LpσpRnq Ă LpσpRnq ÝÑ LpσpRnq, u ÞÝÑ P∆u “ ∆u,

dass ρpALq Ă ρpAσq mit pλ´Aσq´1 “ pλ´ALq´1|LpσpRnq für alle λ P ρpALq gilt.

Aufgabe 3: (Lp-Lq-Abschätzungen)(4P)
Für t ą 0 ist der Gauss’sche Kern definiert durch
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4t , x P Rn.

Zeigen Sie für 1 ď p ď q ď 8 die Ungleichungen

}Gt ˚ f}LqpRnq ď C1t
´n

2
p 1
p
´ 1
q
q
}f}LppRnq

und
}∇Gt ˚ f}LqpRnqn ď C2t

´ 1
2
´n

2
p 1
p
´ 1
q
q
}f}LppRnq,

wobei die Konstanten C1, C2 ą 0 nur von n, p und q abhängen.

Aufgabe 4: (2P+2P)
Sei A : DpAq Ă X Ñ X ein sektorieller Operator in einem komplexen Banachraum X mit 0 P ρpAq.

(a) Zeigen Sie, dass 0 P ρpAαq für α P r0, 1s gilt.

(b) Für den Spektralwinkel gelte ϕA ă π
2 . Zeigen Sie, dass für die Spektralschranke sp´Aαq ă 0 für

alle α P r0, 1s gilt.


