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Aufgabe 1: (Selbstadjungierte Operatoren mit kompakter Resolvente)(1P+2P+2P+3P)
Sei A : DpAq Ă H Ñ H ein selbstadjungierter Operator in einem separablen Hilbertraum H mit
kompakter Resolvente (d.h. es gibt ein λ P ρpAq, sodass pλ ´ Aq´1 P L pHq ein kompakter Operator
ist) und σpAq Ă p´8, 0q. Zeigen Sie:

(a) pµ´Aq´1 ist für jedes µ P ρpAq kompakt.

Nach dem Spektralsatz für kompakte selbstadjunigerte Operatoren gibt es dann eine Nullfolge pµkqkPN
aus Eigenwerten von A´1 und eine zugehörige Orthonormalbasis pekqkPN aus Eigenvektoren, sodass
A´1x “

ř8
k“1 µkxx, ekyHek für jedes x P H gilt. Zeigen Sie:

(b) Ax “
ř8
k“1

1
µk
xx, ekyHek für alle x P DpAq und ek ist Eigenvektor von A zum Eigenwert 1

µk
.

(c) Definiert man einen Funktionalkalkül durch fpAqx :“
ř8
k“1 fp

1
µk
qxx, ekyHek, x P H, so ist

L8pp´8, 0qq ÝÑ L pHq, f ÞÝÑ fpAq

ein Algebren-Homomorphismus mit }fpAq}L pHq ď }f}8 für alle f P L8pp´8, 0qq.

(d) Definiert man T ptqx :“ etAx, t ě 0, x P H durch den obigen Funktionalkalkül, so ist pT ptqqtě0
eine exponentiell stabile C0-Halbgruppe mit Erzeuger A.

Aufgabe 2: (Poissonkern für den Halbraum)(2P)
Für y ě 0 ist der Poissonkern für den Halbraum gegeben durch

Pypsq :“
1

π

y

s2 ` y2
, s P R.

Zeigen Sie, dass Py “ 1?
2π

F rt ÞÑ e´y|t|s für alle y ą 0 gilt.

Aufgabe 3: (2P+2P)
A erzeuge die C0-Halbgruppe pT ptqqtě0 auf dem Banachraum X. Es gelte σP pAq Ă iαZ für ein α ą
0, sodass die zugehörigen Eigenvektoren einen dichten Teilraum von X aufspannen. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen.

(a) Ist λ P C ein Eigenwert von A zum Eigenvektor x P DpAq, so ist eλt ein Eigenwert von T ptq zum
gleichen Eigenvektor x für alle t ě 0.

(b) pT ptqqtě0 ist periodisch.

Aufgabe 4: (Zusatz zum Satz von Mikhlin)(2P)
Sei m P L8pRn,Cq und 1 ă p ă 8. Falls m P CkpRnzt0u,Cq für ein k ą n

2 gilt und m die Mikhlin-
Bedingung

}m}Mik :“ max
|α|ďk

sup
ξPRnzt0u

|ξ||α||Bαmpξq| ă 8 (Mik)

erfüllt, so gilt für den Operator

F´1mF : S pRnq ÝÑ S 1pRnq,

dass F´1mFu P LppRnq @u P S pRnq und es gibt eine eindeutige Fortsetzung T P L pLppRnqq.
Zeigen Sie: Gilt zusätzlich m P C8pRn,Cq, so ist T gerade die Einschränkung von

F´1mF : S 1pRnq ÝÑ S 1pRnq

auf LppRnq.


