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Aufgabe 1: (Wärmeleitungshalbgruppe in Lp)(4P)
Der Laplaceoperator

AL,p : W 2,ppRnq Ă LppRnq ÝÑ LppRnq, u ÞÝÑ ∆u

erzeugt nach Korollar 7.4 für 1 ă p ă 8 eine beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe petAL,pqtě0 vom
Winkel θ “ π

2 auf LppRnq. Zeigen Sie, dass

etAL,pf “ Gt ˚ f “ F´1e´t|ξ|
2
Ff @f P LppRnq @t ě 0

für alle 1 ă p ă 8 gilt, wobei Gt für t ą 0 der Gauss’sche Kern ist (siehe Blatt 1).
Hinweis: Zeigen Sie für λ P Czp´8, 0s, dass pλ´AL,pq´1f “ pλ´AL,2q´1f und damit auch etAL,pf “
etAL,2f für alle f P LppRnq X L2pRnq gilt. Dazu ist Blatt 5, Aufgabe 4 hilfreich. Verwenden Sie an-
schließend Blatt 1, Aufgabe 2 sowie die Dichtheit von LppRnq X L2pRnq Ă LppRnq.

Aufgabe 2: (Fourierreihen in L2p0, 1q)(4P+2P)
Für eine komplexwertige Funktion f P L1p0, 1q ist der Fourierkoeffizient zu m P Z definiert durch

pfpmq :“

1
ż

0

fpxqe´2πim¨xdx “ xf, e2πim¨xyL2p0,1q

und die Fourierreihe von f durch
ř

mPZ
pfpmqe2πim¨x. Eine Funktion der Form P pxq “

ř

|m|ďN ame
2πim¨x

mit N P N und am P C, m P Z, |m| ď N heißt trigonometrisches Polynom.

(a) Zeigen Sie, dass pϕmqmPZ mit ϕmpxq “ e2πim¨x eine Orthonormalbasis (ONB) von L2p0, 1q ist.
Insbesondere folgt dann f “

ř

mPZ
pfpmqe2πim¨x in L2p0, 1q für alle f P L2p0, 1q. Verwenden Sie

dazu den Approximationssatz von Weierstraß für trigonometrische Polynome. Dieser besagt, dass
jede 1-periodische stetige Funktion f : R Ñ C gleichmäßig durch trigonometrische Polynome
approximiert werden kann.

(b) Sei u P Hkp0, 1q mit upjqp0q “ upjqp1q für j “ 0, . . . , k ´ 1. Zeigen Sie yupkqpmq “ p2πimqkpupmq für
m P Z. Beachten Sie dazu die Soboleveinbettung Hkp0, 1q ãÑ Ck´1r0, 1s.

Zur Erinnerung: In einem Hilbertraum H sind für ein Orthonormalsystem pϕkqkPZ Ă H äquivalent:
(i) pϕkqkPZ ist eine ONB, (ii)

ř

kPZxf, ϕkyHϕk “ f in H @f P H, (iii) }f}2H “
ř

kPZ |xf, ϕkyH |
2 @f P H,

(iv) @f P H : xf, ϕmyH “ 0 @m P Zñ f “ 0.

Aufgabe 3: (Laplaceoperator in L2p0, 1q)(6P)
Zeigen Sie für den Operator

A : DpAq Ă L2p0, 1q ÝÑ L2p0, 1q, u ÞÝÑ u2

auf DpAq :“ tu P H2p0, 1q : up0q “ up1q, u1p0q “ u1p1qu, dass ´A pseudo-sektoriell mit Spektralwinkel
ϕ´A “ 0 aber nicht sektoriell ist und eine C0-Halbgruppe mit Wachstumsschranke ωpT q “ 0 erzeugt.
Hinweis: Finden Sie mit Hilfe von Aufgabe 2 eine Reihendarstellung für die Resolvente pλ ´ Aq´1f ,
f P L2p0, 1q und zeigen Sie, dass diese Reihe sogar in H2p0, 1q konvergiert.


