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Aufgabe 1: (Maximale Regularität)(2P+4P)
Sei T P p0,8s, 1 ď p ď 8 und A : DpAq Ă X ÝÑ X abgeschlossen. A hat maximale Lp-Regularität
auf r0, T q, falls für alle pf, xq P Lppp0, T q, Xq ˆ IppAq “: F eine Funktion u : r0, T q ÝÑ X existiert, die
das Cauchy-Problem

pCPqf,x

#

d
dtu`Au “ f in p0, T q,

up0q “ x

fast überall löst (d.h. u ist für f.a. t P p0, T q differenzierbar mit uptq P DpAq für f.a. t P p0, T q und
d
dtu ` Au “ f f.ü. in p0, T q sowie up0q “ x) und falls es ein C “ CpT q ą 0 gibt, sodass für alle
pf, xq P F die Ungleichung

} 9u}Lppp0,T q,Xq ` }Au}Lppp0,T q,Xq ď C
`

}f}Lppp0,T q,Xq ` }x}IppAq
˘

(*)

erfüllt ist. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Wenn A maximale Lp-Regularität hat und eine beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe erzeugt,
so gilt für die Lösung u von pCPqf,x zu pf, xq P F

uptq “ e´tAx`

t
ż

0

e´pt´sqAfpsqds @t P r0, T q.

(b) Existiert für alle f P Lppp0, T q, Xq eine Funktion u : r0, T q ÝÑ X, die pCPqf,0 fast überall löst
und eine Konstante C ą 0, sodass Ungleichung (*) mit x “ 0 erfüllt ist, so hat A bereits maximale
Regularität auf r0, T q, falls A eine beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe erzeugt.

Hinweis: Betrachten Sie für Aufgabe paq die (fast überall existierende) Ableitung der Funktion s ÞÑ
e´pt´sqAupsq. Wählen Sie für Aufgabe pbq zu x P IppAq ein geeignetes v P E mit vp0q “ x und betrach-
ten Sie das Problem pCPqf´p d

dt
`Aqv,0.

Aufgabe 2: (Faltung und Fouriertransformation)(2P+2P)
Seien X,Y Banachräume. Für 1 ď p, q, r ď 8 mit 1

p `
1
q “ 1 ` 1

r , g P L
ppRn,L pX,Y qq und f P

LqpRn, Xq ist die Faltung definiert durch

g ˚ fpxq “

ż

Rn

gpx´ yqfpyqdy, x P Rn.

(a) Zeigen Sie g ˚ f P LrpRn, Y q, indem Sie die Banachraum-wertige Version der Young’schen Unglei-
chung }g ˚ f}LrpRn,Y q ď }g}LppRn,L pX,Y qq}f}LqpRn,Xq beweisen.

(b) Zeigen Sie im Fall p “ q “ r “ 1, dass zg ˚ f “ p2πq
n
2
pg ¨ pf gilt, wobei pg ¨ pfpxq :“ pgpxq pfpxq für

x P Rn.

Aufgabe 3: (Vererbung der R-Beschränktheit)(2P+2P+2P)
Seien X,Y, Z Banachräume. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Sind T ,S Ă L pX,Y q R-beschränkt, so auch T ` S mit RpT ` Sq ď RpT q `RpSq.

(b) Sind T Ă L pY, Zq und S Ă L pX,Y q R-beschränkt, so auch T S mit RpT Sq ď RpT qRpSq.

(c) Ist T Ă L pX,Y qR-beschränkt, so auch der Abschluss T s bezüglich der starken Operatortopologie
mit RpT s

q ď RpT q.


