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Aufgabe 1: (Soboleveinbettung)(2P+2P)
Sei X ein Banachraum und 1 ď p ă 8. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Für T P p0,8q gilt W 1,ppp0, T q, Xq ãÑ Cpr0, T s, Xq “ BUCpr0, T s, Xq.

(b) W 1,1pp0,8q, Xq ãÑ BUCpr0,8q, Xq.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst eine Abschätzung der Form }up0q}X ď CT }u}W 1,ppp0,T q,Xq für Funktionen

u P C8pr0, T s, Xq, indem Sie die Darstellung up0q “ 1
T

T
ş

0

´

uptq `
t
ş

0

u1psqds
¯

dt verwenden.

Aufgabe 2: (Spuroperator)(2P+2P)
Zeigen Sie für einen Banachraum X und 1 ď p ă 8 die folgenden Aussagen.

(a) Für jedes T P p0,8s existiert der Spuroperator auf W 1,ppJ,Xq mit J :“ p0, T q, d.h. der dicht
definierte Operator

Tr : C8c p
sJ,Xq ĂW 1,ppJ,Xq ÝÑ X, u ÞÝÑ up0q

besitzt eine stetige Fortsetzung Tr :W 1,ppJ,Xq ÝÑ X.

(b) Für T P p0,8s und u PW 1,ppp0, T q, Xq gilt die Darstellung

uptq “

t
ż

0

u1psqds` Tru für f.a. t P p0, T q.

Hinweis: Betrachten Sie zunächst den Fall T ă 8 und beachten Sie, dass in diesem Fall C8c p sJ,Xq “
C8p sJ,Xq gilt.

Aufgabe 3: (Raum der Fouriermultiplikatoren)(5P)
Für zwei komplexe Banachräume X,Y und 1 ď p ă 8 ist der Raum der Fouriermultiplikatoren
definiert durch

MppRn, X, Y q “
!

m : Rn Ñ L pX,Y q | m ¨ φ P L1
locpRn, Y q XS 1pRn, Y q @φ P S pRn, Y q,

F´1mF P L pLppRn, Xq, LppRn, Y qq
)

.

Weiterhin ist MppRnq “MppRn,C,Cq. Zeigen Sie für 1 ă p ă 8

MppRn, X, Y q ãÑ L8pRn,L pX,Y qq.

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zunächst für den Fall X “ Y “ C, indem Sie für 1 ă p ă 8 die
Implikationskette

m PMppRnq ñ m PMppRnq XMp1pRnq für
1

p
`

1

p1
“ 1 ñ m PM2pRnq ñ m P L8pRnq

zeigen. Dabei folgt die zweite der drei Implikationen aus dem Satz von Riesz-Thorin. Verwenden Sie
anschließend für m PMppRn, X, Y q die Darstellung

}m}L8pRn,L pX,Y qq “ ess-sup
ξPRn

sup
xPX,}x}Xď1

sup
y1PY 1,}y1}Y 1ď1

ˇ

ˇ

ˇ
xmpξqx|y1y

ˇ

ˇ

ˇ

um die Aussage auf den skalaren Fall zurückzuführen.


