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Hinweis: Es werden nur die ersten beiden Aufgaben korrigiert und bewertet.

[K] Aufgabe 2.1 (3 Punkte)

Sei 1 < p < ∞, k ∈ N0 und P ∈ L (Lp(Rn)n) die Hemholtzprojektion. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) ∂αPu = P∂αu für alle u ∈W k ,p(Rn)n , α ∈ Nn
0 , |α| 6 k .

(b) ∂tPu(t) = P∂tu(t) für alle t > 0, u ∈ C 1((0,∞),Lp(Rn)n).

[K] Aufgabe 2.2 (5 Punkte)

Betrachten sie den mit der Corioliskraft gestörten Stokesoperator

ASCu := Aσu −MCu = ∆u − Pωe3 × u

für ω > 0 auf Lp
σ(R3) für 1 < p < ∞. Dabei sei e3 der entsprechende Einheitsnormalenvektor in

R3 und P die Helmholtzprojektion. Zeigen Sie, dass ASC eine holomorphe, aber keine beschränkte
holomorphe Halbgruppe auf Lp

σ(R3) erzeugt. Zeigen Sie außerdem, dass die erzeugte C0-Halbgruppe
auf L2

σ(R3) beschränkt ist.
Hinweise: Gehen Sie wie folgt vor:

(i) Zeigen Sie mit Hilfe der Störungstheorie, dass ASC eine holomorphe Halbgruppe erzeugt.

(ii) Bestimmen Sie das Fouriersymbol ÂSC (ξ) von ASC . Beachten Sie dabei, dass sich die Störung
durch die Corioliskraft als Matrix M ∈ R3×3 schreiben lässt.

(iii) Bestimmen sie nun anhand des Symbols das Spektrum von ASC . Sie dürfen dabei ausnutzen,
dass das Spektrum von ASC genau aus λ(ξ) besteht, wobei λ(ξ) die Eigenwerte der Matrix
ÂSC (ξ) für ξ ∈ R3 bezeichnen. Folgern Sie nun, dass ASC keine beschränkte holomorphe
Halbgruppe erzeugen kann.

(iv) Zeigen Sie die Beschränktheit der C0-Halbgruppe auf L2
σ(R3).

Aufgabe 2.3

Sei 1 < p <∞ und P ∈ L (Lp(Rn)n) die Hemholtzprojektion. Zeigen Sie für den Laplaceoperator

AL : W 2,p(Rn)n ⊂ Lp(Rn)n −→ Lp(Rn)n , u 7→ ∆u

und den Stokesoperator

Aσ : W 2,p(Rn)n ∩ Lp
σ(Rn) ⊂ Lp

σ(Rn) −→ Lp
σ(Rn), u 7→ P∆u = ∆u,

dass ρ(AL) ⊂ ρ(Aσ) mit (λ−Aσ)−1 = (λ−AL)−1|Lp
σ(Rn ) für alle λ ∈ ρ(AL) gilt.

Abgabe bis zum Freitag, den 30. April 2021, 11.00 Uhr über das Ilias-System.
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