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Hinweis: Es werden nur die ersten beiden Aufgaben korrigiert und bewertet.

[K] Aufgabe 3.1 (4 Punkte)

Betrachten Sie den Laplace-Operator

AL : H 2(Rn) ⊂ L2(Rn) −→ L2(Rn), u 7→ ∆u,

welcher eine C0- Halbgruppe (T (t))t>0 erzeugt. Zeigen Sie:

(a) (T (t))t>0 ist asymptotisch stabil.

(b) (T (t))t>0 ist nicht exponentiell stabil. Geben Sie die Wachstumsschranke ω(T ) an.

(c) Zeigen Sie, dass ω(T ) = s(AL) gilt.

Hinweis: In Beispiel 9.3 wird der um s ∈ R verschobene Operator betrachtet.

[K] Aufgabe 3.2 (4 Punkte)

Betrachten Sie den Stokes-Coriolis Operator

ASCu := Aσu −MCu = ∆u − Pωe3 × u

aus Aufgabe 2.2 auf Lp
σ(R3) für 1 < p < ∞. Zeigen Sie, dass die von ASC generierte Halbgrup-

pe (TASC
(t))t>0 = (exp(ASC t))t>0 für 1 < q 6 p < ∞, t > 0 und f ∈ Lq

σ(R3) die folgenden
Abschätzungen erfüllt:
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Dabei hängt αC ∈ R nur von MC ab.
Hinweis: Aus Aufgabe 2.2 ist bekannt, dass das zu MC gehörende Fourier-Symbol durch

M̂C (ξ) =
ωξ3
|ξ|2

 0 ξ3 ξ2
−ξ3 0 −ξ1
−ξ2 ξ1 0


gegeben ist. Leiten Sie mit Hilfe der Fourier-Symbole von Aσ und MC und der Darstellung der
Halbgruppen im Fourierbild die Gleichheit

TASC
(t) = TAσ(t)T−MC

(t), t > 0

her und gehen gehen Sie dann wie im Beweis von Lemma 8.21 vor.

Aufgabe 3.3

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Gilt ω(T ) = 0 für die Wachstumsschranke einer C0-Halbgruppe (T (t))t>0 auf einem Banach-
raum X , so ist (T (t))t>0 beschränkt.

(b) Ist eine C0-Halbgruppe (T (t))t>0 auf einem Banachraum X asymptotisch stabil und hat X
endliche Dimension, so ist (T (t))t>0 gleichmäßig stabil.
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