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Korper ABNO®

« Ein Korper (engl. field) ist eine Menge K, mit den Operationen Addition und Multiplikation, wo
folgende Bedingungen erfullt sind:

Seiena,b,c € K

1. (K, +) ist eine abelsche Gruppe 2. (K\{0}, ™) ist eine abelsche Gruppe
1.1 (Assoziativgesetzt) 2.1 (Assoziativgesetzt)
a+(b+c)=(@+b)+c a*(b*c)z(a*b)*c
1.2 (Kommutativgesetz) 2.2 (Kommutativgesetz)
a+b=b+a axb=bxa
1.3 (neutrales Elements) 2.3 (neutrales Elements)
Sei 0 neutrales Element "+": Sei 1 neutrales Element "+":
a+0=0+a=a axl=1xa=a
1.4 (Inverses Element) 2.4 (Inverses Element)
Sei (—a) die Inverse von a so: Sei (l/a) die Inverse von a so:

a+(—-a)=(—-a)+a=0 1 1
a>x<<—> = <—>>x<a=1

a a



Korper ABNO®

« Ein Korper (engl. field) ist eine Menge K, mit den Operationen Addition und Multiplikation, wo
folgende Bedingungen erfullt sind:

3.1 Distributivitat

A~ N\
a>x<(b+c)



Korper — L.emma 3.1

» Seien a und b Elemente aus K, so gilt:

i. a¥x0=0VaeKkK

ii. axb=0=>a=0o0derb=0

« Beweis:

ax0=a0+4+0)=ax04+ax0
O=a*x0+(—-ax0)=a%0 +a*%*0+(—a*x0)=ax04+0=ax0

ii) Seia # 0, dann ex. ein Inverse fiir a:

1 1 1
b=1lxb=(ax—)xb=—x(axb)=—%x0=0

a a a



Korper - Ring ANRO

« Ein Korper (engl. field) ist eine Menge K, mit den Operationen Addition und Multiplikation, wo
folgende Bedingungen erfullt sind:

1. (K, +) ist eine abelsche Gruppe

2. (K0}, *) ist eine abelsche Gruppe

3. Es gelten die Distributivgesetze

» Ein Ring (engl. ring) ist eine Menge R, mit den Operationen Addition und Multiplikation, wo folgende Bedingungen erfullt sind:

1. (R, +) ist eine abelsche Gruppe

2. (R0}, *) ist eine abelsche Halbgruppe mit Eins

2.4 aber besitzt nicht unbedingt ein Inverses Element

3. Es gelten die Distributivgesetze






Endliche Kérper am()

« Wir bezeichnen einen endlichen Koper (Galoiskorper) einen Korper mit einer endlichen Anzahl an Elementen. Die Anzahl
der Elemente eines endlichen Korpers ist immer eine Primzahlpotenz. Fur jede Primzahl p und jede positive natirliche
Zahl n existiert genau ein Korper mit p™ Elementen, der mit der Notation: Fp,,, oder GF(p").

« Es st fur n=1 der Ring der Restklassen Zp,, ganzer Zahlen ,modulo” p.

Bsp.:Z,, also Z besitzt die Elemente 0,1,2,3

1. (Z4 +) ist eine abelsche Gruppe 2. (Z,, *) ist eine abelsche Halbgruppe m.E.

1.1 (Assoziativgesetzt) 2.1 (Assoziativgesetzt)
klar klar

1.2 (Kommutativgesetz)

2.2 (Kommutativgesetz)
klar

klar
1.3 (neutrales Elements)

2.3 (neutrales Elements)
klar

klar

1.4 (Inverses Element) als Beispiel 3 ? 2.4 (Inverses Element, nur manchmal)

3+x=0=>x=1 3xx=1=>x=3



0 1 2 3
0 0 0 0
0 1 2 3
0 2 0 2
0 3 2 1

1 (2 (3 |a
0o [0 |0 |o
1) 12 |3 |4
2 4 () |3
3 |0 |4 |2
a 3 2 (O




» Sei m eine festgelegte naturliche Zahl und seien a und b ganze Zahlen. So sagt man ,a und b sind miteinander in Kongruenz®, wenn gilt:

.(a—b)zm*k ,kEZ

 Notation:a = b (% m)

* Beispiele:

3=24(% 7) 15=0 (% 5)
(3-24)=-21 -21%7=0 (15-0) =15 > 15%5=0
13=-2(% 5) 25£12 (% 17

(13+2) =15 =15%5=0 (25-12) =13 =13%7=6



Endliche Korper — l.emma 3.3 AN

« Seiena = a’(% m) und b = b’ (% m)
so qilt:

* Anmerkung:
Wenn

a= a’(% m) gilt, dann gilt auch a" = aw(% m) . Wobei n eine natiirliche Zahl ist .

) a+bEa’+b’(% m)
ili;) ab=a'd’ (% m)
eweits.

i) Es gilt m|(a—b)und m|(a’—b")

Alternativ:
:>m|(a—b)+(a’—b/) i)
=m|a+a —-b->b >a=a+mlundb=b'+mk, ILke N
—m|(a+b)—(a+b) Sa+b=ad+b+Uxmm, LkeN
i1y Es gilt m|(a—b)und m|(@ — b') =>((a+b)=(@+Db)+ ({*xmm, l,ke N

i)

= m|(a—b)+aund (a'—b')xb Sa=a+mlundb="b+mk, LkeN
=>m|(a—b)>x<a’>x< (a’—b’)*b = axb=(a+ml) x (b'+mk), LkeN
==m|laxa —bxa +bxa —bxd
==ml|laxa —b=xd




Endliche Korper am()

* Frage: Sind endliche Restklassenringe immer Korper?

« Antwort: Nicht immer. Allgemein hat Zp immer eine Ring-Struktur. Ist p aber eine
Primzahl, so ist Fp =/, ein Korper.

Seien a und b Elemente aus K, so gilt:

i. ax0=0VaeKk

ii. axb=0=>a=0o0derb=0

 Beweis:

* Sei p keine Primzahl, dann gilt: a « b = p, mit aund b als ganze Zahlen und kleines als p .

= axb=0(%p), mita #0(modp) und b ;‘é()(mOd[,:)

o |1 [2 [3 |a
= a * b = O_ o lo [o [o [o o

» Kleines Beispiel: * o |1 |2 |3
1 o |1 [2 |3 |a

Z4 o o o o Jo
2 o [2 |2 |1 |3

. F, 1 o |1 |2 |3
S P P P 3 o [3 [1 [a |2
3 o [3 [2 |1 a2 lo la |3 [2 |1




ISBN-Code L

* Internationale Standardbuchnummer (ISBN) ist eine Nummer zur eindeutigen Kennzeichnung
von Buchern und anderen selbststandigen Veroffentlichungen mit redaktionellem Anteil, wie
beispielsweise Multimedia-Produkten und Software. (Quelle: Wikipedia.de)

» Aufbau:
-
®
o
Herausgeber Prifziffer o
w
0-19-859617-0 :
| | | -
M
‘_'_, (1 - J a:
Sprache Identifikationsnummer 8
(=)




ISBN-Code Al

0-19-859617-0

Die Prufziffer, ist wie folgt definiert:

9
Zy0= D, ixi(%ll), wobei x; die Eintrcge, der ISBN nummer entspricht

=1 .
Also in linserem Beispiel:

(1%04+2%1+3 944 %8+5%«5+6 %*9+7%6+8 x1+9 «7) %11

=>253% 11 =0

Es gelten zwei wichtige Formeln:

1V 9
Y ix; =0 (%11) zyg= 2, ix;(%11),



ISBN-Code — Warum das Ganze? AL AN

10
. _ . Yix; =0(%11)
e Der Code kann einzelnen fehlende Ziffern selber korrigieren: i—1

Beispiel: Sei 0-201-1x-502-7 eine ISBN. Suchen x:

=> 1%x0+2%«24+3%x04+4%x1+5%«x14+6xx+7%«54+8x0+9%x24+10x7=0
> 44+4+54+6xx+7x54+9%x2+10%x7=0

= 44+44+5+6%x+2+7+4=0

= 6xx+4=0

—4 1



ISBN-Code — Warum das Ganze? ML

« Kdénnte man nicht so (" ~< machen?

THE 8400 BESTS
o 05::)"“:;“'“01 of
o0y,

10
Y x,=0 (%11

i=1 « W

* Problem:

=> 3+5+5+1+1
=> ...
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Vektorraume



Vektorraume

S

e

« Sei K ein Korper. Ein Vektorraum Uber K ist eine abelsche Gruppe (V,+), zusammen mit einer Verknlipfung *: Kx V ->V , so dass fir aller,s € K und alle u, v € Vilt:

a) r+(Uu+v)=rxu+r v
b) (r+s)*«v=r*v+s *%xv
c) (rxs)*xv=r=x*x(s*v)

d 1xv=v

Elemente von V nennt man Vektoren. die
Elemente von K nennt man Skalare; + heil3t
Vektoraddition, * heil3t Skalarmultiplikation.
Das Element 0 € V nennt man Nullvektor.

Gestallt:

Sei K"ein Vektorraum und seien a und b Vektoren:

a=I(a, ...,a,),b=(by, ....,b,)

Addition:
a+b=(al+b1, ’an+bn)
Multiplikation: A ~

ra = (ray, ...,ra,)




Vektorrdume - Untervektorrdume "~ |

» Sei weiterhin K ein Korper. Ein Vektorraum uber K ist eine abelsche Gruppe (V,+), zusammen mit einer
Verknupfung *: Kx V -> V.

« Sei U eine Teilmenge von V (U C V), so dass U ein Vektorraum ist. Wir bezeichnen U als Untervektorraum von
V, wenn gilt:

Seienu,u’' € Uundr € K, dann gilt:
a) uxrelU

b)) u+u el

c) 0elU




e Unter einer Linearkombination von Vektoren versteht man eine Summe von Vektoren
(Vektoraddition), wobei jeder Vektor noch mit einer reellen Zahl multipliziert wird. Als Ergebnis
erhalt man wieder einen Vektor.

* Seien (/1,-) Skalareund v, € V, miti = 1...n so ist eine linearkombination wie folgt gegeben:

¢« AU+ ...+ A0, =0

* n Vektoren sind genau dann linear unabhangig, wenn sich der Nullvektor nur durch eine
Linearkombination der Vektoren erzeugen lasst, in der alle Skalare 0 sind.

AU+ ...+ AL, =0 ‘v’(/li) = 0.

Beispiel:
1 2‘0 1 0‘0
3 410 0 1]0
2 « (LY _ (0 = A, =0und A, =0
=i (3o (3) = 0




Vektorrdume — Basis D>

« Seien (Ul-) Vektoren von V, diese nennt man Basis von V, wenn diese linear unabhangig sind
und V ,erzeugen”.

* Das heildt;

- Jeder Vektor v € V lasst sich auf eindeutige Weise als Linearkombintation der Vektoren (Ul-) schreiben.
« Es ist ein minimales Erzeugendensystem
« Es ist maximal linear unabhangig, d.h. der Span((vi>) = dim(V)

e Standarthasis-

1 0 0
0 1 0

€1 = 0 y €2 = 0 ) sen = | -
' ' o] K"
0 0 1 ’

Beispiel: Dim(V)=3

1\ /0\ /0 1 0
(1) | 0
O 0 1 (_3) \1




Vielen Dank



