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Körper



• Ein Körper (engl. field) ist eine Menge K, mit den Operationen Addition und Multiplikation, wo 
folgende Bedingungen erfüllt sind: 

1. (K, +) ist eine abelsche Gruppe 

1.1 (Assoziativgesetzt) 

1.2 (Kommutativgesetz) 

1.3 (neutrales Elements) 

1.4 (Inverses Element) 

2. (K\{0}, *) ist eine abelsche Gruppe 

2.1 (Assoziativgesetzt) 

2.2 (Kommutativgesetz) 

2.3 (neutrales Elements) 

2.4 (Inverses Element) 

𝑆𝑒𝑖𝑒𝑛 𝑎, 𝑏, 𝑐  ∈ 𝐾

𝒂 + (𝒃 + 𝒄) = (𝒂 + 𝒃) + 𝒄

𝒂 + 𝒃 = 𝒃 + 𝒂

 
 = 0 

𝑺𝒆𝒊 (−𝒂) 𝒅𝒊𝒆 𝑰𝒏𝒗𝒆𝒓𝒔𝒆 𝒗𝒐𝒏 𝒂 𝒔𝒐:
𝒂 + ( − 𝒂) = ( − 𝒂) + 𝒂

 = a 
𝑺𝒆𝒊 𝟎 𝒏𝒆𝒖𝒕𝒓𝒂𝒍𝒆𝒔 𝑬𝒍𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 "+":
𝒂 + 𝟎 = 𝟎 + 𝒂

𝒂 ∗ (𝒃 ∗ 𝒄) = (𝒂 ∗ 𝒃) ∗ 𝒄

𝒂 ∗ 𝒃 = 𝒃 ∗ 𝒂

 

 =  

𝑺𝒆𝒊 (𝟏 /𝒂) 𝒅𝒊𝒆 𝑰𝒏𝒗𝒆𝒓𝒔𝒆 𝒗𝒐𝒏 𝒂 𝒔𝒐:

𝒂 ∗ ( 𝟏
𝒂 ) = ( 𝟏

𝒂 ) ∗ 𝒂 𝟏

 = 
𝑺𝒆𝒊 𝟏 𝒏𝒆𝒖𝒕𝒓𝒂𝒍𝒆𝒔 𝑬𝒍𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕 "∗":
𝒂 ∗ 𝟏 = 𝟏 ∗ 𝒂 𝒂

Körper



• Ein Körper (engl. field) ist eine Menge K, mit den Operationen Addition und Multiplikation, wo 
folgende Bedingungen erfüllt sind: 

3.1 Distributivität 

𝒂 ∗ (𝒃 + 𝒄) = 𝒂 ∗ 𝒃 + 𝒂 ∗ 𝒄 = (𝒃 + 𝒄) ∗ 𝒂

Körper



• Seien a und b Elemente aus K, so gilt:  
i.
ii.  

𝑎 ∗ 0 = 0 ∀ 𝑎 ∈ 𝐾
𝑎 ∗ 𝑏 = 0  = >  𝑎 = 0 𝑜𝑑𝑒𝑟 𝑏 = 0

• Beweis:

𝑖) 𝑎 ∗ 0 = 𝑎(0 + 0) = 𝑎 ∗ 0 + 𝑎 ∗ 0

0 = 𝑎 ∗ 0 + ( − 𝑎 ∗ 0) = 𝑎 ∗ 0  + 𝑎 ∗ 0 + (−𝑎 ∗ 0) = 𝑎 ∗ 0 + 0 = 𝑎 ∗ 0

𝑖𝑖) 𝑆𝑒𝑖 𝑎  ≠ 0, 𝑑𝑎𝑛𝑛 𝑒𝑥 .  𝑒𝑖𝑛 𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 𝑓ü𝑟 𝑎:

b = 1 ∗ 𝑏 = (𝑎 ∗
1
𝑎 ) ∗ 𝑏 =

1
𝑎

∗ (𝑎 ∗ 𝑏) =
1
𝑎

∗ 0 = 0

Körper – Lemma 3.1



• Ein Körper (engl. field) ist eine Menge K, mit den Operationen Addition und Multiplikation, wo 
folgende Bedingungen erfüllt sind: 

1. (K, +) ist eine abelsche Gruppe 

2. (K\{0}, *) ist eine abelsche Gruppe 

3. Es gelten die Distributivgesetze 

• Ein Ring (engl. ring) ist eine Menge R, mit den Operationen Addition und Multiplikation, wo folgende Bedingungen erfüllt sind:  

1. (R, +) ist eine abelsche Gruppe 

2. (R\{0}, *) ist eine abelsche Halbgruppe mit Eins 

3. Es gelten die Distributivgesetze 

2.4 aber besitzt nicht unbedingt ein Inverses Element 

Körper - Ring



Endliche Körper



• Wir bezeichnen einen endlichen Köper (Galoiskörper) einen Körper mit einer endlichen Anzahl an Elementen. Die Anzahl 
der Elemente eines endlichen Körpers ist immer eine Primzahlpotenz. Für jede Primzahl und jede positive natürliche 
Zahl  existiert genau ein Körper mit  Elementen, der mit der Notation: , oder GF( ). 

• Es ist für =1 der Ring der Restklassen  ganzer Zahlen „modulo“ p.

𝒑 
𝒏 𝒑𝒏 𝑭𝒑𝒏 𝒑𝒏

𝒏 Z𝒑𝒏

𝐵𝑠𝑝 . :Z𝟒 ,  𝒂𝒍𝒔𝒐 Z 𝒃𝒆𝒔𝒊𝒕𝒛𝒕 𝒅𝒊𝒆 𝑬𝒍𝒆𝒎𝒆𝒏𝒕𝒆 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑

1. ( , +) ist eine abelsche Gruppe 

1.1 (Assoziativgesetzt) 

1.2 (Kommutativgesetz) 

1.3 (neutrales Elements) 

1.4 (Inverses Element) als Beispiel 3 ? 

Z4

𝑘𝑙𝑎𝑟

𝑘𝑙𝑎𝑟

𝑘𝑙𝑎𝑟

3 + 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

2. ( , *) ist eine abelsche Halbgruppe m.E. 

2.1 (Assoziativgesetzt) 

2.2 (Kommutativgesetz) 

2.3 (neutrales Elements) 

2.4 (Inverses Element, nur manchmal)

Z4

𝑘𝑙𝑎𝑟

𝑘𝑙𝑎𝑟

𝑘𝑙𝑎𝑟

3 ∗ 𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 3 

Endliche Körper



* 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

* 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

Endliche Körper - Tipp



• Sei m eine festgelegte natürliche Zahl und seien a und b ganze Zahlen. So sagt man „a und b sind miteinander in Kongruenz“, wenn gilt: 

•  

• Notation:  

• Beispiele: 

(𝒂 − 𝒃) = 𝒎  ∗  𝒌                      ,  𝒌  ∈ ℤ       
𝒂 ≡ 𝒃 (%    𝒎)

Endliche Körper - Kongruenz 

 
 

𝟑 ≡ 𝟐𝟒 (%    𝟕)
(𝟑 − 𝟐𝟒) = − 𝟐𝟏  ⇒ − 𝟐𝟏% 𝟕 = 𝟎

 
 

𝟏𝟑 ≡ − 𝟐 (%    𝟓)
(𝟏𝟑 + 𝟐) = 𝟏𝟓  ⇒ 𝟏𝟓% 𝟓 = 𝟎

 
 

𝟏𝟓 ≡ 𝟎 (%    𝟓)
(𝟏𝟓 − 𝟎) = 𝟏𝟓  ⇒ 𝟏𝟓% 𝟓 = 𝟎

 
 

𝟐𝟓 ≢ 𝟏𝟐 (%    𝟕)
(𝟐𝟓 − 𝟏𝟐) = 𝟏𝟑  ⇒ 𝟏𝟑% 𝟕 = 𝟔



• Seien , 
so gilt: 

i)  

ii)

𝑎 ≡ 𝑎′�(%    𝑚) 𝑢𝑛𝑑 𝑏 ≡ 𝑏′� (%    𝑚)

𝑎 + 𝑏 ≡ 𝑎′�+ 𝑏′� (%    𝑚) 
𝑎𝑏 ≡ 𝑎′�𝑏′� (%    𝑚) 

𝐵𝑒𝑤𝑒𝑖𝑠:  

𝑖)  𝐸𝑠 𝑔𝑖𝑙𝑡 𝑚 | (𝑎 − 𝑏) 𝑢𝑛𝑑  𝑚 | (𝑎′�− 𝑏′�) 
⇒  
⇒  

⇒

𝒎 |(𝒂 − 𝒃) + (𝒂′�− 𝒃′ �)
𝒎 |𝒂 + 𝒂′�− 𝒃 − 𝒃′ �
𝒎 |(𝒂 + 𝒃) − (𝒂′�+ 𝒃′�)

𝑖𝑖)  𝐸𝑠 𝑔𝑖𝑙𝑡 𝑚 | (𝑎 − 𝑏) 𝑢𝑛𝑑  𝑚 | (𝑎′�− 𝑏′�) 
⇒  
⇒  

⇒  
⇒

𝒎 |(𝒂 − 𝒃) ∗ 𝒂′ �𝒖𝒏𝒅 (𝒂′�− 𝒃′ �) ∗ 𝒃
𝒎 |(𝒂 − 𝒃) ∗ 𝒂′ �∗  (𝒂′�− 𝒃′ �) ∗ 𝒃
𝒎 |𝒂 ∗ 𝒂′�− 𝒃 ∗ 𝒂′ �+ 𝒃 ∗ 𝒂′�− 𝒃 ∗ 𝒅
𝒎 |𝒂 ∗ 𝒂′�− 𝒃 ∗ 𝒅

Endliche Körper – Lemma 3.3 

• Anmerkung:  
Wenn 
𝑎 ≡ 𝑎′�(%    𝑚) 𝑔𝑖𝑙𝑡,  𝑑𝑎𝑛𝑛 𝑔𝑖𝑙𝑡 𝑎𝑢𝑐h 𝑎𝑛 ≡ 𝑎′�𝑛(%    𝑚) .  𝑊𝑜𝑏𝑒𝑖 𝑛 𝑒𝑖𝑛𝑒 𝑛𝑎𝑡ü𝑟𝑙𝑖𝑐h𝑒 𝑍𝑎h𝑙 𝑖𝑠𝑡 .

Alternativ: 
i)  

 

ii) 

⇒ 𝑎 = 𝑎′�+ 𝑚𝑙 𝑢𝑛𝑑 𝑏 = 𝑏′�+ 𝑚𝑘,   𝑙, 𝑘 ∈ ℕ
⇒ 𝑎 + 𝑏 = 𝑎′�+ 𝑏′�+ (𝑙 ∗ 𝑚)𝑚,        𝑙, 𝑘 ∈ ℕ
⇒ (𝑎 + 𝑏) = (𝑎′�+ 𝑏′�) + (𝑙 ∗ 𝑚)𝑚,        𝑙, 𝑘 ∈ ℕ

⇒ 𝑎 = 𝑎′�+ 𝑚𝑙 𝑢𝑛𝑑 𝑏 = 𝑏′�+ 𝑚𝑘,   𝑙, 𝑘 ∈ ℕ
⇒  𝑎 ∗ 𝑏 = (𝑎′ � + 𝑚𝑙)  ∗  (𝑏′ �+ 𝑚𝑘),   𝑙, 𝑘 ∈ ℕ



Endliche Körper

• Frage: Sind endliche Restklassenringe immer Körper? 
• Antwort: Nicht immer. Allgemein hat  immer eine Ring-Struktur. Ist p aber eine 

Primzahl, so ist ein Körper.
Z𝒑

𝑭𝒑 =Z𝒑 

• Beweis:  
•  
  

𝑆𝑒𝑖 𝑝 𝑘𝑒𝑖𝑛𝑒 𝑃𝑟𝑖𝑚𝑧𝑎h𝑙,  𝑑𝑎𝑛𝑛 𝑔𝑖𝑙𝑡:  𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑝,  𝑚𝑖𝑡 𝑎 𝑢𝑛𝑑 𝑏 𝑎𝑙𝑠 𝑔𝑎𝑛𝑧𝑒 𝑍𝑎h𝑙𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑑 𝑘𝑙𝑒𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑎𝑙𝑠 𝑝 .  
⇒ 𝑎 ∗ 𝑏 ≡ 0(% 𝑝),   𝑚𝑖𝑡 𝑎  ≢ 0(mod p) und 𝑏  ≢ 0(mod 𝑝)

⇒  𝑎 ∗ 𝑏 = 0

Seien a und b Elemente aus K, so gilt:  
i.
ii.  

𝑎 ∗ 0 = 0 ∀ 𝑎 ∈ 𝐾
𝑎 ∗ 𝑏 = 0  = >  𝑎 = 0 𝑜𝑑𝑒𝑟 𝑏 = 0

• Kleines Beispiel: 
  

•

Z𝟒

F𝟒

* 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

* 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1



Sprache

• Internationale Standardbuchnummer (ISBN) ist eine Nummer zur eindeutigen Kennzeichnung 
von Büchern und anderen selbstständigen Veröffentlichungen mit redaktionellem Anteil, wie 
beispielsweise Multimedia-Produkten und Software. (Quelle: Wikipedia.de)  

• Aufbau: 

Identifikationsnummer

Prüfziffer

0-19-859617-0
Herausgeber

ISBN-Code



0-19-859617-0

Die Prüfziffer, ist wie folgt definiert: 

 𝒛𝟏𝟎 =
𝟗

∑
𝒊=𝟏

𝒊𝒙𝒊(%𝟏𝟏),   𝑤𝑜𝑏𝑒𝑖 𝑥𝑖 𝑑𝑖𝑒 𝐸𝑖𝑛𝑡𝑟ä𝑔𝑒,  𝑑𝑒𝑟 𝐼𝑆𝐵𝑁 𝑛𝑢𝑚𝑚𝑒𝑟 𝑒𝑛𝑡𝑠𝑝𝑟𝑖𝑐h𝑡
Also in unserem Beispiel: 

=>  

(1 ∗ 0 + 2 ∗ 1 + 3  ∗ 9 + 4  ∗ 8 + 5 ∗ 5 + 6  ∗ 9 + 7 ∗ 6 + 8  ∗ 1 + 9  ∗ 7) % 11

253% 11 = 0 

𝟏𝟎
∑
𝒊=𝟏

𝒊𝒙𝒊 ≡ 𝟎 (% 𝟏𝟏)

ISBN-Code

Es gelten zwei wichtige Formeln:

𝒛𝟏𝟎 =
𝟗

∑
𝒊=𝟏

𝒊𝒙𝒊(%𝟏𝟏),



• Der Code kann einzelnen fehlende Ziffern selber korrigieren:  

  Beispiel:  Sei 0-201-1x-502-7 eine ISBN. Suchen x: 

⇒  1 ∗ 0 + 2 ∗ 2 + 3 ∗ 0 + 4 ∗ 1 + 5 ∗ 1 + 6 ∗ 𝑥 + 7 ∗ 5 + 8 ∗ 0 + 9 ∗ 2 + 10 ∗ 7 = 0

⇒  4 + 4 + 5 + 6 ∗ 𝑥 + 7 ∗ 5 + 9 ∗ 2 + 10 ∗ 7 = 0
⇒  4 + 4 + 5 + 6 ∗ 𝑥 + 2 + 7 + 4 = 0

⇒  6 ∗ 𝑥 + 4 = 0

⇒ 𝑥 =
−4
6

= 7 ∗ 6−1 = 7 ∗ 2 = 14 = 3

𝟏𝟎
∑
𝒊=𝟏

𝒊𝒙𝒊 ≡ 𝟎 (% 𝟏𝟏)

ISBN-Code – Warum das Ganze?



• Könnte man nicht so etwas machen? 

• Problem:  3-55-118129-2 oder 3-55-118192-2 

𝟏𝟎
∑
𝒊=𝟏

𝒊𝒙𝒊 ≡ 𝟎 (% 𝟏𝟏)
𝟏𝟎
∑
𝒊=𝟏

𝒙𝒊 ≡ 𝟎 (% 𝟏𝟏)

=> 3+5+5+1+1+8+1+2+9 = 𝑧10
 => …

  = 5⇒ 1∗3+2∗5+3∗5+4∗1+5∗1+6∗8+7∗1+8∗9+9∗2

⇒ 1∗3+2∗5+3∗5+4∗1+5∗1+6∗8+7∗1+8∗2+9∗9 = 2 =𝑧10

ISBN-Code – Warum das Ganze?



Vektorräume



Vektorräume
• Sei K ein Körper. Ein Vektorraum über K ist eine abelsche Gruppe (V,+), zusammen mit einer Verknüpfung *: K x V -> V , so dass für alle  und alle  gilt: r, s ∈ 𝐾 u, 𝑣 ∈ 𝑉

a)  

b)  

c)  

d)  

𝒓 ∗ (𝒖 + 𝒗) = 𝒓 ∗ 𝒖 + 𝒓  ∗ 𝒗

(𝒓 + 𝒔) ∗ 𝒗 = 𝒓 ∗ 𝒗 + 𝒔  ∗ 𝒗
(𝒓 ∗ 𝒔) ∗ 𝒗 = 𝒓 ∗ (𝒔 ∗ 𝒗)
𝟏 ∗ 𝒗 = 𝒗

Elemente von V nennt man Vektoren. die 
Elemente von K nennt man Skalare; + heißt 
Vektoraddition, * heißt Skalarmultiplikation. 
Das Element 0 ∈ V nennt man Nullvektor. 

Gestallt: 

Sei ein Vektorraum und seien a und b Vektoren: 

 ,  

  
Addition: 

 

Multiplikation: 
 

𝐾𝑛

𝑎 = (𝑎1,  …, 𝑎𝑛) b = (𝑏1,  …, 𝑏𝑛)

𝑎 + 𝑏 = (𝑎1 + 𝑏1,  …, 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)

𝑟𝑎 = (𝑟𝑎1,  …, 𝑟𝑎𝑛)



Vektorräume - Untervektorräume
• Sei weiterhin K ein Körper. Ein Vektorraum über K ist eine abelsche Gruppe (V,+), zusammen mit einer 

Verknüpfung *: K x V -> V. 
• Sei U eine Teilmenge von V ( ), so dass U ein Vektorraum ist. Wir bezeichnen U als Untervektorraum von 

V, wenn gilt:  

 

a)  

b)  

c)  

U ⊆ 𝑉

𝑆𝑒𝑖𝑒𝑛 𝑢, 𝑢′� ∈ 𝑈 𝑢𝑛𝑑 𝑟  ∈ 𝐾,  𝑑𝑎𝑛𝑛 𝑔𝑖𝑙𝑡:
𝑢 ∗ 𝑟 ∈ 𝑈
𝑢 + 𝑢′� ∈ 𝑈
0 ∈ 𝑈



Vektorräume – Lineare Unabhängigkeit
• Unter einer Linearkombination von Vektoren versteht man eine Summe von Vektoren 

(Vektoraddition), wobei jeder Vektor noch mit einer reellen Zahl multipliziert wird. Als Ergebnis 
erhält man wieder einen Vektor. 

•
•

𝑆𝑒𝑖𝑒𝑛 (𝜆𝑖) 𝑆𝑘𝑎𝑙𝑎𝑟𝑒 und 𝑣𝑖 ∈ 𝑉,  𝑚𝑖𝑡 𝑖 = 1…𝑛 𝑠𝑜 𝑖𝑠𝑡 𝑒𝑖𝑛𝑒 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑘𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑤𝑖𝑒 𝑓𝑜𝑙𝑔𝑡 𝑔𝑒𝑔𝑒𝑏𝑒𝑛:
 𝜆1𝑣1 + … + 𝜆𝑛𝑣𝑛 = 𝑣

• n Vektoren sind genau dann linear unabhängig, wenn sich der Nullvektor nur durch eine 
Linearkombination der Vektoren erzeugen lässt, in der alle Skalare 0 sind. 

• 𝜆1𝑣1 + … + 𝜆𝑛𝑣𝑛 = 0 ⇒  ∀(𝜆𝑖) = 0.

+ * 

𝑣1 = (1
3)𝑣2 = (2

4)
⇒ 𝜆1 ∗ (2

4) 𝜆2 (1
3) = (0

0)
(1 0 0

0 1 0)(1 2 0
3 4 0)

 ⇒ 𝜆1 = 0 und 𝜆2 = 0

Beispiel:



Vektorräume – Basis
• Seien  Vektoren von V, diese nennt man Basis von V, wenn diese linear unabhängig sind 

und V „erzeugen“. 
• Das heißt:  

• Jeder Vektor v ∈ V lässt sich auf eindeutige Weise als Linearkombintation der Vektoren  schreiben. 
• Es ist ein minimales Erzeugendensystem 
• Es ist maximal linear unabhängig, d.h. der Span( ) = dim(V) 

• Standartbasis: 

• ,  

(𝑣𝑖)

(𝑣𝑖)

(𝑣𝑖)

𝐾𝑛

,(
1
0
0) (

0
1
0), (

0
0
1)

Beispiel: Dim(V)=3

 =
1

1/2
( − 3) (

1
0
0) + 1/2 ∗ (

0
1
0) + ( − 3) ∗ (

0
0
1)



Vielen Dank


