
Codes & Lateinische Quadrate
von Ines Griesbach

NB: Für q prim wissen wir ,
dass GF (g) = Fq gilt . im folgenden sie daher

GFLQI = Fq = { 0,1 , . . . , q-1 } , falls q prim ist .

Definition Ein lateinisches Quadrat der Ordnung q ist ein
qxq Array mit Einträgen vor g-

- verschiedenen Elementen

aus dem GFK ) - Körper
,
sodass jede Zeile und jede Spalte

jedes Elemeiit genau einmal enthält
.

Beispiel : F
>
= {o

,
1,23 : 0 1 2 1 2 0

1 2 0 0 1 2

2 01
,

20 1

Theorem 10.2
.

: Für jede natürliche Zahl q existiert
ein lateinisches Quadrat A der Ordnung q .

Beweis : OE Sei (a
" ,

a

" ,
. .

. na
,

= (0,1 .
. . .

. G- ^ ) die erste

Zeile . Setze ai.ci , ,
. . _ , ai.q.nl = Lao

,

+ in ao,
+ in - - -

, aog.it
Ä \ für

i c- {1
, . . - iq

- 13
.

= ) O - - .
. . 9-

^

1 - - -
.

O

:
q - ^ O - - - - 9- -2

Definition Seien AB zwei lateinische Quadrate der Ordnung 9-
Seien aij (und bijl die Einträge der i- ten Zeile undj

- ten Spalte
von A ( und B)

. Wenn die g-
2-geordneten Tupel (aij, bij ) ,

i.j
-
- o

,
. .
. q

- 1
,

alle verschieden sind ,
dann heiße ? A und B

paarweise orthogonale lateinische Quadrate (engl : ☐utually
-orthogonal Eutin Squares ,

kurz MOLS ) .



Beispiel :

A = 0 1 2 B = 0 1 2 → AB= ( 0,01 ( 1,1 ) ( 2,2)
1 2 0 2 ° 1 ( 1,2) ( 210) (O

,
1)

2 0 1 1 20 ( 2,1) (0,2) ( 1 , o )

Beispiel : Für lateinische Quadrate der Ordnung 2 existiert

kein Paar von paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten .

Beweis : Für 9--2 existieren nur zwei lateinische Quadrate :

1 0
( 01 1) ( 1,0 ) ab

, ,
= abzz

A = & %
, B

= 0 1
→
Aß = ( 1,0 ) ( 0,1 )

= )
ab
, z

= ab
zn

Optimale Fehler -erkennende und - korrigierende Codesder Länge 4

Erinnerung an die Hauptproblematik der Kodierung theorie :

Ag (4. 3) = max {MI existiert q - näoer (4 ,
M

,
})- Code t }

Theorem 10.5 : Ag (4,3 ) ⇐ q
'

für alle 9- EIN

Beweis : Angenommen C Sei ein solcher ( 41M ,
} ) - Code und

✗ = ( ×
,
×, × } ✗

n ) und y
= (
y , yzy , yny ) seien verschiedene Codewörter

von C
.

Es folgt : ( ×, xz , # ( y , yz ) ,
ansonsten iiare d(c) <3 §

⇒ Ü -(✗
n xz ) , ] -_ ( y , yz ) C- XFQ ) ?

⇒ µ a- q2



Beispiel 10.6 : Für g- =3 wird die Obergrenze aus Theorem 10.5
erreicht

,
denn der Hamming

-

Code Ham (Zis ) ist ein ( 4,9, } ) - Code :

0 0 0 0

0 1 1 2

0 2 2 1

1 0 1 1

1 1 2 0

1 2 0 2

2 0 2 2

2 1 0 1

2 2 1 0

Bemerkung : Ist q > 4 , dann ist die obere Schranke von Theorem 10.5

eine deutliche Verbesserung zu der „ Sphere -packing
"

- Schranke :

Ag (4,3 ) ± q
" ( 4g -3 )

"
( Satz 2.16 )

Wir halten fest : Fur Codeworte eines (4,9-2,3) -Codes C sind die

ersten beiden Einträge so
,
dass für × , y c-

C gilt : 4.xd # lynyz )
Damit definieren wir unseren Code C :

( = { (i. j , aijisijllliij ) c- LEQT }

theorem 10.7 . Es existiert ein q
- närer (4,9-2,3) - Code genau dann ,

wenn ein Paar von paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten
existiert .

Beweis : Wir zeigen :
( = { (iijiaijibijlli , j ) c- (Fq )

? } A- = ( aij ) und D= ( bij ) ist

ist ein ⇐ > ein Paar von
. paarweisen

High , 31 - Code orthogonalen lateinischen Quadraten



Beweis Tine 0rem 10.5
Die minimale Distanz di)

⇐ >

'

für .

alle Codewörter xiy EC
ist 3 gilt (✗ i ✗jlt-lyiyj.li-

- V-ijc-S.li . - - in}⇐> .

1.) Die gz Paare (i,aij ) und die ⇐ s A ist ein lateinisches Quadrat

q
' Paare lj, aij )

'

sind verschieden
,

\

2 ? Analog folgt die gleiche Äquivalenz für B

und :

3.) Dee qz Paare (aij, bij ) ⇐ s A und B sind

sind verschieden paarweise orthogonal
=) Aga , 3) = q

'
⇐) 3- Paar von paarweise orthogonalen

lateinischen Quadraten

theorem 10.8 .
Ist q # 2 eine Primzahl

,
dann existiert ein Paar von

paarweise orthogonaler lateinischer Quadraten .

Beweis : Sei Fq = {0,1 , . . .iq
- 151=-6Flat ) ) und µ und r xeueiunterschiedliche

,
von 0 verschiedene Elemente aus Fq . Sei A- [aijs und D= [bij]

dieei qxq arrays definiert durch :

aij = i +µ .j , bij = it V.j , ij c- Eq

AB sind lateinische Quadrate , denn wären zwei Einträge derselbe2

Zeile in A gleich , dann hätten wir :

e- +µ -j = e-+µ
.j

' ⇒ µ -j-y.jii.EE" jj '
qprim

für zwei gleiche Einträge eine Spalte folgt :

i +µj = i.+µ -j ⇒ i
-
- i'

→ Analoger Beweis für B.



Außerdem sind d- undB orthogonal , denn für (aijibijl-laijiibij.it
iii.jij ' c-Eq folgt :

1. i+µj=i
'
+µ -j

' und 2
.

e.+ rj = e-
'
+ r -j

'

⇒ (µ
- r ) ; = (µ - r ) -j

' ¥-5
j=j

'
⇒ e- i '

⇒ (aij Bij ) =/ (aiij , ibiiji ) lt i. ii.jj
'
c- Fq mit iii. jij .

⇒ A , B orthogonal
⇒ 7 ein Paar von paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten .

-

Beispiel 10.9 .
Sei

g- =3
⇒ Fq = {011,23 , µ

--1
, v.

= 2

☐ , z
Qij -_ itlej bij-i-rj-i-2.gl

⇒ 0 2 1

A- = 1 2 0

= "J
"

B = 1 0 2

2 0 1 2 1 0

→ Der zugehörige (4,9 , } ) - Code
, gegeben durch :

( = {liijiaij.bijllli.jl.cl#sT3 ist dann :

- -

i
-I-aij-bi.JO00 0

01 1 2

0 2 21

1 0 1 1

1 1 2 0

1 2 02

20 2 2

2 1 0 1

2 2 1 0

= ) ( = Ham (2,3) ( siehe Bsp . 10.6 )



theorem 10.10 : Wenn ein Paar von paarweise
orthogonaler lateinischer Quadraten der Ordnung m

und ein Paar von paarweise orthogonaler lateinischen
Quadraten der Ordnung n existiert , dann existiert ein
Paar von paarweise orthogonaler lateinischer Quadraten
der Ordnung mn .

Beweis : Angenommen An ,
Az Seien ein Paar von paarweise

orthogonale lateinischer Quadraten der Ordnung m und Bs , Bz seien

ein Paar von paarweise orthogonaler lateinischen Quadratender Ordnung n .

" "
( k --1,2) und analog sei derDer ( i.j ) te Eintrag von An Sei a. i.j

(i.jlte Eintrag von B
, biij
"

( h -1,21

Seien nun (n . (z die m -nxm -n Quadrate definiert durch :

un
(
h
= ( a , Bn ) (ai! , Biz ) . .

. . . .

( aon -i i Biz )

(
, Bz ) '

s

I I

: :
/ [

:

(h) ( h)
( am-a. o , Biz) . . . . .

- - -

_
.

.

( an-an-1 ,
B
h )

wobei Caij
"

, B- n ) ein nxn Array ist mit dem (r, s ) -ten Eintrag
( h )

(aij
" "

, br.SI .

⇒ (a!!
" B) = (äi! ,b )

. . .
. . . ( a! .

bi! . )
|

_

: i
i. :

laiii.in?i.l.----laEibiiin-.IDaai?jk'-l-a!?ji,V-i.jijc-{0
,
. . - im-13 , jtj .

k£4,27 gilt und

aij-l-q.ly?
"

Hi j € So
,
. . . im -13 ,

i # :
'

,
k£91,23 , folgt :



(h )
(aij
"

,
5
, ) # (a! ,

B, ) und laij , Biz ) # (ai , Bz) Fi, iijj
'
c- { 0

,
_ . .

.mn?i-ti',j-i-jt, k£4,23 .

(h ) (h) (h) (h) (k)
⇒ (a! , biß / + (aiij.br?s ) und (ai.jibr.SI ⇒ (ai.ji.br , s ) V-i.it , jij

'
c- {G-- in-B

i# i '
, jtj

'

,
k c- { 1,23 , laij" .br?&t=laijk',bri! ) und (aij

"

, bis
"
) # (aij

"

,
bis")

V-r.ir :S , s
'
c- SO,

. . .

, n
-15

, ry r
'

, S # S
'

, k£91,29

⇒ G und Cz sind Lateinische Quadrate .

(( a!!
, Be ) , hat? .BZ ) ) . . . . . _ .

( ( aö!
-i.Belkin- i.Bz) )

↳ (z = : .

: :
'

\

: .

.

'

:
(1) (2)

( ( am-ne Pn ) , La!) , Bz) ) . .
. _ . . .

( ( anti)
, - ^ ,

Bs ) , lam-nn-s.BZ))

Es folgt (( aij
"

, Bi ) .la?Y,BzII-tllaijiiBnIi(aiijiiBz ) )
für i-ti-gt-j.de Caij

'

i aiit-tlaiji.aiij.it undlbiii.br?sI-+lbiisi.biiiIV-i-+i',j-i-j1,
rar

'

, s # s
'

⇒ G und Cz sind paarweise orthogonal .

Beispiel 10.11 .

0 1 2 01 2 An , Az sind paarweise orthogonal
An = 1 20 , Az = 2 01

,
zueinander und lateinische

20 1 1 20 Quadrate

B, = 0 1 23
, Bz = ⑦ 1 2 3

, Bi , Bz
ist ein Paar

1 0 3 2 2 30 1 von paarweise orthogonalen
2 301 3210 lateinischen Quadraten

3 2 1 0 1 0 3 2

Wir konstruieren nun ein Paar vor paarweise orthogonales lateinischer
Quadraten der Ordnung 12 wie im Beweis von Theorem 10.10 :



↳ = (0,13s ) ( 1. Bi ) ( 2,131)

(1,131) ( 2
,
Bn ) (0,131)

( 2,13s) ( 0,13s ) (1,13s)

( 2=10,132) (1) Bz) ( 2. Bz )

(2,132) (0,132 ) ( 1
, Bz)

( 1. Bz) ( 2 , Bz ) ( O
,
Be)

00 01 02 03
"

10 11 1213 | 20 212223

01 00 03 02
"

11 21

=) [,
= 02 03 00 01 ! 12 . . . ! 22 . - .

03 02 01 00
,
13 - - -

' 23

- -

_ _
- i - - - -

'
- -

-
.

1

10 11 12 13 | 20 21 22 23
,
00 01 0203

11 ' 21
1
01

12
- - -

"

22 - e-
,
02

- • ^

I

13
,
23

,
03

- - - -
- . - - -

,

- -

20 21 22 23
(
00 01 02 03 10 11 12 13

1
21

"

,
01

,
^^

22
" ° •

, oz
- r i

,
12

-
r

"

I

23 ! o }
' n
}



00 01 02 03
,
10 11 12 13 1 20 21 22 23

(z
= 02 03 00 01 12 22

1
03 02 01 00

( ^ } 23

01 00 03 02
(
^^

, 21

- - - -
-1 _ - 1- - - -

20 21 22 23 / 00 01 02 03 10 11 12 13
\

22 02 12
I I

23 03 , 13
1

21 01 11

1
,

•
.
-

i
-

- - -
- -

-

10 11 12 13 20 21 22 23
,
00 01 02 03

12
"
22 02

13
"

23
"

03

11
"

,
21 1 01

↳ ( zoo
-_ ((Oiboo) , /Oiboo ) =/(00,100 ) )

-
-

✗0,13^110,13211 41,131,11 , Bz)) (12,13^1,141321)

↳ ( z =

(( 1,13^11,12 ,B) 112,13^1,10 , Bz)) 110,13^1,11 , Bz ) )

( II, Bn) , ( NB) ) (10,13^1,12 , Bz)) (11,13^7,101,132))

-

Theorem 10.12 . Ist q 0,1, } (mod 41 ,
dann existiert

ein Paar von paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten .

Beweis : Sei 9=-91,3 (mod 41 . Dann ist q ungerade oder durch " teilbar

Seinun die Primfaktoren- erlegten von g- =p.
"
p,
"
. . - p.int , wobei

p, ,
. . . ,p*

verschiedene Primzahlen und hi , . . . .ch/-c-1NhEo3I .

Nach Theorem 10.8 .
existiert ein Paar von paarweise orthogonalen

lateinischen Quadraten p .

" triest
,
. . .it }

.

Mit wiederholter Anwendung von Theorem 10.10 folgt die Aussage .



Theorem 10.13 .
(Bosc

, Shrikhande und Parker ( 19603

Für alle 9- c- NIE 2,63 existiert ein Paar von paarweise orthogonalen
lateinischen Quadraten der Ordnung q .

Beweis : hier zu umfangreich !

Korollar 10.14 Aqlli , 3) = qz für alle q -1-2,6

Beweis : Aus Theorem 10.5 . folgt : Ag (4,31<-9-2 .
Aus theorem 10.7

folgt ,
dass ein q

- närer ( 4. qz , 3) - Code existiert
•

.

⇐ 7 ein Paar von paarweise orthogonalen lateinischen
Quadraten der Ordnung q

⇐ ) q -1-2,6
T

Theorem
10.13

Theorem 10.15 : Aoki ,
31=34

Beweis :

O 1 2 34 5 0 1 2 3 4 5

1 0 3 2 5 4 2 3 4 5 0 1

A- = 2 3 5 4 01 und B =
^ 0 3 2 5 4

3 2 4 5 1 0 5 4 0 1 3 2

4 5 1 0 3 2 3 2 5 4 1 0

54 0 iii. Ö 451 0 :L

→ A und B sind ein Paar von lateinischen Quadraten
,
die am nächsten

an
„ paarweise Orthogonalität

"

herankommen
.

Mit (as" ,

/
g-4) = (2,2 ) = ( aoz , boz ) Und lass , bös 1=13,3) = ( aosibos )

Da ansonsten alle anderen Tupel paarweise verschieden sind folgt



{ ( i.j , aij , bij I I liij-XFc.tl , ( i.j ) =L ( 5,4 ) oder (5,5 ) }

ist ein 14,34 , 3) - Code .

Angenommen ,
es gäbe ein (4,35, 3) - Code ( über HI ,

dann hätte

C die Form

{ ( i
, j , aij , bij ) l lijl El #• I

'

iliijl-tlio.jo ) } , für ein

( io.jo ) t
( Fs )?

Dann sind A- [aij ] und B -_ [bij ] zwei 6×6 arrays ,
bei denen der lio.jo - te

t

Eintrag fehlt .

⇒ Bis auf lio.jo) sind A undB ein Paar von paarweise orthogonalen
lateinischen Quadraten

⇒ unter den 62 vielen Tupeln taucht ein eindeutig bestimmtes Tupel ix. y )
nicht auf .
⇒ Da A und B bis auf den lio.jo ) - ten Eintrag lateinische Quadrate sind ,

folgt ,
dass in A und in B alle Elemente bis auf ✗ 6-mal in A

bzw
. y

in B vorkommt
-

-

±
-

-
:

⇒ aio.jo = × , bio.jo-- Y ^

⇒ Angenommen in der Zeile io würde ✗ Schon einmal vorkommen : 3- zettel {X3

s.dz nicht in der io- ten Zeile vorkommt

⇒ -2 muss in einer anderen
teile . d- mal vorkommen §

⇒ analog für die Spalten in A

⇒ analog für B

⇒
A.B sind paarweise orthogonal und A

,
B sind lateinische Quadrate

§ Theorem 10 .
13



Theorem 10.16
.

: Aq (4,31=9-2 Hq # 2,6

Az (4,31=2

Ag (4,31=34

Theorem 10.17 (Die Singleton Schranke (196-4)
Die Singleton - Schranke ist :

Aqln , d) = gn
- d -1A

Beweis : Angenommen C ist ein g-
närer (n

,
Mid ) - Code

.

Wie ein

theorem 10.5
,
können wir die letzten d-1 Koordinaten

von jedem Codewort
„
auslöschen "

. d.h .
es reicht die erster

Koordinaten i
,
isn - (d-1) zu betrachten .

⇒ Unsere verschiedenen M Vektoren haben also die Länge n -d-11

⇒ µ a- qn
- d-11

Mengen von t paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten

Definition Eine Menge {An , Az . . . . , A+ } von lateinischen

Quadraten der Ordnung q heißt eine Menge von paarweise
orthogonalen lateinischen Quadraten , wenn jedes Paar Ai

, Aj
ein Paar von paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten ist
( 1 a- i -jet ) .

Theorem 10.18
.

Es gibt maximal g- 1 lateinische Quadrate
in jeder Menge vor paarweise orthogonaler lateinischer
Quadraten der Ordnung q .



Beweis : Ana enormer C ist ein o - närer (n Mdl - Code Wie ein

Beweis : Sei A- { An ,
. . .

. -1+3 eine Menge von paarweise orthogonalen
lateinischen Quadraten der Ordnung q .

Wenn wir die Elemente von

einem beliebigen Ai
,Aj umbenennen ,

verletzt dies die Orthogonalität
von zwei lateinischen Quadrate aus A nicht .

Also seien die Elemente von Ai ,
fies o

.

. .
..tn} so

,
dass die erste Zeile

0
. . . . q - 1 Sei .

Nun betrachte die t Einträge in der zweiten Zeile in -der ersten Spalte .
der t lateinischen Quadrate
keiner dieser t Einträge kann 0 Sein

,
da (O.o) schon der Eintrag

in der ersten Spalte undder ersten Zeile von A;Aj ij c- { o , . . - it - es ist .

Außerdem können keine zwei Einträge dieser t - Einträge dieselben sein

(denn wäre ein weiteres Tupel von A ;Aj (r ir ) für r c- { 1 , . . _

, q
- l }

,
dann

wären AIAJ nicht mehr orthogonal .

⇒ tag -1 .

Definition Wenn eine Menge von q -1 paarweise orthogonaler
lateinischer Quadraten existiert

, dann heißt sie vollständig .

theorem 10.19
.

Ist
q prim ,

dann existiert eine vollständige
Menge von paarweise orthogonaler lateinischer Quadraten
der Ordnung q .

Beweis : Sei GF (g) = F-q -_ {0,

.
. .

, q -1 } .
Seien An , Az , . . _

, Aq - ^

qxq Arrays ,
wobei An = (aij

"
) sei mit

a!! = it k-j ,
i. kij c- Fq ,

k¥0

wie in Theorem 10.8
. folgt , dass alle An , . . . , Aq - s paarweise orthogonal

sind
,
somit folgt {An ,

Az . . . . , Aq - es ist eine vollständige Menge
paarweise orthogonaler lateinischer Quadrate .



-

l-heorem10.2-Eisq-na-rercn.gl, n - i ) - Code ist äquivalent zu
einer Menge mit n -2 paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten .

Beweis : wie ein Theorem 10.7 . können wir einen (n
, qin -e ) -Code C

über Fq als

( = { ( i.j , aij
"

, aij" , - . _

,
a

,

-"
II ( i.j ) c- ( Eg )

?
}

Schreiben
.

Es bleibt zu zeigen , dass d (C) = n -1 ⇐ ) { An , Az ,
. . _

, An - z } ,

wobei

An = [aij
"']

,
eine Menge paarweise orthogonaler lateinischer Quadrate

ist
.

dlc ) = n! ⇐ ) für ✗ = i.j , aij
"

,
- -

, aij
-"

, y
= iij

'

iaij!
"

,
.
. . , aiiji

"

iesehiedene Codewörter aus C folgt :
Li

, j ) + (i ' ij ) V-i.it , jj ' c- Eqii# i
'

, jtj

und Li
, aij.nl#liiaij?'IV-i,i',jEIFq,i-ti '

und Lj , aij
" ) + Lj , aiji

'
) Hi, jij c- Äq ijtj

'

und laij
" '

, aij
"" ) + ( aij

" '
, aij
"'

) hihi, e. e
' tlfq

wobei ktl
,
h# k '

,
lte '

⇒
d (c) = n -1 ⇐ > V-A.ie , An, gilt : An , Ani sind paarweise

orthogonal und lateinische Quadrate
⇐ > { An . . _

,
An-23 Menge von paarweise orthogonales

lateinischen Quadraten

Korollar 10.21 : Ag (3,2 ) = q
' K q c- IN

Beweis : Der (3,9-2,2) - Code ist äquivalent zu einem lateinischen

Quadrat der Ordnung q ( ex . nach Theorem 10.2 )

Nach der Singleton - Schranke gilt lij aij )
3-2+1

= q2Ag (3,2 ) ← q .



Korollar 10.22 .

Ist q prim und ne g- +1 ,
dann folgt

Aqln ,
n - 1) = q2

n -In - 1) +^
=qzBeweis : Nach der Singleton -Schranke folgt : Aqlnin -NE q

Nach Theorem 10.19
.

existiert eine vollständige Menge von paarweise
orthogonalen lateinischen Quadraten der Ordnung q ,

da g. pin .

Nach Theorem 10.20 ist diese vollständige Menge äquivalent
zu einem f-näresn (n

, g-
2
, n
- 1) Code .

=) Aqln , n -11--9-2 .


