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Übungen zu Topologie II

19. Für n ∈ N sei
Zn := {z ∈ C | zn = 1},
Wn := Z2n\Zn,
Un := S1\Zn, Vn := S1\Wn.

(a) Analysieren Sie die Mayer-Vietoris-Sequenz von (S1;Un, Vn).

(b) Für n ∈ N definieren wir ϕn : S1 −→ S1 durch ϕn(z) := zn.
Zeigen Sie: Für alle x ∈ H1(S

1) ist (ϕn)∗(x) = nx.

(c) Verallgemeinern Sie b) auf alle n ∈ Z.

20. Wir identifizieren S1 ∨ S1 mit dem Raum

(S1 × {0, 1})/{(1, 0), (1, 1)}

und schreiben die Elemente von S1∨S1 in der Form [z, i] mit z ∈ S1 und i ∈ {0, 1}.
Dann ist also [1, 0] = [1, 1] =: x0.
Für zwei beliebige Abbildungen ϕ, ψ : S1 −→ S1 ∨ S1 mit ϕ(1) = x0 = ψ(1)
definieren wir ϕ ∗ ψ : S1 −→ S1 ∨ S1 durch

ϕ ∗ ψ(e2πit) :=

{
ϕ(e4πit) für 0 ≤ t ≤ 1

2

ψ(e2πi(2t−1)) für 1
2
≤ t ≤ 1

.

Wir haben stetige Abbildungen
j1, j2, k1, k2 : S1 −→ S1 ∨ S1

ji(z) := [z, i],

ki(z) := [z−1, i].

Sei ϕ := (j1 ∗ j2) ∗ (k1 ∗ k2). Berechnen Sie mit einem ähnlichen Argument wie in
Aufgabe 19 den Homomorphismus

ϕ∗ : H1(S
1) −→ H1(S

1 ∨ S1).



21. (a) Sei 0 −→ C
ϕ−→ D

ψ−→ E −→ 0 eine kurze exakte Sequenz von Kettenkom-
plexen. Vergleichen Sie die zugehörige lange exakte Homologiesequenz mit der
von

0 −→ C
−ϕ−→ D

ψ−→ E −→ 0.

(b) Sei X ein topologischer Raum und seien U, V Teilräume von X mit
X = Ů ∪ V̊ . Vergleichen Sie die Mayer-Vietoris-Sequenz von (X;U, V ) mit der
von (X;V, U).

(c) Für n ∈ N0 definieren wir fn : Sn −→ Sn durch

fn(x) := −x.

Folgern Sie aus b): Für z ∈ H̃n(S
n) ist

(fn)∗(z) = (−1)n+1z.
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